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Uwagi wstepne

Artykutl dotyczy pewnego systemu rachunku zdarn skonstruowanego w
pracy [5]. Nalezy on do licznej klasy systeméw nazywanych w literaturze
systemami nonsense-logics.

Pierwsze badania nad systemami nonsense-logics prowadzone byly w
latach czterdziestych XX-ego wieku przez S. C. Kleene’go [7] i D. Bo-
czwara [2]. Nieco pézniej zagadnieniami tymi zajeli sie logicy skandynaw-
scy: S. Halldén [4], L. Aqvist [1] i K. Segerberg [12]. Z inicjatywy i pod
kierunkiem naukowym profesora J. Stupeckiego badania nad opracowaniem
logicznej teorii wyrazen tracacych sens podjely miedzy innymi K. Pirég-
Rzepecka i K. Halkowska.

Gléwnym celem pierwszych twércéw systeméw nonsense-logics byla
analiza antynomii logiki i teorii mnogosci. Celem, dla ktérego skonstruo-
wane zostaly systemy W ([10]) oraz systemy S, S", S* ([5]) bylo podanie
logicznych podstaw, na ktérych moglyby by¢ budowane teorie matema-
tyczne, zawierajace terminy zdefiniowane warunkowo.

W pracy tej przedstawimy dalsze wyniki dotyczace systemu S*. Przypo-
mnimy najpierw rozwazania stanowigce podstawe intuicyjna do okreslenia
tego systemu oraz jego konstrukcje.

Juz w matematyce szkolnej okresla sie wiele funkcji w zbiorze liczb
rzeczywistych, ktorych formalna definicja ma postaé definicji warunkowe;j
(por. [14]). Ogdlna posta¢ definicji warunkowej symbolu funkcyjnego f o
jednym argumencie jest nastepujaca:

P(z) = [y = f(z) & @(z,y)].

Warunkiem istnienia i jedynosci dla definicji o tym schemacie jest warunek,
ze implikacja

¥(z) = \y/ﬂ’(ﬂ%y)
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jest twierdzeniem systemu matematycznego, do ktérego nalezy dana defi-
nicja.
Przykltadami takich definicji sa wyrazenia:

z>20=>(y=vVzeoy>20Ay’=2),
ze>0= (y=lgz & 10¥ =2), gdzie  z,y € R.

Wyrazenia zdaniowe, w ktorych wystepuja symbole funkcyjne okreslone
definicjami warunkowymi traca sens dla pewnych wartosci zmiennych w
nich wystepujacych, to znaczy, ze nie sa ani prawdziwe ani falszywe. Zbior
wartosci zmiennej z, dla ktérych dane wyrazenie nie traci sensu nazywamy
jego obszarem okreslonosci, a zbiér wartosci, dla ktérych wyrazenie to jest
spelnione obszarem prawdziwosci.

Rozwazmy wyrazenia zlozone zbudowane z wyrazen zdaniowych, w
ktérych wystepuja symbole funkcyjne okreslone definicjami warunkowymi.

(1) lg(z+2)>0V 35 >0,
(2) Ig(z+2)>0 A $>O,
(3) ~ [lg(z +2) > 0].

W sposéb oczywisty przyjmuje sie, ze obszarem okreslonosci wyrazenia (2)
jest zbior {z € R:z > —2 Az # —1}, a wyrazenia (3) zbior

{z € R:z > —2}. Natomiast w przypadku wyrazenie (1) mozna przyjac,
ze:

I Obszarem okreslonosci alternatywy jest czes¢ wspdlna obszaréw okre-
Slonoéci jej czlonéw (analogicznie jak w przypadku koniunkceji).

II Obszarem okreslonosci alternatywy jest suma (teoriomnogosciowa)
obszaréw okreslonosci jej czlonéw.

Stanowisko I przedstawione jest przez autorki w pracach [10] (system W) i
w [5] (systemy S, ST, S*). Stanowisko II zajmuja autorzy prac [6] i [15].
Systemy S,S" i S* okreélone sa przez rodzine matryc o réznej iloci
wartosci i wartosci wyrdznionych. Aby wyjasni¢ sens intuicyjny tych war-
tosci, rozwazmy dowolng teorie¢ matematyczna Tp, w ktorej wystepuje de-
finicja warunkowa funkcji jednej zmiennej. Przyjmujemy, ze T jest teoria
matematyczna nadbudowana nad wezszym rachunkiem kwantyfikatorow z
identycznoscia i funkcjami oraz nad klasyczna teoria mnogosci. Teoria Tp
jest otrzymana z teorii T przez dolaczenie definicji warunkowych funkcji
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jednej zmiennej. Kazdemu wyrazeniu systemu Tp przyporzadkowana jest
para uporzadkowana (X, Y) podzbioréw X,Y uniwersum teorii 7. Pierw-
szy element tej pary jest obszarem okreslonosci wyrazenia, ktéremu ta para
jest przyporzadkowana, drugi — obszarem prawdziwosci, tzn. ze zbiér X
jest zbiorem tych elementéw, dla ktérych rozwazane wyrazenie nie traci
sensu, a zbiér Y - zbiorem tych wszystkich elementéw, ktdére spetniaja
dane wyrazenie. Zbidr Y jest wiec podzbiorem zbioru X.

Wyrazenie, ktéremu przyporzadkowana jest para (X,Y), traktujemy
jako wyrazenie prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y. Wprowadzone w
teorii Tp pojecie spelniania rézni si¢ od spelniania w ,,zwyklym” znaczeniu.

Przykladami wartosci zmiennej z, ktore spelniaja wyrazenie

(4) T>-2Az#1=lg(z+2) >0V >0

z —
arytmetyki liczb rzeczywistych, sa liczby 3 i 5. Natomiast liczba —1, 5 nie
spelnia wyrazenia (4), gdyz spelnia poprzednik implikacji i nie spelnia jej
nastepnika. Wyrazenia (4) nie spelnia réwniez liczba 1, gdyz nie spelnia
jego poprzednika, a nastepnik traci sens dla tej liczby. W tym ostatnim
przypadku liczba 1 spelnia w znaczeniu ,,zwyklym” wyrazenie (4).

Oczywiscie wyrazenie teorii 7p zaliczamy do wyrazei prawdziwych tej
teorii wtedy i tylko wtedy, gdy X C Y. Poniewaz Y musi byé zawarte w
X, warunkiem koniecznym i wystarczajacym prawdziwosci wyrazenia teorii
Tp jest rownosc X =Y.

Z uwag tych wynika, ze wartosciami matryc systeméw S, 57 i S* sa
pary uporzadkowane (X,Y) podzbioréw niepustego zbioru V, Spelniajace
warunek: Y C X. Warto$ciami wyréznionymi sa pary o réwnych elemen-
tach. Okredlajac matryce tych systeméw (por. [5]) autorka postuguje
sie algebrami warunkowymi. Matryce tych systeméw otrzymuje sie z od-
powiedniej algebry warunkowej przez dolaczenie do niej zbioru wartosci
wyréznionych.

1 System S* — okreslony za pomoca matrycy
Przyjmujemy, ze wszystkimi zmiennymi zdaniowymi systemu S* sa symbole
(1) P:q,P1,q15 ..
funktorami sa
(2) VA S, &=, #,

z ktorych cztery pierwsze s3 dwuargumentowe, dwa ostatnie — jednoargu-
mentowe.
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Litera Fg+ oznaczamy zbiér wszystkich formul poprawnie zbudowanych
systemu S*. Dowolne formuly nalezace do zbioru Fg« oznaczamy literami

757 s AN

Definicja 1.1 Matrycq MMy, systemu S* wyznaczong przez dowolny zbidr
V # 0 jest uklad

(M;,N";,V,A,:},ﬁ,‘ﬁ, *)1

gdzie
My = {X,Y)e2" x2V:Y c X},

Ny ={(X,Y) e M}, : XY}

oraz funkcje V, A, =, <, =, * matrycy My, okreslone sq dla dowolnych ele-
mentow (X1, Y1), (X2, Ys) 2bioru M3, nastepujqcymi réwnosciami:

(Xl,Y1>V(X2,Y2) = (XlﬂXz,(Yli.JYz)ﬂXlﬂXg),
(X1, Y1) A (X3, Y2) = (XiNX,,Y1NYs),
(Xl,Y1)=> (Xz,Yg) == (XlﬂXQ,(YI’UYQ)ﬂXlﬂX2>,
(Xl,Y1)¢><X2,Y2) = <X10X2,(Y1'UY2)O(YlUYr;)ﬂxlﬂXQ),
ﬂ(J('layvl) e <X11Y1,OX1)3
*(X,Y) = (V, X).

Funkcje matrycy My, oznaczone sa za pomoca takich samych sym-
boli jak funktory systemu S*, co nie powinno prowadzié¢ do nieporozumier.
Funkcje = i <& sa definiowalne za pomoca funkcji V,A i — i spelniaja
rownosci:

(Xla Yl) = (X2)Y2> s -1<X17Y1) \ (X2) Y2>1
(X1,11) & (X2,Y2) = (=~(X1,11) V(Xq, Y2))A
A((X1,Y1) V =( X2, Ya)).

Niech odwzorowanie v : {p1,ps,...} = My bedzie wartoéciowaniem
w matrycy 9y, Przyjmujemy zwykla definicje zbioru E(9M}) wyrazeii
prawdziwych matrycy 90173,.

Definicja 1.2 o € E (OMY) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego warto-
sciowania v spetniony jest warunek, ze v(a) € Ny;.

Definicja 1.3 Wyrazenie o € Fg« jest tautologiq systemu S* wtedy i tylko
wtedy, gdy o € E(MY,) dla kazdego niepustego zbioru V.

Szczegdlnym przypadkiem omdwionej matrycy jest matryca tréjwar-
tosciowa, wyznaczona przez zbiér V' jednoelementowy. Niech V = {a}.
Woéwcezas My, = {(V, V), (V,0),(0,0)}. Kladac (V,V) = 1,(V,0) = 0,

(0,0) = —1 otrzymujemy M3 = (M3, N3, V, A, =, &, —, #), gdzie
M3 ={1,0,-1}, Ny = {1, -1}.
Funkcje matrycy 9015 okreslone sa nastepujacymi tabelkami:
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1 0 -1 Al1l 0 -1 ey il (0027l
T T R E TR | L p L sl o1l 1|1 0 -1
0|1 0 -1 0j]0 0 -1 0 tfadr dodr vhasd
-1{-1 -1 -1 -1|-1 -1 -1 ~-1|-1 -1 -1
el1 0 -1 - *
1|1 0 -1 Lyl 1|1

0 1 -1 0|1 0|1
-1|-1 -1 -1 -1|-1 -1(0

Lemat 1.1 Dla kazdego zbioru V # O mamy E(IM},) = E(IN3).

Dowdéd. Poniewaz algebra 9013 jest podalgebra algebry 95, wiec za-
chodzi inkluzja E(9Ny,) C E(9M3).

W celu udowodnienia inkluzji odwrotnej zal6zmy nie wprost, ze dla
pewnego V # () istnieje takie wyrazenie o € Fg«, ze @ € E(IM3) i «a ¢
E(9MN5,). Istnieje wiec takie wartoéciowanie ¢ w matrycy Iy, ze g(a) ¢
Ny, . Istnieja zatem takie zbiory X, Y, ze g(a) = (X1,Y1) i X; ¢ V7. Dla
pewnego elementu a € V spelnione sa warunki: a € X;,a ¢ Y;. Okreé§lamy
homomorfizm A matrycy 9}, w matrycy 95 dla kazdego (X,Y) € M5
nastepujaco:

1, gdy a€ XAacY,
h((X,Y))=< 0, gdy a€ XAag,
-1, gdy a¢ X.

Odwzorowanie to jest homomorfizmem algebry 917, w podalgebre M ta-
kim, ze h(g(a)) = 0. Superpozycja h o g jest wiec homomorfizmem algebry
formut Fg« w podalgebre 93 takim, ze (ko g)(a) = 0. Stad o ¢ E(M3).
Dowéd, Ze system S* posiada adekwatna matryce tréjwartosciowa zostal
wiec zakoriczony. '

2 System S* aksjomatyczny i jego zwiagzek z systemem
Halldéna

Aksjomatami systemu S* jest dowolny uklad aksjomatéw klasycznego
rachunku zdan oraz nastepujace wyrazenia:

Al. xp & *xp,
A2. x(pAq) & *p A xq,

A3. p= xp.
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Regulami pierwotnymi systemu S* sa: reguta podstawiania (RP*) w zwyklym
sformulowaniu oraz reguta odrywania dla implikacji (RO*). Podajemy sche-
maty tych regul.

F(a= B)
8 € Sb({a}) i)
®PY (poY) Lo

Symbolem T's+ oznaczamy zbiér konsekwencji aksjomatow systemu S*
wynikajacych z nich na podstawie przyjetych regul pierwotnych.

W pracy [4] S. Halldén buduje systemy nonsense-logics rachunku zdan i
kwantyfikatoréw. Podstawowy dla badan Halldéna jest system C' rachunku
zdan opisany w monografiach [5] i [10] zaréwno za pomoca matrycy jak tez
przez podanie aksjomatow i regul.

W pracy [5] K. Halkowska dowodzi, ze matryce systeméw I3 i Mg
(matryca Halldéna) sa izomorficzne. Stad oraz z definicji 1.3 1 z lematu 1.1
wynika, ze zbiory tautologii systenéw S* i C sa réwne. Prawdziwe jest
wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 E(I3) = E(Mc).

Réwniez w pracy [5] wykazany jest zwiazek zachodzacy miedzy zbio-
rami tez systeméw S* i C. W aksjomatycznym systemie Halldén przyjmuje
regule podstawiania analogiczna do reguly podstawiania klasycznego ra-
chunku zdan oraz regule odrywania stabsza od zwykle przyjmowanej. Dla
sformulowania jej potrzebne jest pojecie zmiennej zamknietej i zmiennej
otwartej zdefiniowane w metajezyku. w pracy [5] K. Haltkowska przyjmuje
w systemie S* uklad aksjomatéow odpowiadajacy ukladowi aksjomatow
Halldéna i dowodzi w pewnym znaczeniu rownowaznosci tych systemow.
Korzysta réwniez z udowodnionego w pracy [4] twierdzenia o pelnosci aksjo-
matycznego systemu C.

Stad oraz z twierdzenia 2.1 wynika, ze system S* jest pelny. Prawdziwe
jest wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 Ts« = E(9N3).

7 wyniku tego skorzystamy dowodzac dalszych wlasnosci systemu S*.

3 L-rozstrzygalnos¢ systemu S*

Postugujac sie terminologia pracy [13] sformulujemy definicje pojecia sy-
stemu L-rozstrzygalnego wprowadzonego przez J. Lukasiewicza (por. [8]).

System jest L-rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy speinia nastepujqce
warunki:
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(I) Zbiory wszystkich jego formut uznanych (tez systemu) i wszystkich
jego formut odrzuconych sq rozlgczne;

(II) Kazda formula danego systemu bqd? jest formulq uznang, bgdz odrzu-
congq.

Zbiorem wszystkich formul odrzuconych danego systemu jest najmniej-
szy zbior formul, ktorego elementami sa wszystkie aksjomaty odrzucone i
ktory jest zamkniety ze wzgledu na reguly odrzucania tego systemu. Przyj-
mujemy, ze jedynym aksjomatem odrzuconym systemu S* jest formula

Al. PV xq.
Regutami odrzucania systemu S* s3 dwie reguly: regula odrzucania przez

podstawianie i reguta odrzucania przez odrywanie o nastepujacych schema-
tach:

F(a= pB)
g € Sb({a}) F (%8 = xa)
4 1
(RP*)™! _{g (RO*)™1 5 Z

W mysél reguly pierwszej formula jest odrzucona, gdy pewne jej pod-
stawienie jest odrzucone. W my$l reguly drugiej: jezeli implikacje (a = B8)
i (%8 = *a) sa tezami systemu S* i nastepnik 3 jest formula odrzucona,
to poprzednik « jest odrzucony.

Definicja 3.1 Zbior T§.1 wszystkich formul odrzuconych systemu S* jest
najmniejszym zbiorem, kidrego elementem jest aksjomat Al i ktéry jest
domkniety ze wzgledu na przyjete w systemie S* reguly odrzucania.

Warunki (I) i (IT) podane w definicji systemu L-rozstrzygalnego maja
wdwczas nastepujaca postaé:

() Ts« NTG! =0,
(IP') Ts« UTg! = Fae.

Lemat 3.1 Zbiory tez i formut odrzuconych systemu S* sq rozlgczne.

Dowéd. Aksjomat A1 nie nalezy do zawartosci matrycy E (9MN3). Na-
tychmiastowy jest tez dowdd, ze jedli formula (@ = f) i (¥8 = *a) sa
elementami zbioru E (M%) i formula B nie jest elementem tego zbioru, to
rowniez formuta o do niego nie nalezy. Réwniez natychmiastowy jest wnio-
sek, ze jeéli pewne podstawienie formuly o nie nalezy do zbioru E(9013),



62 L-rozstrzygalno$¢ pewnego tréjwartosciowego systemu

to formula o tez nie nalezy do tego zbioru. Zbiory Tg' i E(9MN3) sa wiec
roztaczne. Stad oraz z twierdzenia 2.2 wynika, Ze spelniony jest warunek
(I’). Wniosek ten koficzy dowdd lematu.

Aby wykazaé, ze system S* spetnia réwniez warunek (II’) udowodnimy
pomocniczy lemat techniczny.

Lemat 3.2 Niech v : At - M3 bedzie dowolnym wartosciowaniem zmien-
nych zdaniowych, zas r i s niech bedg dowolnymi réznymi zmiennymi zda-
niowymt. Niech w : At — M3 bedzie dowolnym wartosciowaniem takim,
ze w(r) = 0 oraz w(s) = —1 oraz niech e : At — Fg« bedzie nastepujgcym
podstawieniem

(p) =1
A ep) =% rv-w, gdy v(p)=0,
pPEAL S, gdy v(p)

Wowczas dla dowolnej formuly o € Fg+, h¥(h®(a)) = h¥(a).

Dowdd indukcyjny tego lematu dla systemu S nad ktorym nadbudo-
wany jest system S* podany jest w pracy [15]. Ogranicze si¢ do podania
dowodu w przypadku, gdy a = x4.
h¥(a) = h*(xf) = x(h"(B)) = *(h*(h*(B))) = h*(x(h*(B))) = k™ (h*(xB)) =
h*(h¢(e)). k¥ i hY sa homomorfizmami jezyka (At,V,A, =, <, 0, %) w al-
gebre 95 = ({1,0,=1},V,A, =, <, —, %).

Lemat 3.3 Suma zbioréw formul uznanych i odrzuconych systemu S* jest
zbiorem wszystkich jego wyrazen poprawnie zbudowanych.

Dowdd. Niech o bedzie dowolna formuty systemu S*, ktéra nie jest
jego teza. Stad i z twierdzenia 2.2 wynika, ze a ¢ E(913). Dla pewnego
warto$ciowania v : At — M3 mamy wiec h¥(a) = 0.

Niech e : At - Fg+ bedzie podstawieniem formuly « zdefiniowanym
nastepujaco:

Je ]
A e®)={ pA-p, gdy v(p)=0,
pEAt q, gdy wv(p)=-1.

Jedynym wartosciowaniem w matrycy M3, ktére falsyfikuje formule pV *q
jest w(p) = 0 1 w(q) = —1. Na podstawie lematu 3.2 dla dowolnego
wartosciowania, a wiec i dla v zachodzg réwnosci h¥(a) = A (h®(a)) = 0.
Spelniony jest wiec warunek

(1) (h(a) = (pV *q)) € E(IN3).

Latwo pokazac, ze rowniez spelniony jest warunek
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(2) (x(pV *q) = *h¢(a)) € E(IM).

Formuly wystepujace w (1) i (2) sg wiec tezami systemu S*. Na podsta-
wie reguly odrzucania przez odrywanie wnioskujemy stad, ze formuta h°(a)
jest odrzucona. Z reguly odrzucania przez podstawienie wynika, ze odrzu-
cong jest formuta a. Spelniony jest wiec warunek (II’). Wniosek ten konczy
dowdd lematu.

Twierdzenie 3.1 System S* jest L—rozstrzygalny.

Twierdzenie wynika z lematéw 3.1, 3.2 i z definicji systemu L-rozstrzy-
galnego.

4 System S* w wersji inwariantnej i jego L-rozstrzygalnosé

W wersji inwariantnej systemu $*, zamiast aksjomatéw bierzemy schematy
aksjomatow i stosujemy wytacznie regute odrywania dla implikacji (RO*) i
regute odrzucania dla implikacji (RO*)~1. Reguly te sa regutami struktu-
ralnymi (por. [11]).

Na mozliwo$¢ wyeliminowania reguly odrzucania przez podstawienie w
pewnym systemie tréjwartosciowym zwroécit uwage A. Zbrzezny (por. [15])
i ([3]).

W celu zdefiniowania zbioru aksjomatéw odrzuconych wersji inwariant-
nej systemu S*, podamy definicje kilku pojec pomocniczych.

Definicja 4.1

AN X={a:V (e=-0)}

XCFgn BEX
Definicja 4.2

/\ Dis(a) = Dis(B) U Dis(y), gdy a=8V4,
eF {a}, w przeciwnym przypadku.
(e S*

Definicja 4.3 Formute a € Fs« nazywamy alternatywa elementarna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Dis(a) C At U —At.

Definicja 4.4

A Con(a) = { Gon(A) W Canlrlin8diyp 1 BAY,

a€Fse {a}, w przeciwnym przypadku.

Definicja 4.5 Formule @ € Fs+ nazywamy koniunkcja elementarna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Con(a) C At U At.

Przy pomocy wprowadzonych poje¢ zdefiniujemy zbiér aksjomatéw
odrzuconych.
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Definicja 4.6 Aksjomatem odrzuconym wersji inwarianinej systemu S*
jest dowolne wyrazenie postaci

—BV xy

takie, ze At(B) N At(y) = 0, przy czym B jest koniunkcjq elementarng, w
ktorej kazda zmienna wystepuje co najwyzej jeden raz, zas vy jest alternatywq
elementarnq spetniajgcq warunek Dis(y) = At(y) U ~At(y). Natomiast xy
jest alternatywaq, ktdrej kazdy sktadnik nalezqcy do Dis(7y) jest poprzedzony
funktorem x.

Zbior wszystkich aksjomatéw odrzuconych jest zbiorem obliczalnym. Po-
nadto z definicji powyzszej wynika, ze zaden z tych aksjomatéw nie nalezy
do zawartosci matrycy 915. Warunek (I’) definicji systemu L-rozstrzygalnego
jest wiec spetniony. Aby udowodnié, Ze spelniony jest réwniez warunek (II’)
wystarczy udowodnic, ze

Fs:\Ts» C T,

gdzie Tg. jest zbiorem wszystkich wyrazen otrzymanych z aksjomatéw
odrzuconych (Def. 4.6) przy pomocy reguly (RO*)~!

Zalézmy, ze o ¢ Ts«. Z twierdzenia 2.2 wymka, ze a ¢ E(IMN3).
Istnieje zatem taki homomorfizm h; jezyka (Fse,V,A,=>,&,-,%) w al-
gebre ({1,0,-1},V,A,=,&, 0, %), ze hi(a) = 0. Zaldzmy, ze At(a) =
{p1,p2,--.,Pm}. Rozwazmy dwa przypadki:

@ V m@#-15 ¢ A mu@E)=-
pEAtL(a) pEAL(a)

Niech X = {p € At(a) : hi(p) = 1},Y = {p € At(a) : hi(p) = 0},

= {p € At(a) : hi(p) = —1}. Z zalozenia (a) wynika, ze X UY # 0
i XNY = 0. Rozwazmy dowolne wyrazenie 3, w ktérym kazda zmienna
zdaniowa wystepuje co najwyzej jeden raz i ktére spelnia warunek:
Con(B) = X U-Y. Wyrazenie takie istnieje, poniewaz X UY # (. Niech
ponadto vy bedzie dowolnym wyrazeniem o wlasnosciach:

Dis(y) = {Zuﬁz gdy Z #0,
{gv g}, gdy Z=10i q¢ At(a).

Wyrazenie - V x7v jest wiec aksjomatem odrzuconym, gdyz

(1) At(B) N At(y) =

(2) B jest koniunkcja elementarna, w ktérej kazda zmienna wystepuje co
najwyzej jeden raz,



K. Pirég-Rzepecka 65

(3) « jest alternatywa elementarna taka, ze Dis(y) = At(y) U —At(y),

(4) *7 jest alternatywa, w ktdrej kazdy element nalezacy do Dis(y) jest
poprzedzony funktorem .

Wyrazenie o = (—f3 V %) jest tautologia, poniewaz kazde wartosciowanie,
ktére falsyfikuje formule (=3 V xy) w matrycy 93 jest zgodne z warto-
sciowaniem na zmiennych formuly a i jednoczeénie ja falsyfikuje. Wobec
twierdzenia 2.2 mamy

(5) F(a= (=6V*)).

Z przyjetych warunkow dotyczacych wyrazen B i *y wynika, ze rowniez
spelniony jest warunek (x(—f3V *vy) = xa) € E(9M3), czyli

(6) F (x(—B8V xy) = xa).

Na podstawie reguly odrzucania przez odrywanie wnioskujemy, ze formula
o jest odrzucona.

Whiosek ten uzyskaliSmy w przypadku (a), tzn. przy zalozeniu, ze ist-
nieje homomorfizm h; jezyka (Fss,V,A, =, ¢, -, %) w algebre ({1,0, -1},
V, A, =, <, *), ze hl(a) = 0 i \/peAt(a)hl(p) = —1. Wéowczas X =
Y = 0. W sytuacji tej przyjmujemy, ze 8 jest dowolng zmienng p ¢ At(a).
Jest oczywiste, ze formula -3V %y jest aksjomatem odrzucania. Latwo po-
kazac, ze przy tych zalozeniach takze spelnione s3 warunki (5) i (6). Przy
zalozeniu, ze a ¢ Ts+ wykazaliSmy wiec, ze a € Tg.l. Prawdziwe jest zatem
twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 Trdjwartosciowy system S* w wersji inwariantnej jest
L-rozstrzygalny.
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Streszczenie
Krystyna Pirég-Rzepecka
L-rozstrzygalnos¢ pewnego tréjwartosciowego systemu
Artykul ten dotyczy logiki zdaniowej S* przedstawionej w pracy [5].
Rozwazana logika zawiera funktory:

Vv, A, =, &,y %,
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z ktorych cztery pierwsze sa dwuargumentowe, dwa ostatnie — jednoargu-
mentowe.

Logika S* posiada adekwatng matryce trojelementowa, ktérej uniwer-
sum jest zbiér {1,0, —1}, wartodciami wyréznionymi s elementy 1i —1, za$
dzialania odpowiadajace funktorom okreslone sa nastepujacymi tabelkami:

vl o0 -1 Al 0 -1 ol T R
11 1 -1 11 0 -1 Jada Siti d hostd
011 0 -1 0{0 0 -1 01 1 -1
-1{-1 -1 -1 -1|-1 -1 -1 -1|-1 -1 -1
= 1 0 -1 - |*
Faf-2ao -Gt ok 1|0 1sdl
0|0 1 -1 0|1 0|1
-1{-1 -1 -1 ~1|-1 ~1{0

Aksjomatami systemu S* jest dowolny uklad aksjomatéw klasycznego
rachunku zdan oraz nastepujace wyrazenia:

Al. xp & xp,
A2. x(pAq) & *p A *q,
A3. p= *p.

Regutami pierwotnymi systemu sa: reguta podstawiania w zwyklym sformuto -
waniu oraz reguta odrywania dla implikacji o nastepujacym schemacie:

a=f
*0 = *a
o
e
Zbiér tez systemu aksjomatycznego S* pokrywa sie ze zbiorem tauto-
logii tej logiki.
W pracy podany jest dowéd L-rozstrzygalnosci systemu S*, tzn., ze
system ten spelnia nastepujace warunki:

(I) Zbiory wszystkich jego formul uznanych (tez systemu) i wszystkich
jego formul odrzuconych sa rozlaczne;

(II) Kazda formula danego systemu badz jest formuta uznana, badz odrzu-
cona.

Dowdd L-rozstrzygalnosci dotyczy réwniez wersji inwariantnej.
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Summary

Krystyna Pirég—Rzepecka
L—decidability for some three-valued system

This paper concerns the propositional logic S* which has been intro-
duced in the paper [5].
The logic S* is defined in the sentential language which involves the
following symbols:
Vi, Ay =, &,y %,
from which the first four are two—argument and the last two — one-argument.

The systems S* is defined axiomatically by any axiom system for the
classical propositional logic augmented with the following list of axioms:

Al. *p o *ﬂp,
A2. x(pAq) & *p A *q,

A3. p= xp.

Furthemore, as the primitive rules for this system we have:

— rule for substitution (in the ordinary formulation),

— rule Modus Ponens (detachement) for implication given by the follo-
wing scheme:

a=f
*0 = *a
o

F—

We prove that the system S* has an adequate (in the weak sense)
three—element matrix. Let 91 be the matrix for which the set {1,0,—1}
forms its universe and {1, -1} is the set of the designated elements. The
operations of )1 which correspond to the above symbols are defined by the
following tables:

Vil 000 43 All o0 -1 s lollshia@l (101
Bafiokiis Lo el 11 0 -1 1| 1.8000 -1
0(1 0 -1 010 0 -1 0|11 1 -1

—1 | —donsdksiiovik |l vl okl selifasdr 4 bowed
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o . | 0 -1 | = *
1 1 0 -1 i b-B Lo4id
0-1+0 1 -1 I .| 0|1
-1]-1 -1 -1 -1]-1 -110

It is shown that the set of logical theses of S* coincides with the content
of 9, i.e. with the set of all formulas valid in 9)t. We also prove that the
systems S* is L—decidable, i.e. S* satisfies the following conditions:

(1) The set of all provable and all rejected formulas of S* are disjoint;

(2) Each formula of the language od S* ie either provable or rejected (in

S*).
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