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Uogoélnianie dowodéw
Piotr Woajtylak

1. Arytmetyka Peano PA jest teoria 1-go rzedu powstajaca przez
dotaczenie do logiki predykatéw z identycznoscia nastepujacych aksjomatéw
charakteryzujacych specyficzne arytmetyczne wlasnosci 0 (zera), S (opera-
cji nastepnika), + (dodawania) oraz X (mnozenia liczb naturalnych) :

(Azl) 03 S (Az2) Sz=8y—sz=y

(Az3) z+0==x (Az4) z+ Sy=8S(z+y)

(Azb) X Q=0 (Az6) zxSy=(zxy)+z
(SI) A(0), Y. (A(z) = A(S3)) - Vo A(z).

Aksjomatami teorii PA sa, w szczegdlnosci, wszystkie formuly rozwa-
zanego jezyka {0, S, +, x,=} podpadajace pod schemat indukcji nastepni-
kowej (SI). W literaturze rozwazane sa rézne warianty, fragmenty i wersje
jezykowe systemu. Przykladowo, PA™ jest skonczenie aksjomatyzowalnym
podsystemem PA zawierajacym aksjomaty dyskretnie uporzadkowanych
(pét)pierscieni. Rozwazne sa ponadto rozszerzenia PA symbolami funk-
cyjnymi i relacjami definiowalnymi w jezyku standardowym, tj. P (poprze-
dnik), — (réznica wzgledna), < (porzadek). Arytmetyka Presburgera jest
fragmentem PA w jezyku 0, S, +, =, < (bez mnozenia). System ten, w prze-
ciwienstwie do innych wspomnianych tutaj wersji i wariantéw PA, jest roz-
strzygalny, tzn. istnieje rekurencyjna metoda rozpoznawania tez Arytme-
tyki Presburgera. Schemat indukcji nastepnikowej (SI) bywa zastepowany
schematem indukcji porzadkowe;j

(o) Va (Yy<sA) — A(z)) = VaA(a).

Modyfikujac odpowiednio pozostale aksjomaty PA otrzymujemy tzw. aryt-
metyke porzadkowa OA réwnowazng tradycyjnie PA. Poniewaz rozwazane
beda dalej aspekty teorii formalnych zalezne od aksjomatyzacji, a nie tylko
od relacji dowodliwosci, wszystkie wprowadzone wersje PA musza by¢ rozré-
zniane. W pracy nie bedzie obowiazywala zaproponowana przez A.Tarskiego
identyfikacja teorii ze zbiorem jej tez. Poréwnujac dwie teorie brane beda
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dodatkowo pod uwage logiczne struktury ich dowodéw formalnych. Jed-
nolita réownowazno$é teorii oznacza zachowanie podobienstwa dowodéw,
tzn formuly dowodliwe podobnie (krétko) w jednej teorii musza posiadad
podobne (krétkie) dowody w drugiej. Dla tej mocniejszej réwnowaznosci
nie zachowaja swa wazno$é klasyczne twierdzenia dotyczace wprowadzania
nowych liter funkcyjnych. Przykladowo, PA nie jest jednolicie r6wnowazna
swej monadycznej wersji PA*, wprowadzonej przez Parikha [1973], w ktérej
funkcyjne symbole + oraz X sa zastapione literami relacyjnymi P*(z,y, 2)
oraz P*(z,y, z) (reprezentujacymi, odpowiednio, z+y = z oraz £ X y = 2)
wraz z naturalna translacja aksjomatéw (Az3) — (Az6).

2. Hipoteza Kreisla (HK), w sformulowaniu z pracy H.Friedmanna
[1975] ~ problem 34, dotyczy wyjsciowej teorii PA jezyka {0, S,+,x,=} i
brzmi

niech A(zx) bedzie dowolng arytmetyczng formulg oraz niech k
bedzie liczbg naturalg; jezeli (Arytmetyka) Peano dowodzi A(S™0)
w co najwyzej k krokach dla kazidego n, to PA dowodzi takze
V. A(z).

Liczebniki S™0 kanonicznie reprezentuja w PA liczby naturalne i nie-
ktérzy dopatruja sie w wypowiedzi hipotezy pewnej wersji tzw. w-reguly
Mostowskiego. Rzeczywiscie, gdyby zastapi¢ w (H K) dowodliwo$é w k kro-
kach zwykla dowodliwoscia to otrzymamy po opuszczeniu zbednego kwan-
tyfikatora:

PAF A(S™0) dla kazdegon = PAFV A(z),

czyli warunek dopuszczalno$ci w-reguly w PA. Jedna z wersji twierdze-
nie Godla o niezupelnodci arytmetyki mowi, ze powyzsza implikacja jest
falszywa dla relatywnie prostej (z logicznego punktu widzenia) formuty
A(z). Mianowicie dla obalenia tej implikacji wystarczaja Ao formuly, tzn.
formuly zawierajaca wylacznie (symbole specyficzne, zmienne, spdjniki zda-
niowe i) ograniczone kwantifikatory Vy<, oraz 3;<,. Wykorzystujac twier-
dzenie Matyjasiewicza (rozwiazanie X-tego problemu Hilberta) jako kontr-
przyklad mozna zaproponowaé formule A(z) postaci Igp:(7,z) = p2(7,z)
gdzie p;(y,z) sa termami jezyka. Formule te mozna interpretowaé jako
stwierdzenie, ze istnieje pierwiastek naturalny pewnego wielomianu o wspél-
czynnikach calkowitych z parametrami.

Relacja dowodliwosci w k krokach (tzw. k-dowodliwo$é) okazuje sie
wiec istotnym skladnikiem (HK). Zauwazmy, ze niedopuszczalno$é reguly
Mostowskiego nie byla nigdy uzalezniana od wyboru aksjomatyki PA. Do-
dajac regule do jakiejkolwiek teorii réwnowaznej (tradycyjnie) PA otrzy-
mujemy teorie zupelna, a wigc nie posiadajaca rekurencyjnej aksjomatyki.
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Tymczasem dolaczajac (lub odejmujac) do aksjomatyki teorii dodatkowe
postulaty mozemy skraca¢ (lub wydluzaé¢) dowody. Nie ma powodéw aby
wierzy¢, ze powyzsze zmiany nie wplyna na prawdziwos¢ hipotezy. Jedynie
dla teorii jednolicie réwnowaznych prawdziwosé hipotezy bedzie niezmienni-
cza. Zauwazmy bowiem, ze niezmienniczo$¢ hipotezy Kreisla wymaga aby,
k-dowodliwe formuly jednej teorii byly [-dowodliwe w drugiej, gdzie liczby
k i | niekoniecznie musza by¢ identyczne. Poniewaz w gre wchodzi jednak
dowodliwo$¢ nieskonczonego zbioru formul powyzszy warunek nie bedzie
gwarantowany przez tradycyjna rOwnowaznos$¢ teorii. Mozemy rozszerzaé
- hipoteze Kreisla na inne teorie, nie tylko PA, i wcale nie musi dotyczy¢
ona systeméw arytmetycznych. Okazuje sie, ze odpowiedZ na postawione
pytanie w niklym stopniu zalezy od tego czy teoria ma sens arytmetyczny.
Wszystko to czyni podobienstwa (HK) do postulatu dopuszczalnosci w-
reguly pozornymi i mylacymi.

Pierwsza znaczaca odpowiedZ na formulowane powyzej pytanie dostar-
czyl Parikh [1973], ktéry wykazal prawdziwosé hipotezy dla PA*, mona-
dycznego wariantu Arytmetyki Peano. Skonczenie aksjomatyzowalne frag-
menty PA takze okazaly si¢ speliaé hipoteze, Krajicek i Pudldk [1988].
Pozytywne rozwiazania hipotezy dla oryginalnego systemu PA oraz OA za-
wieraja preprinty M.Baaz’a [1989] i [1991]. Znane sa takze warianty PA,
dla ktérych hipoteza jest falszywa. W kazdym z rozwazanych przypadkow
uzasadnienie odpowiedniego rezultatu wymagalo jednak uzycia specyficz-
nej argumentacji i wciaz brakuje jasnosci co do tego od jakich parametréw
formalnych aksjomatyki prawdziwos$é hipotezy zalezy.

3. Pochodzenie (HK) jest niejasne i sam G.Kreisel wypiera sie, ze kie-
dykolwiek w powyzszy sposéb hipoteze formulowal, por. Kreisel [1993].
Jego krytyka dotyczy po pierwsze pojecia k-dowodliwosci, tzn. dowo-
dliwosci w co najwyzej k-krokach. Wprowadzjac to pojecie zaklada sie
bowiem, ze istnieje jaki$ kanoniczny sposéb liczenia dlugoséci dowodu i para-
metr ten jest na tyle wazny w praktyce, ze mozna uwazaé go za wiarygodna
miare zlozonosci dowodéw. Trudno jednak pogladu tego broni¢. Najczesciej
jako liczbe krokéw w dowodzie przyjmuje sie liczbe wystepujacych w nim
formul (lub sekwentéw). W ewidentny sposéb miara ta zalezy jednak od
styléw dowodowych; zasadniczo odmienne liczby uzyskamy dla dowodéw
definiowanych jako drzewa, niz dla ciagéw gdzie kazda formula moze by¢
uzyta wiele razy jako przeslanka inferencji. Zmiana stylu dowodowego
prowadzi do odmiennych rezultatéw dotyczacych choéby rozstrzygalnosci
pojecia k-dowodliwo$ci. Dodatkowo, miara zlozonosci definiowana jako
liczba formul w dowodzie nie bierze pod uwage zlozonosci formul tam
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wystepujacych. Latwo wyobrazi¢ sobie sytuacje gdy diugie dowody staja
sie krétsze dzieki znacznemu zwiekszeniu diugosci formut. Jezeli za miare
zlozonosci przyja¢ natomiast liczbe wszystkich znakéw wystepujacych w
dowodzie, to (H K) trywializuje sie: zalozenie, ze A(S"0) posiada dowdd
miary co najwyzej k dla kazdego n oznacza bowiem wtedy, ze zmienna z nie
moze w ogéle wystapi¢ w formule A(z). Zdaniem G.Kreisla nieuzasadniona
jest wiara, ze zlozono$é dowoddw mozna (i nalezy) opisywac liczbami natu-
ralnymi. Lepszym podejsciem jest, po pierwsze, proba formalnego opisania
podobiefistwa dowodéw. Dowodzenie przez analogie, najbardziej rozpo-
wszechniony sposéb uzasadniania twierdzen i pogladéw (obecny takie w
matematyce) nie jest w ogdle reprezentowany w logice. Nie przesadzajac
jak podobienstwa maja wyglada¢ mozna rozwazyc¢ kilka ich wariantéw i te-
stowaé je w praktyce. Zapewne podobne dowody powinny mie¢ taka sama
miare zlozonogci, a wiec by¢ réwnoczesnie dlugie lub krétkie; nie oznacza
to jednak, Ze dowody podobne koniecznie musza liczyé tyle samo formut.
Majac zdefiniowane relacje podobienstwa, a zatem takze ich klasy abstrak-
cji — typy dowodowe, mozna nastepnie przeformutowad (H K') przyjmujac
w zalozeniu hipotezy, Zze dowody wszystkich formut A(S™0) s podobne.
Liczby jako miary dlugosci dowodéw moga sie ujawni¢ wtérnie jako para-
metry wyznaczane przez dany typ dowodowy.

Drugim powodem dla ktérego Kreisel odrzuca sformulowanie (H K') jest
fakt, ze zalozenie hipotezy zawiera nieskoriczenie wiele przestanek. Dys-
ponujac nieskorczona liczba, dowodéw mamy skonstruowac jeszcze jeden
dowdd, ale ogdlniejszy. Zalozenia tego typu trudne sa do pelnego wy-
korzystania. W praktyce dowdd ogdlniejszego twierdzenia otrzymujemy
uogélniajac jeden z dowoddéw danych (lub wykorzystujac ich skoriczona
liczbe). Sensowne wydaje si¢ wigc wzmocnienie hipotezy, w ktérym do-
datkowo oderwiemy sie mylacej analogii sugerujacej, ze liczebniki sa wszy-
stkimi elementami naszego uniwersum. Najprostsza postacia uogdlniania
twierdzeni bedzie zatem, dla ustalonej teorii T jezyka z S oraz 0:

(BM) T + A(S™0) oraz'n jest dostatecznie duze = T+ A(S"z).

,,Dostatecznie duze” oznacza oczywiscie, ze liczba n jest dostatecznie duza
wzg. dlugoéci dowodu i dlugodci formuty A(z), tzn n > f(I(r),I(A)) gdzie f
jest funkcja rekurencyja oraz [(7) jest liczbowo wyrazona dlugoscia dowodu
7 formuty A(S™0) oraz [(A) jest liczbowa miara zlozonosci formuty A(z).
Zauwazmy ze (BM) implikuje (H K') (przeformutowanej dla dowolnej teorii
T) jezeli zalozymy, iz rozwazana teoria jest systemem arytmetyki, a wiec

TFz=0V...vz=8"'0vz>S"0, dlakazdego n.
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W rezultacie dowodliwos$¢ ogdlnego twierdzenia V,A(x) wynika z dowo-
dliwosci (w ograniczonej liczbie krokéw) skoricznej liczby jego szczegélnych
przypadkéw. Dla arytmetycznego systemu spelniajacego (BM) otrzymu-
jemy zatem dowéd finitarnej wersji Hipotezy Kreisla. Hipoteze (BM) moze
dotyczy¢é dowolnego systemu gdzie S jest dowolna monadyczna operacja.
Nawet w przypadku logiki jej zachodzenie, lub niezachodzenie, nie jest oczy-
wiste. Hipoteze mozna poddawaé dalszym uogdlnieniom przyjmujac choéby
jakikolwiek dlugi term ¢ zamiast S™0 w zalozeniu i otrzymujac w konkluzji
dowdd A(t') dla ¢’ krétszego i ogdlniejszego (tzn. takiego, ze t jest podsta-
wieniem t'). Rozwazana tu forma uogélnieri nie jest jedyna (tylko najpro-
stsza). Mozna sobie wyobrazié¢ sytuacje, ktéra ma wlasnie miejsce w przy-
padku PA*, gdzie krétki dowéd A(S™0) nie pozwala na uogdlnienia postaci
A(S™z), ale uogélnia sie, przykladowo, jako z =, S"0 — A(z) dla pew-
nego r. Proponowana w (BM) forma uogélnieri ma oczywiste odwolanie
historyczne do Babiloriskiej Matematyki. Uwaza sie nie bez racji, ze ma-
tematyka jako nauka powstala w starozytnej Grecji. Pewne umiejetnosci
matematyczne znane sa jednak z okresu wczesniejszej kultury babilonskiej.
Zachowaly sie obliczenia, przykladowo pdl figur, gdzie nie podano ogdlnego
wzoru ale pokazano na konkretnych (kilku kolejnych) liczbach jak te obli-
czenia przeprowadzaé. Oczywiscie w kazdym przypadku obliczenia pod-
padaly pod ten sam schemat i uogdlnialy sie na kolejne liczby. Zatem
teksty te moza intepretowac jako préby uzycia duzych liczb naturalnych w
charakterze zmiennych. Stad teoria T spelniajace (BM) bedzie nazywana,
Babilonska Matematyka,.

4. Nie trzeba chyba dodawaé, ze (BM) przypomina schemat nie-
zupelnej indukcji, ktorej uzycie w matematyce jest surowo zakazane. Tym
niemniej okazuje sie, ze pewne standardowe teorie arytmetyczne mogg spel-
nia¢ te hipoteze.

Twierdzenie 1. (i) PA nie jest Babiloriska Matematyka;
(ii) OA jest Babiloriska Matematyka.

Udowodnienie negatywnego rezultatu jest, jak zazwyczaj, latwiejsze
cho¢ niebanalne — o czym przekonuje choéby (i7). Postugujac sie indukcja
nastepnikowa, wykazemy ze, ze S™0 + z = S™z jest jednolicie (tzn. nie-
zaleznie od n) dowodliwe. Otéz, jezeli z = 0, to S"0+0 = S™0 na podstawie
(Az3); a w kroku indukcyjnym S™"Sz = SS"z = S(S™0 + z) = S"0 + Sz
dzieki (Az4) i zalozeniu indukcyjnemu. Stad S™0+ S™0 = S™T™( a zatem
takze 3,(y + y = 52"0) dla dowolnego n. Przyjmujac 3y(y +y = z) jako
A(z) otrzymujemy dowdd, w ograniczonej liczbie krokéw, formuly A(S™0)
dla dowolnej liczby parzystej n. Mozemy zatem znalez¢ ,,dowolnie duza’
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liczbe n taka, iz A(S™0) bedzie dowodliwe w ograniczonej liczbie krokéw,
bez mozliwosci dowiedzenia A(S™z). Z powyzszej argumentacji wynika
ponadto, ze tabliczka dodawania S™0+ S™0 = S™t™() jest jednolicie dowo-
dliwa w PA. Dodawanie i mnozenie nie wykazuja symetrii gdyz

Twierdzenie 2. Jezeli hipoteza Kreisla jest spelniona dla niesprzecz-
nego i rekurencyjnie przeliczalnego rozszerzenia T teorii PA, to SPT0x S™0 =
S™*™() nie bedzie dowodliwa jednolicie w T.

DOWOD. Niech A(z) bedzie Ay formula prawdziwa w standardowym
modelu liczb naturalnych, ale niedowodliwa w T'. Dzieki twierdzeniu Ma-
tyjasiewicza istnieja dwa termy p(z,y) oraz q(z,7) jezyka {+, x, S,0} ta-
kie, ze A(z) jest réwnowazna w PA formule 33(p(z,7) = q(z,7)). Za-
tem 33(p(S™0,7) = ¢(S™0,7)) jest dowodliwa w T dla kazdego n gdyz
PA jest ¥j-zupelna oraz A(z) jest prawdziwa w standardowym modelu.
Dokladniej, dla kazdego n istnieje m takie, ze p(S™0,S5™»0...S™10) =
q(S™0,8™»0...5™0) jest dowodliwe w T'. Gdyby tabliczka mnozenia byla
jednolicie dowodliwa w T, wtedy mielibySmy ograniczenie na dtugoéé do-
wodu Jzp(S™0,7) = q(S™0,7), ktére nie zalezaloby od n. Zatem otrzyma-
libysmy dowody A(S™0) dla kazdego n, w ograniczonej liczbie krokéw, a
wiec dzigki Hipotezie Kreisla T'+ V; A(z) przeczac zalozeniom. ]

Poniewaz wiemy, ze (H K') zachodzi dla PA, to na podstawie powyzszego
twierdzenia S™0 x S™0 = S™*™( nie bedzie jednolicie dowodliwa w PA.
Kluczowa dla jednolitego dowodu S™0 + S™0 = S"*™( jest tozsamosé
S"Sx = SS™x. Brak symetrii miedzy dodawanie i mnozeniem wynika z
braku analogicznej tozsamosci reprezentujacej mnozenie. Powyzsze twier-
dzenie moze by¢ uzyte do konstrukcji wersji PA, w ktérej (HK) nie jest
speliona: wystarczy dolaczy¢ do aksjomatyki PA tabliczke mnozenia jako
dodatkowy schemat aksjomatyczny.

5. Niech LK oznacza logike predykatéw w standardowe]j formalizacji.
Mozna podaé przyklad formuly A(z) i liczby k takich, ze LK F* A(S™0)
dla kazdego n, ale nie jest prawda, ze LK F* A(S"z). Innymi slowy,
zastepujac w dowodzie formuly A(S™0) term S™0 przez ogdlniejszy term
S™z, nie otrzymamy wcale dowodu formuly A(S™z). Termy postaci S™0
sa wyrazeniami zlozonymi, a wiec klasyczne twierdzenia o niewyrdznianiu
stalych w logice, nie maja w tym przypadku zastosowania. Pomimo wszy-
stko dowodzi sie
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Twierdzenie 3. LK jest Babiloiiska Matematyka.

Aby to wykazaé nalezy okresli¢ transformacje, pozwalajaca przeksztalcié
dowdd A(S™0) dla dostatecznie duzego n w dowdd A(S™z). Wiemy juz, ze
proste zastapienie 0 przez zmienna (wewnatrz duzego termu) nie jest po-
prawna operacja. Trasformacji dostarczaja ,,wielkie” twierdzenia logiczne
tj. twierdzenie o eliminacji ciecia lub twierdzenie Herbranda. Mozna zasto-
sowal je takze celem wykazania (BM) dla dowolnego skoniczonego rozsze-
rzenia LK. Transformacje te zawodza w przypadku rozszerzen schematami
aksjomatéw, jak choéby (SI). Na problemy napotykamy nawet w przy-
padku LK. bedacej rozszerzeniem LK schematem

(ES) s=t = r(s)=r()

1skonczong liczba aksjomatéow wyrazajacych podstawowe wlasno$ci =. Oczy-
wiscie logike predykatéw z identycznoécia mozna opisaé skorniczong liczba
aksjomatéw (w jezyku ze skoriczong, liczbg liter funkcyjnych i relacyjnych).
Taka teoria bedzie Babilonska Matematyka na podstawie twierdzenia 3,
bedzie takze teorig tradycyjnie rownowazna LK,. Nie bedzie jednak jej
jednolicie réwnowazna gdyz

Twierdzenie 4. LK, nie jest Babiloiska Matematyka.

Dla dowodu wystarczy rozwazy¢ 0 = S0 — z = Sz jako formule
A(z). Oczywiste jest, ze A(S™x) nie jest teza LK, dla zadnego n mimo,
iz LK, 1 A(S™0) dla kazdego n. Hipoteza (BM) jest jednak bardzo nie-
stabilna. Zauwazmy, ze rozwazana tutaj formula A(z) jest arytmetycznie
prawdziwa, a wiec nie da sie jej wykorzysta¢ do negatywnego rostrzygniecia
hipotezy w arytmetycznych rozszerzeniach LK,.. Co wiecej, dla arytmetycz-
nych teorii mamy

Twierdzenie 5. Teoria powstajaca z LK. przez dolaczenie aksjo-
matow PA~ w monadycznym jezyku (tj. jezyku gdzie dodawanie i mnozenia
sa reprezentowane przez predykaty) jest Babiloriska Matematyka.

Hipoteza (BM) pozostaje nierozstrzygnieta dla LK.UPA~ w pelnym
jezyku arytmetycznym z dodawaniem i mnozeniem jako funkcjami.

6. Zalozenie, ze jezyk jest monadyczny tzn. nie zawiera dwu-(lub
wiecej) arnej litery funkcyjnej, moze by¢ istotne o czym $wiadczy choéby
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Twierdzenie 6. LK, U {V; ¢ = Sz} jest Babiloriska Matematyka
w monadycznym jezyku; natomiast teoria ta nie bedzie Babiloriska Mate-
matyka w jezyku z dwuargumentows litera funkcyjna.

Udowodnimy jedynie rezultat negatywny. Niech + bedzie dwuargu-
mentowa litera naszego jezyka. Rozwazmy rozszerzenie LK, formulami
a+b=a—>b=0oraz 0+ 0=0. W teorii tej wykazemy jednolicie:

S(0) =0— S"(0) =0, dla kazdego n.

Niech to(a,b) = a oraz t,41(a,b) = t,(a,b) + S™(b). Zauwazmy nastepnie,
ze termy t,(0,0) + S™(0) oraz t,(0 + 0,5(0)) sa identyczne. Zatem, dzieki
(ES),

0+0=0 A S(0)=0— t,(0,0) + S™(0) = £,(0,0)

co konczy dowdd naszej formuly. Okazuje sie zatem, ze

04+0=0 A Vay(z+y=2—y=0)— S"0) =0

posiadaja jednolite dowody w LK, U {V, = = Sz}, dla wszystkich n. W
teorii tej nie mozna jednak dowies¢ zadnego ogélniejszego twierdzenie po-
stacl

0+0=0 A Vyylz+y=2z—2y=0)—5"z)=0.

W powyzszej argumentacji nie trzeba zakladaé, ze S jest litera funk-
cyjna, Moze to by¢ dowolny term jednej zmiennej. W ten sposéb mozna
wiec wykazaé, jezeli wezmiemy a+0 jako S(a), ze 0+ - -+0 = 0 sa jednolicie
dowodliwe w PA~ U (ES). Nie istnieje jednak jednolita krétka translacja
tych dowodéw w monadycznej wersji teorii. Uogdlnianie twierdzen w po-
staci zaproponowanej m.in. przez (BM) nie jest zatem mozliwe w zadnym
niesprzecznym rozszerzeniu PA~ schematem ES gdyza+0+...+0=10
nie moze byé teza takiej teorii. Otrzymamy wiec krétkie dowody A(t) dla
dowolnie dlugiego termu ¢ bez mozliwosci uzasadnienia A(t') dla krétszego
i ogdlniejszego termu #'.

Zajmujac si¢ problematyka uogélniania dowodow, nalezy jako bazowy
przyjac¢ podzial na teorie monadyczne i niemonadyczne. Nie odgrywa tutaj
roli liczba i arnos¢ liter relacyjnych, licza sie tylko litery funkcyjne. Nalezy
nadto bra¢ pod uwage to czy teoria posiada skonczony zbiér aksjomatow,
czy tez aksjomatyzowalna jest schematami. Nie jest wogdle wazne, czy
rozwazana teoria jest logika, czy tez opisuje jaki§ model, a wiec centralne
dla logiki pojecia zupelnosci i pelnosci nie maja dla poruszanych zagadnien
znaczenia.
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7. Zastanawial si¢ mozna w jaki sposéb wykazano Hipoteze Kreisla
dla teorii, ktére nie spelniaja warunku (BM). Ot6z, Parikh [1973] wykazal
hipoteze dla monadycznej wersji PA* wykorzystujac w tym celu zasade
refleksji:

Provg("A') — A

gdzie Provy, reprezentuje w arytmetyce predykat dowodliwosci w k krokach.
Powyzsza zasada refleksji jest dowodliwa w PA, i réznych fragmentach,
wersjach 1 rozszerzeniach wyjsciowego systemu (nie odgrywa tu roli mona-
dyczno$¢ jezyka). Zauwazmy, ze mocniejsza zasada refleksji Prov("A") -
A jest, wobec twierdzenia Loéba, dowodliwa tylko gdy A4 posiada dowdd.
Zdefiniujemy nastepnie dla dowolnej formuly A(z) oraz liczby k zbior | ,roz-
wiagzan’:

(%) ne Xk, A) wtedy i tylko, gdy k- A(S™0).

Zakladamy, ze ustalona zostala teoria (moze to by¢ PA*, cho¢ nie ma to spe-
cjalnego znaczenia dla argumentacji) i do niej odnosi sie F*. W przypadku
gdy {0,S5} sa jedynymi literami funkcyjnymi jezyka, zbiér X (k, A) otrzy-
muje sie sie jako zbiér rozwiazan ukladu liniowych réwnan diofantycznych
(z parametrami). W monadycznym przypadku z kilkoma literami funkcyj-
nymi pojawiaja si¢ parametryczne réwnania stow w wolnych pélgrupach.
W jezyku z binarna litera funkcyjna, dowolny zbiér rekurencyjnie przeli-
czalny mozna otrzymaé jako X(k, A). Obok hipotezy Kreisla w cytowa-
nych ponizej pracach, rozwazana jest takze kwestia rozstrzygalnosci dowo-
dliwosci w k-krokach. Zauwazmy, ze reprezentacja predykatu n € X(k, A)
w jezyku teorii réwnan liniowych (lub problemu sléw) pociaga rozstrzy-
galnosé¢ predykatu. Natomiast & dowodliwos¢ w jezyku z binarna litera
funkcyjna okazuje sie nie by¢ rozstrzygalna, Buss [1991]. Kwestie rozstrzy-
galnosci k¥ dowodliwosci nie maja jednak wiele wspdlnego z usasadnieniem
Hipotezy Kreisla. Dalej zakladac¢ bedziemy, ze T € X (k, A) wyrazone jest
formula, jezyka Arytmetyki Presburgera. Dowdd formalny (*) bedzie na
tyle elementarny, ze daje si¢ go przeprowadzi¢ w rozwazanej teorii (a wiec
PA*). Zatem
r € X(k,A) - Provg(z).

otrzymamy jako teze teorii, a stad na podstawie zasady refleksji
r € X(k,A) - A(z).

Poniewaz zalozenia (H K) gwarantuja nam prawdziwos¢ z € X (k, A), to
otrzymamy A(z) o ile tylko teoria jest zupelna wzgledem arytmetyki Pres-
burgera. Konczy to dowdd hipotezy w rozwazanym przypadku. Zauwazmy,
ze monadycznosé jezyka byla nam potrzebna do wykazania z € X (k, A).
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Byé moze prawdziwosé tej formuly implikuje jej dowodliwo$é takze w przy-
padku niemonadycznym, cho¢ nie udalo sic tego nikomu uzasadnié. Dowéd
Hipotezy Kreisla dla PA w standardowyin jezyku, Baaz [1991], prapblega
iaczej i wykorzystuje e-rachunek Hilberta.

8. Wiemy, ze rozwiazania ukladu liniowych réwnan diofantycznych z
jedna zmienny przyjmuja postaé postepu arytmetycznego. Zatem (x), po
zastosowaniu zasady refleksji daje to nam w monadycznym przypadku:

Twierdzenie 7. Jezeli A(S™0) jest dowodliwe w k krokach oraz m
jest wystarczajaco duze (wzgledem k oraz formuly A(z)), to nastepujaca
formuta jest dowodliwa dla pewnych r oraz m, ktére nie sa juz duze:

t=, S"0Az > S™0 > A(z).

Zatem zamiast uogdlniania w postaci (BM) otrzymujemy uogélnianie
twierdzel! w postaci postepu arytmetycznego. W powyzszy sposéb for-
mulowal Kreisel [1987] wzmocniona wersje (HK). Jako prosty wniosek z
powyzszego twierdzenia otrzymamy nast¢pujaca finitarna posta¢ (HK).

Whniosek 8. Niech T bedzie monadyczna teoria zupelna ze wzgledu
na Arytmetyke Presburgera oraz niech n bedzie dostatecznie duze wzgledem
A(a) oraz k. Jezeli ¥ A(S™0) dla kazdego m < n!, to I Y, A(z).

Podobna postaé¢ uogdlniania twierdzen zachodzié bedzie dla formul
wielu zmiennych i uzasadnimy Vi, 5, A(Z1,...,Tp) wykorzystujac k-dowo-
dliwos¢ skonczenie wielu jej szczegdlnych przypadkéw. Uogdlnianie do-
wodow dla formul wielu zmiennych pI‘ZV_]IIIllJB jednak bardziej skompliko-
wana forme niz

= TLA - ANy =p, Tp = A(T1 ... Tp).
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