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Wstep

W badaniu probleméw klasycznej mechaniki osrodkéw materialnych uzy-
wany jest m.in. ciagly model fizyczny (continuum). Jest to ograniczony znang
powierzchnia brzegowa obszar badanego osrodka, o znanej objgtosci, znanym
(lub zatozonym) rozktadzie ggstosci i innych wiasno$ci fizycznych. Idealizuje
on w przyjetym stopniu wydzielony z otoczenia uktad mechaniczny lub osrodek
materialny. Skutki wydzielenia z otoczenia reprezentuja odpowiednie zewngtrz-
ne oddziatywania mechaniczne (np. sity masowe i powierzchniowe) i zewngetrz-
ne oddziatywania niemechaniczne (np. wynikajace ze zjawisk cieplnych, elek-
tromagnetycznych itp.). Zmianom oddziatywan zewngtrznych towarzysza zgo-
dne z prawami fizycznymi zmiany stanu wewngtrznego modelowanego osrod-
ka, m.in. potozen, predkosci i przyspieszen punktow materialnych modelu, od-
dziatywan wewngtrznych (np. sit jednostkowych) okreslanych w tych punktach,
temperatury, gestosci i innych wlasnosci fizycznych. Dalej zaktada si¢ istnienie
naturalnego stanu modelowanego osrodka, w ktérym nie wystepuja oddziaty-
wania zewngtrzne i na podstawie ktorego oznacza si¢ wyjsciowe wielkosci fi-
zyczne. W naturalnym stanie niektore z tych wielkosci moga by¢ zerowe (np.
predkos$ci i przyspieszenia punktow czy sity oddziatywan wewnetrznych). Wy-
mienione wielkos$ci fizyczne tworza zbidr zmiennych stanu. Stopien idealizacji
rzeczywistego osrodka okre$laja przyjete w modelu zatozenia, co do ciaglosci
os$rodka, ciagloéci funkcji stanu (czasoprzestrzennych rozktadéow zmiennych
stanu) czy spelnienia praw zachowania masy, energii itd. Zalezy on gtéwnie od
celu badan i mozliwosci zastosowanego aparatu matematycznego. Przyjety tak
model fizyczny opisuje model matematyczny, czyli rownanie (funkcja, funk-
cjonat) stanu modelu fizycznego, zwykle w postaci uktadu czastkowych rownan
rozniczkowych znany w literaturze pod nazwa rownan ruchu (w zagadnieniach
przestrzenno-czasowych) lub réwnan réwnowagi statycznej (w zagadnieniach
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przestrzennych). Ten model matematyczny budowany jest na podstawie alterna-
tywnie zastosowanych praw dynamiki (prawa zachowania pgdu i momentu
pedu) lub wariacyjnych zasad mechaniki (ekstremalna zasada wariacyjna, zasa-
da prac przygotowanych). Powinien uwzglednia¢ bilanse energetyczne i prawa
rozpraszania energii (m.in. prawa termodynamiki) oraz wynikajace z tego
zwiazki fizyczne miedzy zmiennymi stanu, tzw. zwiazki kinematyczne i konsty-
tutywne (np. zwiazki przemieszczen punktéw materialnych z ich przemieszcze-
niami jednostkowymi, przemieszczen jednostkowych z jednostkowymi sitami
oddziatywan wewnetrznych, temperatury z predko$ciami przemieszczen jed-
nostkowych itd.). Funkcje spetniajace rownania ruchu (lub statycznej rownowagi),
czyli ich rozwiazania okreslaja stany fizyczne badanego uktadu mechanicznego ze
Scistoscia do przyjetego modelu nominalnego (fizycznego) i pod warunkiem spet-
nienia warunkow poczatkowych i brzegowych, formalizujacych skutki wydzielenia
uktadu z otoczenia.

Z praktyki i literatury dzisiejszej doby wiadomo jednak, ze ciagly model fi-
zyczny ma ograniczone zastosowanie. Odczuwa sig¢ to szczegoOlnie w trakcie
badania ztozonych zjawisk fizycznych czy ztozonych uktadow mechanicznych,
zwlaszcza wtedy, gdy zachodzi potrzeba doktadniejszego odtworzenia geome-
trii i nadania modelowi wiasnosci fizycznych maksymalnie zblizonych do rze-
czywiscie wystgpujacych w badanym o$rodku czy uktadzie mechanicznym.
Odczuwa si¢ wtedy przede wszystkim trudnosci natury matematycznej. Prze-
waznie, bowiem, nie jest dostepny dostatecznie efektywny aparat matematycz-
ny, pozwalajacy na $ciste i jednoznaczne rozwiazania rownan stanu. Trudnosci
spetnienia warunkéw poczatkowych i brzegowych lub osobliwosci rozwiazan
(np. wynikajace z nieciaglosci funkcji stanu) moga pojawi¢ si¢ nawet przy da-
leko posunietej idealizacji modelu fizycznego. W takich przypadkach staje sie
przed koniecznos$cia zastgpienia modelu ciagtego modelem dyskretnym lub
stosowania przyblizonych metod rozwiazan.

Ciagly model matematyczny zagadnien fizycznych ma posta¢ rownania
roézniczkowego, np. w zagadnieniach dwuwymiarowych nastepujaca:

0%w 92w 92w
A(xq,x7) = + 2B (x4, x3) ox.0%, + C(x1,x3) o

o ow
Poxy Bxy

=D (xl,xz,w (1.2)
gdzie w(x4,X,) jest spelniajaca to rownanie i zadane warunki brzegowe zmien-
na zagadnienia; funkcje A, B, C i D wynikaja z konkretnego modelu zagadnienia
i decyduja o matematycznych problemach wyznaczania zmiennej w(Xq,Xp).
Bardziej uogolnione tego samego typu rownanie rozniczkowe opisywac bedzie
zagadnienia czasoprzestrzenne i zagadnienia trojwymiarowe, odpowiednio
zmodyfikowane i uproszczone opisze zagadnienia jednowymiarowe.
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W literaturze tematu nosza one nazwy np. rownan Laplace’a, Poissona,

Helmholtza, d’Arcy, Naviera itp., lub nazwy zagadnien, ktorych dotycza, tj.
robwnania potencjatu, przepltywu, przewodnictwa, ruchu falowego, réwnowagi
dynamicznej itp. Oto przyklady takich rownan:

rownanie ptaskiego (dwuwymiarowego) przeplywu cieczy przez glebe
(réwnanie Laplace’a)

k(5 +28) =0 12)

ox? = OxZ

gdzie a identyfikowa¢ mozna z wydatkiem cieczy, a k ze wspotczynnikiem
infiltracji gleby;

rownanie przewodnictwa ciepta przez ptaska, nieograniczona $ciang (row-
nanie d’Arcy)

ko?T 9T

gdzie T'(x, t) jest temperatura zmienna w czasie t i wzdtuz grubosci $ciany,
k wspolczynnikiem przewodnictwa ciepta, p gestoscia materialu $ciany,
¢ za$ cieptem wlasciwym tego materiatu;

rownanie fali drgan podtuznych sprezystego preta

-2 aZW

62w_ 2_5
E_C 9c2 c _p (14)

gdzie w(x,t) jest przemieszczeniem przekrojow poprzecznych preta,
E modutem sprezystosci liniowej materiatu preta, p za$ ggstoscia tego ma-
teriatu;

rOwnanie stanu statycznego rownowagi wewngtrznej tarczy sprezystej opi-
sanej w naprezeniach (rownanie Naviera)

9e11 |, 0Tiz —

e T tX=0,

0ty | 005 —

et oot X =0 (1.5)

gdzie o11(x1,X2), 022(X1, X2), T12 (%1, X2) = T21(x1,x2) sa naprezeniami
odpowiednio normalnymi i stycznymi w punktach tarczy, x, i x, natomiast
sktadowymi wewngtrznych sit objetosciowych, dzialajacymi w tym samym
punktach;

réwnanie stanu statycznego rOwnowagi wewngtrznej tej samej tarczy spre-
Zystej wyrazone w przemieszczeniach
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2%w 22w v 2%w 2%w X
21 + 21 ( z1 - ) == 0,
0x% 0x5 (1-2v) * 0x7 0x,0x, G
0%w, . 9%w, v 2%w, Bzwz) n X, _ 0 (L.6)
dx? dx3 (1-2v) “0x,0w,  02x, G '

gdzie wj(xq,x3) 1 wy(xq,x;) sa przemieszczeniami punktow tarczy,

G modulem sprezystosci postaciowej materiatu tarczy, v liczba Poissona

tego materiatu.

Przytoczone bez doprecyzowania poczatkowych i brzegowych warunkow
réwnania rozniczkowe od (1.2) do (1.6), wskazuja nie tylko opisywane przezen
zagadnienia fizyczne, ale tez geometrycznie konkretne modele nominalne ob-
szaréw ich obowiazywania. O tych modelach (cho¢ nie o wszystkich) bedzie
jeszcze mowa w dalszych tresciach. Wywodza sig one, jak wiadomo, z juz na
wstepie wspomnianego trojwymiarowego obszaru, w mechanice technicznej
I W teorii spr¢zystosci nazywanego materialnym continuum spr¢zystym i beda
to m.in. liniowe ustroje jednowymiarowe (rozciagane i $ciskane, skrgcane, zgi-
nane, zginane i $ciskane proste prety pryzmatyczne oraz z nich tworzone kra-
townice iramy), ustroje dwuwymiarowe (rury grubo$cienne, tarcze kotowe
i prostokatne), a takze cienko$cienne ustroje przestrzenne (plyty ipowtoki).
Modele matematyczne niektorych z nich przytacza zestawienie z tablicy 1.1.

Wspdlna cecha zaprezentowanych modeli matematycznych (tj. ww. réwnan
roézniczkowych iz Tabl. 1.1) jest ich ograniczona bezposrednia przydatnos$é do
osiagnigcia $cistych co do ich modelu rozwiazan, zwlaszcza w konkretnych
zagadnieniach technicznych. Jednak pozostaja punktem wyj$cia rdznych,
wspotczesnych metod rozwiazan przyblizonych. Do zadowalajacych rezultatow
w tej mierze prowadza dwie drogi dyskretyzacji modeli matematycznych
i sprowadzania roéwnan rozniczkowych do uktadow rownan algebraicznych, ich
przyblizonych odpowiednikéw. Jedna z tych drog (nazwijmy — klasyczna, por.
Rys. 1.1. isciezk¢ B) zaczyna sig, arbitralng lub naukowo zweryfikowang
wzgledem potrzeb, idealizacja wydzielonego z otoczenia uktadu rzeczywistego,
czyli wyborem modelu nominalnego i w prostej konsekwencji — pierwotnego
modelu matematycznego, a konczy sig¢ pozwalajaca na przyblizone rozwiazanie
dyskretyzacja tego pierwotnego modelu matematycznego. Druga z tych drog
(umownie nazwijmy — wspotczesna, por. Rys. 1.1. i Sciezkg A) polega na zasto-
sowaniu z zatozenia dyskretnego modelu nominalnego i w konsekwencji row-
niez od poczatku dyskretnego modelu matematycznego.
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Tablica 1.1. Zestawienie wybranych i znanych modeli uktadéw rzeczywistych

Nazwa elementu

we poprzeczne

Lp. konstrukcyjnego Model matematyczny
- .. a* a? A
Belka zginana p, E, 4, Ugiecie w(x, t): VZ +c? —2/ I B g
1 J = const 0x o EJ EJ
a*'w ¢
q — obc. poprzeczne w(x): i
Wiotka belka zginana
i Sciskana ’w . x» , P
2 4,E, A,] = const w(x): 6x2+C w=c¢ 6(1—7), c =5
e — ramig sity P
. Wydtuzenie *u  9*u q E
Pret rozciagan e = L 2=
3 qQE A= aé%msty ux, t): Y& T T Y70
T ’u  q
— obc. wzdtuz : 2 - L
q — obc. wzdhuzne u(x) @t oA
Kat skrecania ¢ (x):
Cienkoscienny pret A3 de u
4 | nieswobodnie skrecany T Ty = Ms
momentem M ¢, — sztywno$¢ skrgcania nieswobodnego,
¢s — sztywnos$¢ skrecania swobodnego.
Plyta kotowa o grubosci ) .. . L.
= const. Mierzone na promieniu ugigcie poprzeczne w(r, t), obciaze-
5 | D=Eh3/12(1—v?) nie q(r, 2;
q — osiowosymetryczne DV*w + hp Sz =1
obc. poprzeczne ¢
Ugiecie promieniowe w(x,y,t), obcigzenie promieniowe
Powloka walcowa é") t)p y p
o érednicy 2R .y, t):
e D Pw g 193¢ 92waid 9 wad
grubosal —Viw+p z =3 %52 2 2 2 9x2
h = const h at h ROx 0x? dy dy? dx
6 ' *w 0%d
ER3 I
D = m axay axay
A 1 v Loy _10%w _10°w0%0 10'wd*d  o'w %0
q — 0bC. powierzchnio- E T ROx? 20x2dy? 20y%dx%  dxdyodxdy

Pozostate oznaczenia:

p — gesto$¢ materiatu, E modut sprezystosci podiuznej, v-liczba

Poissona, A — pole przekroju poprzecznego,/ — osiowy moment
bezwtadnosci przekroju, [ — dtugosé¢ belki

W dalszym ciagu bedzie mowa o wspolczesnych komputerowych meto-

dach przyblizonych rozwiazywania rownan rézniczkowych i przede wszystkim
0 badaniu — druga z wyrdéznionych drog — rzeczywistych uktadow mechanicz-
nych i 0 metodzie elementow skonczonych, ktéra ma dzi§ juz powszechne
zastosowanie zar6wno w tworzeniu dyskretnego modelu matematycznego, jak

i fizycznego tych uktadow.
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E—
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-+ Model nominalny Model matematyczny
(Wzorzec rzeczywisty)  (Rézniczkowe réwnanie ruchu)

Dyskretny
model
matematyczny

(Algebraiczne rownanie ruchu
lub zwyczajne rownanie
rozniczkowe)

Rys. 1.1. Modelowanie uktadoéw rzeczywistych R

Przedstawiony materiat przeznaczony jest dla studentéw politechnicznych
kierunkéw 1 poczatkujacych inzynierow. Wymaga jednak podstawowego,
w zakresie rachunku rézniczkowego i catkowego oraz algebry liniowej, przygo-
towania. Procz korzystania z ilustracji tresci przyktadami rozwiazan omawia-
nych probleméw, uczacym sig¢ poleci¢ nalezy Zatacznik, w tym zwlaszcza za-
warta w nim bibliotek¢ charakterystyk elementéw skonczonych. Przesledzenie
toku tworzenia tych charakterystyk jest najlepszym i sprawdzonym ¢wiczeniem
na drodze do swobodnego i tworczego korzystania z mozliwos$ci przedstawionej
tu metody.

Komputerowe metody przyblizone
Wstep do metod wariacyjnych

Matematyczne podstawy metod wariacyjnych wyznaczajq zasady optyma-
lizacji funkcjonatow (czyli takich funkcji, ktorych argumentem sa inne funkcje).
Zmienng funkcjonatu jest identyfikujaca si¢ z rozwiazywanym zagadnieniem
fizycznym funkcja, ktéra minimalizuje (lub maksymalizuje) ten funkcjonat
i spetnia odpowiadajace mu réwnanie rozniczkowe wraz z brzegowymi
i poczatkowymi warunkami. Funkcjonat obowigzuje w tym samym ograniczo-
nym powierzchnig brzegowa S obszarze V, w jakim spetnione jest reprezento-
wane przezen réwnanie rozniczkowe i ktory jest nominalnym modelem zagad-
nienia fizycznego.
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Zanotujmy zatem o0gdlna posta¢ interesujacego nas funkcjonatu

x=1, FW2L2L Dav + [ o(p2L,.)ds 2.1)

gdzie 1 jest funkcja — zmienng zagadnienia. Warunki optymalnosci (inaczej
stacjonarnosci) funkcjonatu ustalaja zerowa wartos¢ jego pierwszej wariacji
i dodatnio$¢ (lub ujemnos¢) wariacji drugiej, czyli po oznaczeniu symbolem &
pierwszej wariacji i symbolem 82 drugiej wariacji nastepujace warunki:

Sy =0i6%y>0(lub6*y <0) (2.2)

przy czym dodatnia okreslono$¢ drugiej wariacji oznacza minimalizacje funk-
cjonatu, za$ ujemna okreslonos$¢ jego maksymalizacjg. Z warunkow (2.2) moze
wynika¢ bezposrednio posta¢ minimalizujacej (lub maksymalizujacej) funkcji
. Jesli tak nie jest, to funkcjonal trzeba optymalizowa¢ z pomoca probnej
funkcji przyblizonej, np. w postaci:

Y(x) =Y oaifi(x),(i=12..,n) (2.3)

gdzie «; jest nieznanym, podlegajacym wyznaczeniu parametrem, f;(x) za$
wspotrzednych punktéw obszaru istnienia funkcjonatu. Metoda Rayleigha-
-Ritza, po zastosowaniu funkcji probnej typu (2.3) sprowadza warunek stacjo-
narnosci 8y = 0 do zbioru n warunkow:

ax _ -
Ta = 0 (i=12,..,n) (2.4)

Jest to zbidr réwnan algebraicznych z niewiadomymi parametrami «;. Jego
rozwiazanie — mozliwe pod warunkiem dodatniej okreslonosci macierzy wspot-
czynnikow — wzgledem tych niewiadomych rozstrzyga o postaci funkcji prob-
nej (2.3) istopniu jej przyblizenia do funkcji — jesli takowa istnieje — Scisle
optymalizujacej funkcjonat.

Problemem metody Rayleigha-Ritza (i innych metod wariacyjnych) jest
budowa stosownych funkcjonatow oraz dobor i ustalenie zadowalajacych funk-
cji optymalizujacych. W wielu konkretnych zagadnieniach fizycznych funkcjo-
naly bilansuja energie potencjatu obszaru (obiektu) zagadnienia i moga by¢ na
tej podstawie wyznaczone. Jesli jednak nie jest to mozliwe, to wymagany funk-
cjonat trzeba okresli¢ droga eksperymentu matematycznego. Funkcje optymali-
zujace funkcjonaty spetnia¢ musza przede wszystkim warunki brzegowe zagad-
nienia, ale tez nie powinny znieksztalca¢ zjawiska fizycznego, jakie modeluje
optymalizowany funkcjonat. Uzywane sa rozne funkcje probne, najczgsciej
W postaci wielomianow, funkcji cyklicznych oraz innych, ciagtych i ré6zniczko-
walnych do stopnia o jeden mniejszego niz stopien funkcjonatu. O funkcjach
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probnych bgdzie mowa w dalszej treSci. Teraz metody wariacyjne zilustruja
wybrane przyktady.

Przyklad 2.1. Zagadnienie przewodzenia ciepla przez nieograniczonq plaskq
sciang

‘N —
— I
20)
-
K. C=const

Rys. 2.1. Zalozenia modelowe zagadnienia przeptywu ciepta przez nieograniczong §ciang

Warunek stacjonarno$ci odpowiedniego dla tego zagadnienia (i przy zato-
zeniach z Rys. 2.1) funkcjonatu

h1 aT h
X= fo E ' k : (a)zdx - fo th dx - TOqO (a)

ma nastgpujaca postac:

sx = [y (k5) (%) dx — [ T qudx — 6Tyqq = 0 (b)
przy czym T = T (x, t) jest funkcja potozenia (x) i czasu (t), a — jak zauwazymy
— funkcjonat (a) obowiazuje w przedziale 0 < x < h, przy warunkach brzego-
wych T(0,t) =T, i T(h,t) = Tlyep, = Th.

Wiemy ponadto, ze 60T /6x = 9(6T)/dx. W zwiazku z tym, po scatko-
waniu (b) przez czgsci otrzymamy:

h (, 0T oT oT
= Iy (k52 + qn) 6Tdx + kS 18Ty — (k5|40 + q0) 8T0 =0 (0)

Poniewaz 6T jest dowolna wariacja, oraz ze 6T, = 0, to z (C) wynikaja nastepu-
jace rownosci:

9T ., OT
koz+an=01k—|x=0+qo=0 (d)

z ktorych pierwsze jest rOwnaniem stanu zagadnienia, za$ drugie jego natural-
nym warunkiem brzegowym.



Metoda elementow skoriczonych 17

Jesli zinterpretujemy to zagadnienie w ten sposob, ze T jest temperatura,
qos qn predkosciami wytwarzania ciepla ze zrodel odpowiednio zewngtrznych
i wewngtrznych, a przy tym ze q, = —pcdT /0t, gdzie p jest ggstoscia materia-
hu a ¢ cieptem wlasciwym materiatu, to mamy do czynienia w tym przyktadzie
z przeplywem ciepla przez nieograniczong $ciang o grubosci h, ktérego model
matematyczny ma — juz we wstepie cytowana posta¢ kd*T/dx? = pcdT /ot.
Skoro funkcjonat (a) tak $cisle interpretuje zagadnienie fizyczne, ktore jako
nieliczne ma teoretyczne, $ciste rozwiazanie, to na tym mozna by bylo poprze-
sta¢. Celem tego przyktadu jest jednak ilustracja przyblizonej, wariacyjnej me-
tody optymalizacji funkcjonalu. Przyjmijmy w tym celu przyblizona funkcj¢
optymalizujaca o postaci (2.3), a konkretnie wielomianowy rozklad temperatur
wzdluz grubosci $ciany:

T(x, t) = Ty (t) + To(t)x + T3(t)x? (e)
notujac przy tym, ze
T(0,t) =Ty = T,(t),zas T(h,t) = T,(t) + hT,(t) + h?T5(¢t) (f)
Odnoszac si¢ do formuly (2.3) w zapisie (e) zamiennie zastosowaliSmy:
a; =T; (i =1,2,3), f1(x) = x° £,(x) = x oraz f5(x) = x.

Po podstawieniu do (a) funkcji (e) otrzymujemy nastgpujaca przyblizona
posta¢ rozwazanego funkcjonatu:

¥ = foh%k(Tzz + 4T, Tsx + 4TFx2)dx — [['(Ty + Tox + T3x?) qpdx — T, (9)

Funkcjonat ten zminimalizujemy funkcja (e), stawiajac przed nia zadanie
spetnienia warunkow stacjonarnosci, teraz w postaci:

ox _ ox _ . 0x _
a_Tl_O’aTZ_Olars_O (h)
z ktorych utworzymy nastepujacy uktad réwnan:
h
fo qhdx + qO = 0:
kh(T, + hTs) — [ qp xdx = 0, (i)

kh?(T + hT3) — [ gy x?dx = 0
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Obliczenie catek wystepujacych w rownaniach (i) wymaga przyblizenia tg sa-
ma funkcja (e) wartoéci g, po ktorym przy oznaczeniu 9T /9t = T mamy
qn = —pc(Ty + Tox + T3x?) oraz

h : 1, 1 :
Jo andx = —pch (Tl +2hT, + §h2T3),
h 1, 1, . 1 . .
Jo anxdx = —pch? (ETl +3hT, + Zh2T3)’ )
h 1, 1, 1 .
Jy anx?dx = —pch® (ng +2hT; + Eh2T3)
Wyznaczenie 6 niewiadomych, czyli Ty, T,, T3, Ty, T, i T5, z wyprowadzo-
nych rownan umozliwia uwzglednienie warunkéw brzegowych (f) i warunku
poczatkowego T|;—¢ = Tp-

Przyklad 2.2. Zagadnienie statecznosci zginaneQo i sciskanego smuklego pre-
ta pryzmatycznego

Funkcjonat

d?w

11 11 fdw)?2 1
x =y EIG dx = P[5 (55) dx+ S k(wly=)? (@)

identyfikuje bilans energii potencjalnej zginanego i $ciskanego, o wymiarach
i wlasciwosciach materialowych znanych i niezmiennych wzdhuz dtugosci,
smuktego preta pryzmatycznego (belki), pokazanego na rysunku 2.2. Przez E
oznaczony zostal modut sprezystosci podtuznej materiatu preta, przez J z kolei
osiowy moment bezwtadnosci poprzecznego przekroju preta. Funkcja optyma-
lizujaca ten funkcjonat jest poprzeczne ugigcie preta w(x), ktdora ma spetnié
warunki brzegowe utwierdzonego konca preta:

dw(0) _
dx

w(0) =0i 0 (b)

— 3

K= const.
/EY=const .

4

Slbdddd,

——
p— |

Rys. 2.2. Zalozenia modelowe zagadnienia statecznosci zginanego i $Sciskanego smuktego
preta pryzmatycznego
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Warunek stacjonarnosci §, = 0 zastosowany do tego funkcjonatu przynosi na-
stepujace rownanie:

a? a? d d
Jy 1S58 (S5) dx = P [ 226 (52) dx + kwy 6wy = 0 ()

gdzie w; = w|,—;. Jesli nast¢pnie roéwnanie (c¢) zostanie dwukrotnie scatkowane
przez czesci, to przyjmie ono nastgpujaca postac:

Jo (1 e+ i) owa+ [87 0 ()] e = [0 () oo +

d3w
dx3

d3w
dx3

d d
+|(B155 + PS) 6w ey + |(E1 S5 + PS2) W] Lm0 + kwiSw; = 0 (d)
Wobec warunkow brzegowych (b) wartosci catek okreslanych dla brzegu x = 0
w rownaniu (d) sa zerowe. Przy dowolnych co do wartosci wariacjach rownanie

spetnia si¢ zatem pod warunkiem, ze

d*w d?w
E] dx* dx? 0 (e)
oraz ze
d?w . d3w dw
E) 01 =010 (BS54 P 22— kw)|yey = 0 ()

Roéwnanie (e) jest rOwnaniem stanu krytycznego $ciskanego preta, rowna-
nia (f) natomiast opisuja warunki brzegowe swobodnego konca belki. Mozemy
ponownie stwierdzi¢, ze funkcjonat (a) takze $cisle modeluje przedstawione
w przyktadzie zagadnienie fizyczne.

Przyblizona optymalizacjg¢ tego funkcjonatu przedstawimy z pomoca prob-
nej funkcji:

W= a;x*+ a,x3 (9

zauwazajac od razu, ze spetnia ona warunki brzegowe (b) oraz to, ze W|,—; =
W, = ail? + a,l3.

Warunek stacjonarnosci funkcjonalu (a) przyblizonego funkcja (g), przy-
niesie (por. postgpowanie zilustrowane w Przyktadzie 2.1) dwa roéwnania alge-
braiczne:

ox _ 4 _ 453 2 5 _3pj4 _
071_(4E]l+kl —2PB)ay + (6E/12 + k1S —2P1*)a; =0,

d 3 2
071 (6E]l + kIS5 — EPl‘*) a + (12E]l3 +kl® - gPlS) a;=0 (h)
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Obliczenie parametréw a4 i @, wymaga pokonania problemu wartosci wia-
snych macierzy wspotczynnikow. Rozwiazanie tego problemu przyniesie takze
dwie wartosci P, z ktorych mniejsza bedzie wartoScia sity krytycznej. Bedzie
mowa o tym w dalszych tre§ciach.

Matematyczne podstawy klasyfikacji metod rezydualnych

Celem metod rezydualnych jest redukcja réwnan rézniczkowych wraz z ich
warunkami brzegowymi i poczatkowymi do uktadow roéwnan algebraicznych.
Ich istota jest dyskretyzacja obszaru obowiazywania réwnan rozniczkowych na
pewna liczbe podobszaréw—elementow (siatek, elementéw powierzchniowych
i elementow objetosciowych z wyréznionymi punktami—weztami) oraz przenie-
sienie wazonych procedur redukcyjnych do obszaréw tych elementéw. Metody
te rozrozniajg trzy sposoby formutowania algorytméw redukcyjnych oraz ro-
dzaje funkcji przyblizajacych i funkcji wag. Sklasyfikujemy te metody postugu-
jac si¢ wybranym rownaniem rozniczkowym Laplace’a [5].

Wezmy zatem pod uwage rownanie rozniczkowe nastgpujace:
72w =0, (2.5)

wazne w obszarze V, ograniczonym powierzchnia S. Niech u, bedzie rozwiaza-
niem doktadnym réwnania (2.5) spetniajacym takze warunki brzegowe:

w = il na powierzchni S; € Siqy = g—: = g na powierzchni S, € S (2.6)
gdzie n jest kierunkiem normalnej do powierzchni S,.

Rozwigzania przyblizonego poszukiwac bedziemy uzywajac zbioru zna-
nych liniowo niezaleznych funkcji ¢; z uogdlnionymi arbitralnie dobranymi
wspotczynnikami «; lub warto$ciami weztowymi u; (czyli wartosciami u
w punktach-weztach). Takie rozwiazanie

U=+ ap,+ =Y a9 (2.7)

zastosowane do (2.5) oraz do (2.6) prowadzi do reszt:

e =V2u # 0, o
e, =u—1u#0, (=2 (2.8)
e,=q—q#*0

Reszty te powinny by¢, oczywiscie, jak najmniejsze, co mozna osiagnaé
wlasnie r6znymi metodami rezydualnymi.
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Tablica 2.1. Schemat klasyfikacyjny metod przyblizonych (u przyblizonym rozwiazaniem
réwnania rézniczkowego, W* — funkcja wagi, e — reszta rownania rézniczkowego
po rozwiazaniu przyblizonym, e;, e, — podobnie okreslonymi resztami warun-

kéw brzegowych)
Warunek rezydualny u=w* u#w"
Metoda Ritza,
metoda najmniejszych
(e =e,=0) feW* dv=0 GMetoc.ja kwadratéw,

v alerkina P
metoda réznic
skoniczonych ...

Metoda
(e; = 0) f ew*dv = f e, wds elementow
4 Sa skonczonych
. Metoda catkowania
ow
few* dv = f e, w'ds —f elﬁds 'II\'/I!SIE?SEE‘{ brzegowego (elemen-
v Sz 51 tu brzegowego)

Przypadek pierwszy, gdy funkcja u spelnia warunki brzegowe (2.6), czyli
jest tak dobrana, ze e; = e, = 0 (por. Tabl. 2.1).
Funkcja wagi niech ma postac:

w* = By + B, + - = X B (2.9)

gdzie B; (j = 1,2...) sa takze arbitralnie dobranymi uogélnionymi wspotczyn-
nikami, ¥; (j = 1,2, ...), za$ podobnymi funkcjami do zastosowanych w roz-
wiazaniu przyblizonym (2.7).

Zastosowanie metody rezydualnej (zadania sprowadzenia reszty e do naj-
mnigjszej wartos$ci bezwzglednej) prowadzi do tozsamosci:

J, ew'dv= [ (VPww*dv=0 (2.10)

lub po wprowadzeniu (2.9) oraz po uwzglednieniu dowolno$ci wartosci i przyje-
ciu np. B; do zasady:

J, Vuydv =0 (2.11)
7 zatozenia funkcja wagi (2.9) jest rozna od funkcji przyblizajacej (2.7),
lecz w niektorych metodach jest identyczna. Posta¢ funkcji wagi dzieli metody
rezydualne. | tak np.:
— w metodzie Ritza w* = 1, czyli zadanie (2.10) przyjmuje postaé

J, V*w)dv =0 (2.10a)
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— w metodzie najmniejszych kwadratéw w* = V2u i mamy
J, Vw)?dv =0 (2.10b)

— w metodzie Galerkina w* = u i warunek (2.10) mozemy zastapi¢ podob-
nym do (2.11)

J, Vuydv =0 (2.11a)
— metodzie r6znic skoniczonych
w* = w8, + w6, + - (2.12)
gdzie 6; (i = 1,2, ...) jest dystrybucja (delta) Diraca § (x — x;) o wlasnosciach
f::o §(x —x)dx = f;l_tf §(x —x)dx = 1(lub = 0dlax # x;), (2.13)
f_+: f)6(x —x)dx = f;ij;f(x)d(x —x)dx = f(x)(lub = 0 dla x # x;)

warunek (2.11) przyjmie przy tym postac
J, PPw)é(x —x)dv =0 (2.11b)

W metodzie rdznic skoriczonych poszukiwane przyblizone rozwiazanie
rOwnania roézniczkowego w rezultacie zastosowania zasady (2.11b) jest zbiorem
réwnan algebraicznych, wiazacych ze soba warto$ci tego rozwiazania okreslane
w wezlach, wypelniajacej obszar waznos$ci tego rownania rézniczkowego, od-
powiednio gestej siatki (por. Rys. 2.3).

Liczba otrzymanych réwnan algebraicznych jest rowna liczbie weztow
siatki, a uktad tych réwnan musi by¢ dodatnio okre§lony, podobnie jak w meto-
dach wariacyjnych i innych rezydualnych. Budowa siatki wyprzedza algorytm
rozwigzania, ktore z kolei opiera si¢ na operatorach roznicowych zastepujacych
pochodne wystepujace w rozwiazywanym réwnaniu rozniczkowym.
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Rys. 2.3. Przyklady liniowej, dwuwymiarowej plaskiej, osiowosymetrycznej ptaskiej i prze-
strzennej siatki wezlow stosowanych w metodzie roznic skonczonych

Siatki budowa¢ mozna jako rézniace si¢ intensywnoscia roztozenia ich we-
76w i podporzadkowaniem modelowi geometrycznemu obszaru waznos$ci row-
nania rézniczkowego. Moga by¢ liniowe, ptaskie i przestrzenne, moga by¢ row-
nomierne lub nie, lecz jednak dostosowane do schematéow (operatoré6w) rozni-
cowych i wiasno$ci funkcji wagi, a konkretnie wiasnosci delty Diraca (wartosci
przyblizonego rozwiazania sa niezerowe tylko w objetych schematem réznico-
wym weztach siatki).
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Operatory réznicowe wyprowadza si¢ w praktyce rozwijajac w szereg Taylora
—1 (apx)™
fo +abx) = BHZ3 =M (o) + 0[(@d)V]  (2.143)
wezlowa warto$¢ przyblizanej w wezle x = xo + Ax funkcji stanu jednej
zmiennej, oznaczonej np. przez f(x). Mamy wigc (np. przy a = 1, Ax = h) na-

stepujacy szereg:

flo+h) = SNZEEFO (o) + 0(hY) =

4 h2 n h3 nr
= Flxo) + hf' (o) + 2 £ (x) 4 £ () + -+ 0(AY)  (2.14b)
gdzie f™ (x,) okresla warto§é w punkcie X, pochodnej rzedu (n) rozwijanej
funkcji (przy czym £ (x,) = £ (x,)), za$ 0(hY) jest reszta szeregu. Jesli szereg
(2.14b) — godzac sie na niedoktadno$¢ rzedu 0(h) — rozwiniemy do pierwszych
dwu wyrazow f(xo + h) = f(xy) + hf'(xy) + 0(h), to mozemy przyjacé, ze
fGxo + ) = (o) +hf(xo), lub ' (xg) ~ LEETEDL (2.150)
Zauwazmy ponadto, ze

Fxo = h) = Fxo) = hf'(Xo) +2 F/(xe) = 2 f""(atg) + -+ 0¥ (2.14c)

co w konsekwencji, po przyjeciu podobnej dopuszczalnej niedoktadnos$ci, po-
zwala przyjac tez, ze

fxo = h) = f(xe) = hf'(xo), lub f'(xg) ~ LERTCL - (2.15p)

Odjecie stronami wyrazenia (2.14c¢) od wyrazenia (2.14b) prowadzi do szeregu
W postaci:

fCxog+h) = f(xo — h) = 2hf"(x,) +
+22 £ (xg) + 4 O(R) (2.14d)
oraz do (2.15¢c)

flro+h) = flxo = h) = 2hf"(xo) i f'(x0) = [f(xo + h) = f(xo —M)]/2h
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Rys. 2.4. Interpretacja geometryczna operatorow roznicowych
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Wynikowe wyrazenia pierwszych pochodnych (2.15a), (2.15b) i (2.15¢c)
w metodzie roznic skonczonych nosza nazwy réznicowych operatoréow — odpo-
wiednio — przedniego, tylnego i centralnego. Ich interpretacje przedstawia rysu-
nek 2.4. Tablica 2.2. rozwija wynik podobnego (po uwzglednieniu wigkszej
liczby pierwszych wyrazow szeregu Taylora) dochodzenia do form matema-
tycznych operatorow réznicowych dla pierwszych i drugich pochodnych.
W tym zestawieniu weztowe warto$ci funkcji oznaczono przez:

Uiy = f(xg — h), u; = f(x0), wj—y = f(xo + h),

natomiast wezly siatki odpowiednio i — 1,i,i + 1.

Po zamianie zmiennej (po oznaczeniu x = x; i zamianie np. x; na x,),
rozwijajac szereg Taylora na kierunku tej nowej zmiennej, otrzyma si¢ operato-
ry analogiczne do przedstawionych w (2.15a), (2.15b) i (2.15c), oraz w tablicy
2.2. Wezly dla odroznienia moga by¢ oznaczone k — 1, k, k + 1.
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Tablica. 2.2. Operatory réznicowe funkcji jednej zmiennej u(x)

Przyblizony operator réznicowy Typ Blad
Uiv1 — U ORP
o
U — Uj_q ORT
1
d 2 (U1 — Ui—q) ORC
h —
dx 1
5 (Ctliz + iy — 3u) ORP 0(h?)
1
3 GBu; + 4u;_q +u_p) ORT
1 2
ﬁ(_uiu + 8uyy — By — U ,) ORC 0(h*)
Uiy — 2Ujq T U; ORP
U — 22U + U, ORT 0(h?)
h? d_z
dx?
Ujpg — 2U; + Uy q ORC
1 2
7 (—ujyy + 16U, — 30u; + 16U — u;_3) ORC 0(h?*)
3 d3 1 4
pP%] 2 (Uigz = 2Ugpq + 20U — U_p) ORC o(h")
d4
4@ Uppy — dUyyq + 6 — Uy + Uy, ORC 0(h?)

ORP — operator roznicowy przedni
ORT - operator réznicowy tylny
ORC — operator réznicowy centralny

Stosowane w tej metodzie schematy roznicowe sa np. w zagadnieniach
dwuwymiarowych (czyli w przypadku ptaskiej siatki o dystansach migdzyweg-
ztowych: w kierunku osi pierwszej wspotrzednej Ax; = hy, W Kierunku osi
drugiej wspotrzednej Ax, = h,) nastgpujace:

— pierwsza pochodna, operator przedni

ou _ Mu _ (Wi k—Uik) Ou
axl ~ Ax1 - hl ,axZ ~

A_u — (ui,k+1_ui,k) (2 16&)

ha
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— pierwsza pochodna, operator centralny

ou  Au (Ui k—Ui-1k) Ou A (Uik+1—Uik-1)

6x1 - Ax1 hq '8x2 sz hq (216b)
— pierwsza pochodna, operator tylny
Ou ~ Bu (ui,k_ui—l,k), ou o Du (Uik—tik-1) (2.16¢)

6x1 Ax1 hl 6x2 AXZ hl

gdzie oznaczenie u, s (r,s =i,k,i+1,i —1,k+ 1,k — 1) nie majac zwiazku
z konwencja skroconego zapisu réozniczkowania, wskazuje przyblizone wartosci
funkcji spetiajacej rozwazane rownanie rézniczkowe, okreslane dla jej pierwszej
pochodnej w — jak spostrzegamy w tym dwuwymiarowym przypadku — wezle
centralnym (i, k) oraz w czterech najblizszych centralnemu innych we¢ztach.

Operatory wyzszych pochodnych tworzy si¢ natomiast podtug zasady two-
rzenia operatora dla drugiej pochodnej:

du (ui+1,k—ui,k) (Wi g—uji—1k)
0%u A(a) _ Ax ax ) (Uirpk—2UietUioak)
— = = = (2.17)
x> Ax Ax (Ax)?

przy czym przy wyzszych pochodnych zwigkszy si¢ liczba wezlow siatki
(i wartosci weztowych funkcji) objetych schematem, co uwypukla np. operator
pochodnej czwartego rzedu:

0*u A (Uit k—4Uit 1k FO6U k—4Ui—1 kHUit2 k)
ox*  Ax* (Ax%)

Q

(2.18)

Ten krotki opis metody roznic skonczonych zamkniemy teraz przyktadem
jej zastosowania.
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Przyklad 2.3. Zagadnienie zginanego preta pryzmatycznego. Rozwiqzanie
metodq roznic skonczonych

EJ=comst
P /_A__

3 4 § / € ¥
— XX — 9 k- -4
—t | A
_b#b .L_”.Lﬁ..;
- -

Rys. 2.5. Zatozenia modelowe i siatki weztow w zagadnieniu zginanego preta pryzmatycznego

Dany jest co do wymiardw | obciazenia zewngtrznego (niech to bedzie po-
przeczna sita skupiona P przylozona w Srodkowym przekroju belki, por. Rys.
2.5.) sprezysty zginany pret pryzmatyczny czyli, statycznie wyznaczalna belka
dwupodporowa. Jej rownanie statycznej rownowagi opisuje rownanie rézniczko-
we:

Ejd*w(x) _
dx* - q (a)

obowiazujace w obszarze 0 < x < [iw warunkach brzegowych

. d?w(0) _ d?w(1) _
01 dx?2 ~  dx? (b)

w(0) =w(1)

gdzie w(x) jest ugieciem belki, g jej odniesionym do jednostki dtugosci obciaze-
niem poprzecznym, E statym na dtugosci belki modutem sprezystosci podtuzne;j
jej materiaty,J za$ osiowym momentem bezwtadno$ci przekroju poprzecznego
belki, okre§lanym wzgledem osi zginania. Niech w tym przykladzie zadaniem
bedzie wyznaczenie metoda roéznic skonczonych przyblizonej funkcji w(x).

W pierwszym punkcie rozwiazania przyjmijmy, ze budujemy rownomierna
siatk¢ liniowa z siedmiu weztami, w tym z dwoma w przegubach podpor
i Zdwoma poza obszarem materialnym belki. Odstep miedzyweztowy wynosi
h = % l. Numeracja wezlow biegnie z lewa na prawo, w porzadku od 1 do 7.
Gléwnymi niewiadomymi zadania sa, zgodnie z warunkami podparcia belki,
ugigcia ws, w, i ws okreSlane w wezlach lezacych w obszarze materialnym
belki, czyli w weztach 3,41 5.

Schemat réznicowy w tym zadaniu odpowiada wzorcowi (2.15b) i wyraza
si¢ nastepujaco:

(Wi—a—4Wi_1 +6W;i—4Wi}1+ Wiy )
114
Gh

EJ ~q, (=12 ..,7) ©)



Metoda elementow skoriczonych 29

Wprowadzmy oznaczenie R; = q}/4 lub q; = R;/(1/41), oraz zauwazmy,
ze drugi warunek brzegowy (b) podlega schematowi réznicowemu o postaci:

d?w
dx?

~ Wi_1— 2Wi + Wis1, (l = 2,6) (d)

Z pierwszego warunku brzegowego (b) wiemy, ze w, = wg = 0, ze sche-
matu réznicowego (d) wynika z kolei, ze w; = — wy oraz ze w; = — ws. Wo-
bec tego schemat (c) wystarczy zastosowa¢ do weztow i = 3,40 5. Po tej ope-
racji kolejno otrzymamy nastgpujace rownania algebraiczne:

(—w3—0+6W3—4w,+wg)

g GD? = Fs

pj it < R, (©)
4

E] (W3 —4w4+6W5—0—ws) — Rs

(%.1)3

przy czym zgodnie z danymi zadania R; = R; =0, a R, = P. Z rownan (e)
bez trudu obliczymy poszukiwane ugigcia rozpatrywanej belki:

3pP13 _ _ P13
= Ws = GaEr
]

(f)

W, =——,w
47 128y 73

Wiynik $cisty: w, = P13 /48E].

Przypadek drugi, gdy funkcja U tak dobrana, ze spetnia warunki tylko na
brzegu S; (wtedy e; = 0 por. Tabl. 2.1). Wowczas reszta e, na brzegu S, moze
by¢ minimalizowana metoda rezydualna, podobnie jak reszta e. Mozna ten wa-
runek wyrazi¢ nast¢pujaco:

J, ew*dv = fsz e,w*ds (2.19a)

lub J, Vwwdv = sz (g — w*ds (2.19b)

Po scatkowaniu przez czg$ci rownania (2.17) otrzymamy:

fV ou ow”*

= dv = fsz gw*ds (2.19¢c)

ktére obnizajac rzad pochodnych wzgledem sformutowania pierwotnego wy-
rébwnuje, po zastosowaniu, wymagania co do ciaglosci i rézniczkowalnosci
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funkcji przyblizajacej i funkcji wagi. Wyréwnanie wymagan pozwala na stoso-
wanie w tej metodzie rezydualnej funkcji przyblizajacej | wagowej tej samej
postaci, czyli w = u. Powstale po jej zastosowaniu uktady rownan algebraicz-
nych maja ponadto symetryczne macierze wspotczynnikéw. Obnizenie tych
wymagan, z drugiej strony oznacza jednak tylko przyblizone spetnienie drugie-
go (na powierzchni S,) z warunkow brzegowych (2.6).

o)
a) %
2 } elementy ptaskie
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A

element liniowy
(pretowy)

wezly 2
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<l 2 d) x2
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Rys. 2.6. Przyktady elementéw skonczonych i ich zastosowan praktycznych

Wtedy, gdy tego przyblizenia — konkretnie przyblizenia ciaglosci pierw-
szych pochodnych u — nie da si¢ zaakceptowac, to sformutowania od (2.16) do
(2.18) nalezy zastosowa¢ do kazdego z osobna sposréd mozliwie doktadnie
wypehiajacych obszar wazno$ci rozwigzywanego rdéwnania rozniczkowego
i mozliwie matych, ale wymiarowo skonczonych podobszarow AV 0 po-
wierzchni brzegowej AS i dodatkowo poprawi¢ (upro$ci¢ lub dostosowac)
funkcj¢ przyblizajaca. Taka koncepcja uscislania wynikow tej metody data po-
czatek, bardzo dzi§ powszechnej i dominujacej nad pozostalymi metodami
przyblizonymi, metodzie elementéw skonczonych, ktorej podstawowym szcze-
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gbotom poswigcone jest to opracowanie. Wyprzedzajac te dalsze tresci dodajmy,
ze powszechno$¢ i dominacja metody wynika m.in. z mozliwo$ci formutowania
jej takze jako metody wariacyjnej i uniwersalnosci co do funkcji przyblizaja-
cych. Pierwsze wprowadzenie zawiera¢ beda za$ dwa kolejne przyktady ilustru-
jace te uniwersalno$¢ i wariacyjne wywodzenie metody.

Algorytm rozwiazania ta metoda zawsze wyprzedza, podobnie jak
W metodzie réznic skonczonych, budowa siatki podziatu obszaru rozwiazania
na podobszary — elementy skonczone. Zbiér tych elementow tak zastapiony
obszar ,,wiaza” w calos¢, lezace na powierzchniach podziatu (AS), wybrane
punkty—wezty, w ktorych wytacznie zachodzi ciagto$¢ wartosci funkcji przybli-
zajacej. Postaci geometryczne i charakterystyki fizyczne elementow skonczo-
nych dobierane sa w zalezno$ci od postaci zastgpowanego nimi obszaru
i zagadnienia fizycznego. Moga by¢ — por. Rys. 2.6 — liniowe (o postaci pretow
pryzmatycznych), ptaskie (jak wieloboczne tarcze, ptyty i powloki), pierscie-
niowe (odwzorowujace kotowe tarcze, rury i powloki) lub przedstawiaé¢ wielo-
$cienne bryly (do wypetnienia obszarow trojwymiarowych).

Zastosowanie omawianej metody do tych elementow, po obraniu funkcji
przyblizajacej u, tworzy ich indywidualng charakterystyke w postaci uktadu
réwnan algebraicznych z niewiadomymi warto§ciami weztowymi funkcji przy-
blizajacej. Odpowiednie zlozenie charakterystyk wszystkich, wypekiajacych
obszar rozwiazania elementow skonczonych daje uktad algebraicznych z nie-
wiadomymi z wszystkimi wartosciami weztowymi u. Macierz wspotczynnikoéw
tego uktadu jest symetryczna i pasmowa. Ten zast¢pujacy wyjsciowe roOwnanie
rozniczkowe uklad rownan staje si¢ rownaniem stanu obszaru dopiero po
wprowadzeniu do niego, opisanych réwniez funkcja przyblizajaca, wszystkich
warunkow brzegowych. Poprawnie przeksztalcony po tym uktad rownan jest
dodatnio okreslony, co oznacza, Ze ma rozwiazanie.

Przyklad 2.4. Bezposrednie rozwiqzanie zadanego réwnania roiniczkowego
metodq MES

Rozwiazemy nastgpujace rOwnanie rézniczkowe:

el
dx? Zp - 0 (a)
gdzie p = const, a xqg < x < x4, przy czym przyjmijmy, ze x, = 0,x; =1
oraz Ax = x; —x, = [. Ponadto dla x, = 0 znane sg warto$ci przyblizane;
funkcji i jej pierwszej pochodnej:

Y(0) = oo, e =, (b)
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Funkcja przyblizajaca funkcj¢ spetniajaca dowolne rownanie rézniczkowe
moze mie¢ — Wykorzystujac wielomiany Hermite’a — posta¢ nastgpujaca:

PY(x) = NooPoo + d;\l;o P10 + No1o1 + dg;l P11 = [IN{y} ()

przy czym:
Noo(x¢) =1, Ngo(x1) = 0, No1(xg) = 0, No1(x1) = 0,
Nio(xg) = 0,Nyo(x1) = 1, N11(x9) = 0,Ny;(x1) =0,

d[N1o(x0)] _ d[N10(x1)] — A[Ngo(x0)] — d[Noo(x1)] =0
dx - dx ’ dx ! dx !
d[N11(x0)] _ 0 A[N11(x1)] — d[No1(x0)] — d[Noq(x1)] =0
dx - dx ’ dx ’ dx '

W przyjetym szczegdlnym przypadku rozpatrywaé bedzie mozna dwa
punkty x = x, i x = x4, a przyblizeniu, dzigki wystowionym powyzej wtasno-
sciom Ny (i,j = 0,1), podlega¢ wtedy moga wartosci przyblizanej funkcji i jej
pierwsze pochodne z zachowaniem ich ciaglosci. Zastosowaé, zatem mozna
nastegpujace wielomiany Hermite’a pierwszego rodzaju:

Nop = 1 — 3[E20)2 4 o[ %03,

X1—%o (1)
Nyo = (1 = %) {[52'_’22’3)]3 B [((xi_—?o)) 2+ [((xi_—):)o)) }
Ny =3[22] -2 [z
Ny = (x1 — xg) {[((xi_—?o))r 3 [(i__’;"o)) 2} (d)

Przyblizone rozwiazanie rownania rézniczkowego (a) ma zgodnie z (c) po-
stac:

500 =[1-3(0) +2(0) oo+ 2x[(5) ~2(2) + (o) [ B0 +
+[3G) -2 G oo+ ax[- 2"+ (2) ]9 ©
mamy przy tym:

] _ [ ex 6x2 1 T 1 4x 3x2 1 7
dx [ (Ax)? + (Ax)3] Yoo +Ax [Ax (Ax)? + (Ax)g] Y10+
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2x

6x 6x% 1 —+ 3x%2 1 —
[(Ax)z - (Ax)3] Vo1 +Ax [_ (Ax)? + (Ax)3] Y11,

a?[p] _ 1 12x
dx2 _[ (Ax)2+(Ax)3]¢°°+Ax[ (Ax)? (Ax)3]¢10

[@ B (213)63] o1 + x[ (Afc)z + W] (288

Zamiana funkcji przez zastosowane jej przyblizenia prowadzi do reszty:

_d*p)]  d*p)] _ 6(2x—Ax) 2(3x—2Ax)
R==e dx? ~ (Mx)? Yoo + (Ax)? P10+
6(2x Ax) 2(3x—2Ax) -
(bx)? 1/)00 T (0?2 “P10 — 2p )

W tym wyrazeniu nieznane sa wartosci obu funkcji i ich pochodnych dla
x; = Ax. Aby te wartos$ci wyznaczy¢, wystarczy zastosowa¢ funkcje Hermite’a
jako funkcje wagi:

3 2 3

3x2 2x x x

*) — t — L _ -
{W } - [N01'N11] - (Ax)? (Ax)' (Ax)2 + (Ax)3] (g)

Roéwnania redukcyjne przyjma postac:

Ax x2
Jo (Ax)z_(Ax)s]R(x)dx_O fo [ @x? (Ax)s]R(x)dx_O

Podstawienie do rownan redukcyjnych wyzej zapisanej reszty (f), ich scat-
kowanie oraz wykonanie elementarnych dziatan pozwala ostatecznie otrzymacé
nastepujace dwa rownania algebraiczne z dwoma niewiadomymi yqqi Y14:

1241 — 11954 = 124Pq + x5 — 10(4x)?p,

31/;01 - 4Axl/_)11 = 3l.l_)oo - AXI/jlo - S(Ax)zp (h)

Niewiadome zagadnienia, obliczone po rozwiazaniu tego ukladu réwnan,
maja warto$ci:

o1 = Yoo + AxP1g + (Ax)*p, P11 = Pap + 24xp.

Wartoéci te redukuja do zera reszte i ostatecznie ustalaja przyjeta postaé
przyblizonego rozwiazania rozpatrywanego rownania rézniczkowego. Po pod-
stawieniu tych wartosci do wyrazenia funkcji przyblizonej i po odpowiednich
przeksztatceniach funkcja ta przyjmie ponizsza postaé ispetni rozpatrywane
rownanie rozniczkowe:
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— — — dz_( ) .
Y(x) =Pgo + xPg0 + x?p, % =2p (')

To przyblizone rozwiazanie zweryfikowa¢ mozna rozwiazaniem $cistym,
gdyz rozpatrywane roOwnanie rézniczkowe mozna tez rozwiaza¢ w sposob Sci-
sty. Mianowicie dwukrotnie catkujac to rownanie rézniczkowe, otrzymamy:

Y =px®+ Cix + C,

gdzie C;, C, sa statymi catkowania, ktorych warto$ci wyznaczymy z tych sa-
mych, co poprzednio warunkow brzegowych (przy x, = 0), wtedy ¥ (0) =
C, = Yoo, A[Y(0)]/dx = C; = ;4. Stad, po podstawieniu tych wartosci
statych catkowania do rozwiazania §cistego, otrzymamy:

Y =1oo + Xy + x%p ()]
Jest to rozwiazanie identyczne z rozwiazaniem przyblizonym (i).

Przyklad 2.5. Rozwiqzanie rownania roiniczkowego quasi-harmonicznego
(modelujqcego m.in. zagadnienie przewodnictwa ciepla)

Chcac przyblizy¢ ogodlne mozliwosci zastosowania metody elementow
skonczonych rozpatrzymy teraz quasi-harmoniczne réwnanie rézniczkowe:

L) R EwD e o

w ktorym pewna nieznana wielko$¢ W (x, t) jest jednoznacznie okreslona we-
wnatrz rozpatrywanego obszaru V, natomiast funkcje q;(x, t),i = 1,2,3; 8(x,t)
sa znane. Moze by¢ przy tym, Ze:

d ik
6(x,t) = 00— n% ~ P55 (b)

W poszczegodlnych, konkretnych problemach (np. fizycznych) spotykane sa
rozne warunki brzegowe, ktore musza spelnia¢ rozwiazania tego rownania roz-
niczkowego. Przyjmijmy teraz, ze albo jest zadana warto$¢ ¥ na czgsci S, brze-
gu obszaru:

Y =1y (©)
albo na innej czesci S, brzegu powinno by¢ spelnione rownanie:

i} F F
q1 a—;plcos(n, xX1) +q, a—icos(n, x;) +qs a—icos(n, X3)+1mo+ny, =0 (d)
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gdzie n okresla wektor normalnej do powierzchni ograniczajacej rozpatrywany
obszar, a ny, n sa pewnymi znanymi na brzegu wielko$ciami. Réwnaniu roz-
niczkowemu (a) i jego warunkom brzegowym (c) i (d) odpowiada nast¢pujacy
funkcjonat:

2 2 2
x=Jy E{ql (:—Z) +qz (57";) + 3 (:71"3) } - 91!)] dv + [, (now +5m0?)ds ()

Mozna przy tym sprawdzi¢ (por. Przyklady 2.1, 2.2), ze zminimalizowany na-
stepnie ten funkcjonat prowadzi bezposrednio do rozpatrywanego réwnania roz-
niczkowego i automatycznego spehienia warunkow brzegowych. W mysl koncep-
cji metody elementow skonczonych takiej minimalizacji sformutowanego funkcjo-
nalu mozna dokonac po dyskretyzacji zbiorem elementow skonczonych obszaru V
I po wyrazeniu nieznanej funkcji 1 z pomoca przestrzennie przyblizajacej funkcji
Y’ zmiennych v; bedacych wartosciami tej funkcji w obranych weztach elemen-
tow skonczonych. Niech funkcja przyblizajaca ma postac:

Y = [NI{Yi} = [Ny, Nay oo, Nl [$01, 92, e, Y] 0 = 12,01 (f)

gdzie [N(x)] jest wybrana funkcja, w metodzie elementéw skonczonych nazy-
wang funkcja ksztattu, a ; = ;(x) sa skalarami.

Po wariacyjnym (por. zasade (2.2) i (2.4)) zminimalizowaniu, wyrazonego
w obrebie dowolnego elementu skonczonego przyblizona funkcja ; funkcjona-
hu, otrzymuje sig zbior i rownan algebraicznych, ktory w metodzie elementow
skonczonych nazywany jest charakterystyka tego (i kazdego innego) elementu:

d
L = [H{pe) - (P) ©

gdzie macierz [H] jest okre$lona w nastepujacy sposob:

_ ON, ONg 9Ny ONg 9Ny ONg t
Hrs = fV (q1 0xq 0x4 + a2 0x, 0x, +4s 0x3 axg) dv + fS [N] NNy ds (h)

natomiast macierz {P} za pomoca calki:
{P}=[, ON.dv— [ moNds, r=12,..,n (i)

przy czym catki powierzchniowe oblicza si¢ jedynie dla $cian zewngtrznych
elementow skonczonych, lezacych na brzegu obszaru V.

Przedstawiona charakterystyka elementu wynika z nastgpujacych operacji
rézniczkowania:
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aa_j:i:fV {q1 aa;cp1 azapl (gjl)-l_qz aa;pz a?lh (aa;i)"‘% 66;1)3 a?pl (65;03) 9%}dv+
+ (noaw + s )ds, i=12,..,n

oraz z faktu, ze:

B[ o ol o (o) o 0y
dxs Oxs’ Oy, " aw; dxs’ OW; t

i=12,..,n s=123.

Ten sam rezultat otrzyma¢ mozna tez metoda rezydualna, z pomoca tej sa-
mej funkcji przyblizajacej (f) i wedlug bezposrednio zastosowanej koncepcji
metody elementow skonczonych. Jesli zatem, funkcje (f) wprowadzimy do
réwnania rézniczkowego (a), to otrzymamy:

d W\, 8 ( Y d o _ .
0xq (Ch axl) + O0x, (qz axz) tom Ox3 (Q3 6x3) t6=R=*0 (‘l)
gdzie R jest reszta wynikajaca z przyblizenia. Po zastapieniu obszaru V' elemen-

tami skonczonymi warunek redukcji tej reszty moze by¢ zastosowany do ele-
mentow skonczonych w nastgpujacy sposob:

Joy NiRdv =0 (3)

lub

o M {ai (Q1 ::cpi) * 6%2 (qz 5_916/)2) + ais (Q3 ax; )} dv + [y, Ni6dv =0 (I)

Po przeksztalceniach (por. [18]) wyrazenia (1), zastosowaniu twierdzenia
Gaussa-Greena-Ostrogradzkiego oraz po tym sposobem wprowadzeniu warun-
ku brzegowego (d) ostatecznie otrzymamy:

G o () + G e (5) + (Gt os (5 o +
+fAS2 NmNds] Vi + [y, Nifdv + fASZ Ningds =0 (m)

Jest to rezultat identyczny z poprzednim (por. (g), (h), (i) i wyjasnienia
operacji ro6zniczkowania). Wobec tego mozemy zapisa¢ — odniesione do obsza-
row elementow skonczonych — oba rezultaty we wspoélnej, standardowej dla
metody elementéw skonczonych postaci:
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[H]{p} —{P}=0 (n)

Charakterystyka zdyskretyzowanego obszaru V, czyli taczna charakterysty-
ka wszystkich elementéw skonczonych, wyraza si¢ podobnym do (n) rowna-
niem macierzowym (algebraicznym) o postaci:

[H){y} — {R} = {0} (0)
gdZie [H] = Zm[H]m: {R} = Zm{P}m

dla m oznaczajacego liczbe elementéw skonczonych idealizujacych rozpatry-
wany, dyskretny model obszaru.

Przy rozwinigtej (por. (b)) funkcji 6(x, t) otrzymujemy uogolniona charak-
terystyke obszaru:

(6120 1 (71220 4 (710} — (R) = (0) (p)

gizie  [G] = Sun(f, [N]p[N1dv) , [F] = Zn(f, [N)u[N]dv)

Poniewaz w dalszej tre$ci nastapi szersze i szczegdtowe omoéwienie metody
elementow skonczonych i rozwiazan rozpatrywanych problemow, to do przed-
miotu tego przyktadu bedzie okazja powrocic.

Trzeba dodaé, ze przedstawione quasi-harmoniczne rownanie rézniczkowe
ma interpretacj¢ fizyczna i jest stosowane do opisu m.in. przeptywow cieczy
idealnych, filtracji cieczy przez osrodki porowate, przewodnictwa ciepla, za-
gadnien potencjatu elektrycznego i magnetycznego. Zagadnienie przewodnic-
twa ciepta poruszone zostato w przyktadzie 2.1, w ktérym podobnie omawiany
byl szczegdlny, jednowymiarowy przypadek rownania (a).

Przypadek trzeci, (gdy u dowolne, por. Tabl. 2.1) skupia si¢ gtéwnie na
przyblizonym traktowaniu pierwszego warunku brzegowego 1, = i, zwiazane-
go z powierzchnig Sy (por. (2.6)). W tym przypadku redukcja reszt odbywa sig
na podstawie warunku:

. . aw*
J, ew*dv = fsz e, wids — f51 e, _av:1 ds
R - _ ow*
lub fV (|72u)w dv = sz (g —g)w"ds — fSl (u— u)%ds (2.20)

Po dwukrotnym scatkowaniu przez czgsSci z uwzglednieniem twierdzenia
Gaussa-Greena-Ostrogradzkiego drugiego z réwnan (2.20) otrzymujemy réwna-
nie odwrdcone:
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* — % * ow” _ow”
J, WPwHudv = _sz qwds — f51 qw*ds + fsz u%ds + f51 u%ds (2.21)

Z réwnania (2.21) wyptywa wniosek, ze funkcja wagi musi spetnia¢ row-
nanie rozniczkowe drugiego rzedu VZw* =0, czyli musi byé ciagta
i rozniczkowalna do drugiej pochodnej wiacznie, czyli funkcja np. o postaci:

w*(x) = Xt (a;sinx + Bicosx), (i=12,..,n) (2.22)

W tej grupie metod upowszechnita si¢ metoda catkowania brzegowego,
w Polsce nazywana takze metoda elementow brzegowych [5,6]. Koncepcja tej
milodszej metody czerpie zar6wno z metody réznic skonczonych (eksploatuje
W swoim rozwiazaniu wiasciwosci delty Diraca), jak i z metody elementow
skonczonych (dyskretyzacji — przez przyblizone zastapienie mozliwie matymi
powierzchniowymi elementami skonczonymi — podlega powierzchnia brzegowa
obszaru waznosci rozwigzywanego rownania rozniczkowego). Funkcja przybli-
7ajaca rozwiazanie formutowana jest zatem indywidualnie dla zatozonych figur
elementow skonczonych powierzchni (podobnie jak w metodzie elementdéw
skonczonych), funkcja wagowa jest natomiast znanym, najczegsciej osobliwym
i wymagajacym wtedy wykorzystania w praktyce obliczeniowej delty Diraca,
rozwiazaniem $cistym rownan rozniczkowych charakteryzujacych rozpatrywa-
ne zagadnienie fizyczne.

Przygotowanie siatki podzialu na brzegowe elementy skonczone po-
wierzchni brzegowej rozpatrywanego obszaru jest punktem startowym algoryt-
mu rozwiagzania podjetego zagadnienia. W zagadnieniach dwuwymiarowych
(ptaskich) elementy brzegowe sa albo liniami prostymi, albo liniami dostoso-
wanymi do rzeczywistej geometrii brzegowej obszaru; w zagadnieniach troj-
wymiarowych (przestrzennych) elementy brzegowe sa natomiast albo ptaskimi
trojkatnymi lub czworobocznymi figurami, albo powierzchniami dostosowany-
mi do rzeczywistej geometrii brzegowej obszaru o zarysie troj- i czworobocz-
nym (por. Rys. 2.7). Mankamenty metody jest problem uwzgledniania we-
wnetrznych sit objetosciowych, do czego potrzebne jest zastapienie takze cato-
$ci obszaru objetosciowymi elementami skonczonymi.

Linie i powierzchnie elementow brzegowych opisywane sa we wspotrzed-
nych lokalnych (takze krzywoliniowych). Elementy te r6znig si¢ ponadto liczba
i potozeniem punktoéw—weztow, w ktorych opisywane sa wegztowe wartoSci
funkcji przyblizajacej. Warto$ci wegztowe stanowia jak we wszystkich metodach
zbior niewiadomych zagadnienia. Dzieki dyskretyzacji brzegu przyblizona po-
sta¢ rownania (2.21) to — podobnie jak we wszystkich innych metodach — uktad
rownan algebraicznych.
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Rys. 2.7. Potrdjne przyktady liniowych i powierzchniowych (trojkatnych i czworobocznych)
elementow brzegowych, stosowanych w metodzie catkowania brzegowego

Algorytm rozwiazania ta metoda zawiera¢ tez musi indywidualne sformu-
lowanie podjetego zagadnienia fizycznego wg regut przedstawionych réwna-
niami-warunkami (2.20), zwlaszcza powtorzenia drogi przejScia z wyjsciowe;j
postaci warunku do koncowej. Do uzyskanego sformutowania podstawi¢ na-
stgpnie nalezy funkcje wagi, a potem — wykorzystujac funkcje przyblizajace —
zamieni¢ to sformutowanie na odpowiednia forme dyskretna.

Istotne elementy algorytmu metody catkowania brzegowego niech wyjasni
przyktad.

Przykilad 2.6. Zagadnienie materialnego continuum sprezystego. Rozwiqzanie
metodq catkowania brzegowego

Réwnanie statycznej rownowagi wewnetrznej trojwymiarowego, izotropo-
wego continuum sprgzystego o obszarze V ograniczonym powierzchnia S, jak
wiadomo (por. zapis (1.5), dotyczacy zagadnienia ptaskiego), ma postac:

0014 014, + 01743
0x, 0x, 0x3

+X1:0,
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at do. at
21 22 23

9%, ax, + 8_x3 + X, =0, (al)
0731 | 0Tz | 0033 -
dxq + dx, t 0x3 +X3 =0
lub w zapisie skroconym
aO'ij _ ;.
5%, +X;=0, (i,j =123) (a2)

gdzie o;; oznacza naprezenia normalne (gdy i = j) lub styczne (gdy j # j),
Xj natomiast wewngtrzne sily objgtosciowe.

p1 = 011 cos(n, x1) + 11, cos(n, x,) + 713 cos(n, x3) = Py,
P2 = Tz1 c0s(n, Xx1) + 0,5 cos(, x,) + 7,3 cos(n, x3) = Po, (b1)
pP3 = T31 cos(n, xq) + T3, cos(n, x,) + 033 cos(n, x3) = ps

lub gijcos(n,x;)) =p;, i,j =123 (b2)

gdzie p; to zadane i odniesione do jednostki pola powierzchni sity zewnetrzne,
n okresla za$ kierunek normalnej do powierzchni brzegu S, w punkcie przyto-
zenia sit .

Na innej S; czesci brzegu, odpowiadajace stanowi naprezen pole prze-
mieszczen, definiowanych sktadowymi kierunkowymi u4, u,, u; osiaga¢ musi
zadane wartosci 4, Uy, U3, czyli warunek brzegowy:

u; = ﬂi) i = 1,2,3 (C)

Znane sa wiazace ze soba przemieszczenia, odksztalcenia i napr¢zenia
zwiazki kinematyczne i konstytutywne, ktore dla uproszczenia nie zostang
w tym przyktadzie przytoczone. Znane sg tez wszystkie potrzebne wtasciwosci
materiatu znajdujacego si¢ w stanie naturalnym continuum.

Przyblizone réwnanie stanu réwnowagi (a) mozna wzgledem naprezen
rozwiaza¢ na podstawie warunku (2.19), ktory dla tego rownania z jego warun-
kami brzegowymi nalezy zapisa¢ nastgpujaco:

daj x SN = *
Sy (%j’ + Xpudv = [ (p — Pdwids + [ We—w)pids (d1)

lub po identycznych, jak w przypadku odwracania réwnania (2.19) w roOwnanie
(2.20), przeksztatceniach:
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*

do;;
J, (3

J

)ukdv + [, Xiwdv + fsz Drurds +

+ fsl P ds = fsz Upprds + f51 Upprds (d2)
gdzie a7}, uy, py sa odpowiednio naprezeniami wewngtrznymi oraz przemiesz-
czeniami i napr¢zeniami powierzchniowymi, czyli wartosciami wewngtrznymi
i zewngtrznymi funkcji wagi, ktora utozsamia si¢ z tzw. rozwiazaniem funda-
mentalnym (w tym konkretnym przypadku rozwiazaniem Kelvina [5]) rownania
Naviera (a), a py spetnia, przy zachowanych w tym przyblizonym rozwigzaniu
tych samych — dla obu pol obciazen py i py — zwiazkéw kinematycznych
i konstytutywnych, podobny do (b) warunek brzegowy:

Pr = Ji*]- cos(nk, xj) (e)

Rozwigzanie fundamentalne jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

99 | of _
2%, +46;=0 )]
w ktorym 6} jest delta Diraca i reprezentuje jednostkowe obciazenie punktu ,i”
(por. Rys. 2.8), dziatajace w jednym (,,I") z kierunkow uktadu wspotrzednych.
Wprowadzenie rozwigzania Kelvina rownania r6zniczkowego (f) do row-
nania redukcyjnego (d2) zamienia pierwsza w nim catke na warto$¢ ul, ktora
jest przemieszczeniem punktu ,i” w kierunku ,I”. W zwiazku z tym mozna zin-
terpretowaé wystgpujace w rownaniu (d2) wartosci uy, py jako odpowiednio
przemieszczenia i powierzchniowe obciazenia oceniane w punkcie ,k” i bedace
skutkiem jednostkowe;j sity przytozonej w punkcie ,i” oraz dziatajacej w kie-
runku ,l”. Poniewaz mowimy o sile jednostkowej, to o wielkosciach uy, py
mozna mowic jako o wspotczynnikach wptywu stanu obciazen punktu ,i” na
stan przemieszczen i obciazen punktu ,k”. PO uwzglednieniu sit jednostkowych
dzialajacych w punkcie ,i” we wszystkich trzech kierunkach, wynik catkowania
wspomnianej catki ujmuje si¢ nastepujaco:

do}; ; ;
fo (52 uedv =, sfuedv = —cai ©

gazie c; jest wspoOlczynnikiem uwzgledniajacym niegladkie utozenie wzglgdem
siebie brzegowych elementow skonczonych, przed ustaleniem warto$ci wyma-
gajacym osobnych obliczen.
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Rys. 2.8. Interpretacja wspotczynnikdw macierzy wptywu, tworzonej metoda calkowania
brzegowego

Jesli dodatkowo zadane wielkos$ci brzegowe u,, oraz p, wilaczymy do
wspolnych zbioréw wartosci uy, i py, to rownanie (d2) w punkcie ,,i” ostatecznie
przyjmie posta¢ nastepujaca:

cuj + [o pleweds = [, uppeds + f, Xyujdv (h1)
ktérej mozna tez nadac posta¢ macierzowa
cu + [ puds = [, w'pds+ [, Xu'dv (h2)

gdzie u = [uy, u, u]% p = [p1, P2, p3l°, X = [X1, X5, X3]* (t jest symbolem
transpozycji macierzy); u; jest macierza przekatna 3x3; macierze wpltywu u”,
p” sa wymiaru 3x3 i zawieraja po 9 elementéw odpowiednio upy, i pj (Lk =
1,2,3).

Dyskretyzacji powierzchni S skonczonymi elementami brzegowymi towa-
rzyszy zamiana w obrebie kazdego elementu funkcji w i p funkcjami przybliza-
jacymi

u=aou,p=yp° (i)
gdzie u®ip® sa wektorami—kolumnami wartoSci weztowych przyblizanych

funkcji o wymiarze rownym liczbie weztéw danego elementu brzegowego. Po
wykonaniu tego przyblizenia réwnanie (h2) zapiszemy jako

cu; +Ym (fASm p*(btds) u" =Y, (fASm u*'I’tds) ph+Y (fAvr Xu*dv) )
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a w wyrazeniu tym A sygnalizuje powierzchnie elementoéw brzegowych (i objg-
tosci elementow przestrzennych wewnatrz obszaru rozwiazania), m liczbg ele-
mentow brzegowych (r liczbe elementéw przestrzennych). Ten zapis dotyczy
teraz wezta ,i”, ale wyraza wplyw sit jednostkowych przytozonych w tym wezle
na stan wszystkich weztow.

Dalszym krokiem rozwiazania jest catkowanie réwnania (j), a potem cat-
kowanie roéwnan podobnych, zwiazanych z pozostalymi weztami. W rezultacie
tego powstanie uktad roéwnan algebraicznych z petng macierza wspotczynnikow
i z liczba rownan np. réwna — gdy pominiemy objeto$ciowe sity wewnetrzne —
sze$ciokrotnej liczbie wezlow powierzchniowych.

Rozwiazanie tego uktadu wzgledem niewiadomych u™ i p™ konczy pod-
stawowa cze$¢ algorytmu rozwiazania.

Funkcje ksztaltu

Przestrzenny element skonczony z zatozenia jest matym, o skonczonej ob-
jetosci wycinkiem obszaru modelowanego uktadu mechanicznego. Geome-
trycznie musi przedstawia¢ wypukta bryle o mozliwie prostym ksztalcie,
zwlaszcza takim by tatwo i z zadowalajacym przyblizeniem mozna by byto
odtworzy¢ geometri¢ obszaru badanego uktadu lub osrodka odpowiednio wy-
branymi powierzchniami lub ptaszczyznami. Na stopien tego przyblizenia
wplywa glownie sposob odtworzenia powierzchni brzegowej obszaru material-
nego uktadu.

Tak na przyktad przy podziale obszaru ptaszczyznami gtadka powierzchnia
brzegowa zastapiona zostaje wieloscienna powierzchnia o tfacznym polu wyni-
kajacym z pdl brzegowych ptaskich $cian brzegowych elementoéw skonczonych.
Doktadnos$¢ odtworzenia rzeczywistej geometrii obszaru zwigksza si¢ ze wzro-
stem liczby elementow skonczonych. Osiagalne jest to w drodze zaggszczenia
powierzchni podziatu, tj. tworzenia elementdéw o mniejszej objetosci i wymia-
rach. Dzieki temu mozliwe jest zatem do$¢ doktadne geometryczne odwzorowa-
nie obszarow o praktycznie dowolnych powierzchniach brzegowych.

Kazdemu elementowi skonczonemu moga by¢ z zalozenia nadane indywi-
dualne wtasnosci fizyczne. Zasada ta umozliwia w przyblizony sposoéb odtwo-
rzenie znanych lub zatozonych rozktadow rzeczywistych wlasnosci fizycznych
badanego o$rodka. W obszarze elementu skonczonego wtasnosci te modelowa-
ne moga by¢ réznorodnie. Praktycznie korzystne jest zalozenie o izotropowosci
wlasnosci fizycznych elementu. Zgodno$¢ z rzeczywistoscia moze by¢ wtedy
osiagnigta przez odpowiednia zmiang wartosci tych wtasnosci w kolejnych ele-
mentach i przez dobér (wzrost) liczby elementow skonczonych.
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Rys. 2.9. Przyktad siatki ptaskich trojkatnych elementow skonczonych, dostosowanej nieréwno-

mierno$cia podzialu do oczekiwanych gradientdw naprezen (przyktad dotyczy zagad-
nienia oceny koncentracji napr¢zen w narozu skokowej zmiany przekroju obiektu)

W odniesieniu do ciagtego modelu fizycznego badanego osrodka element
skonczony jest podmodelem wydzielonym sposrdd otaczajacych innych ele-
mentow. Oznacza to, jak juz wiemy, mozliwos¢ wykorzystania tych samych kon-
cepcji, zwlaszcza w budowie zaleznosci matematycznych migdzy zmiennymi
stanu. Jednak oddziatywania wzajemne sasiednich elementéw ulegaja dyskrety-
zacji i musza by¢ sprowadzone do réwnowaznych oddzialywan skupionych
w wezlach, tj. w arbitralnie wybranych punktach brzegowych tych elementow. Sa
to najczesciej narozne punkty elementow skonczonych. Dyskretyzacja oddziaty-
wan dotyczy takze elementow skonczonych lezacych na brzegach obszaru tak
modelowanego osrodka i pociaga za soba konieczno$¢ sprowadzenia do oddzia-
tywan skupionych wszystkich fizycznych skutkow wydzielenia osrodka z otocze-
nia. Te same uwagi odnosza si¢ takze do elementow skonczonych dwuwymiaro-
wych (musza by¢ figurami wypuklymi) i elementoéw liniowych.

Konsekwencja natozenia na kazdy element skonczony roli samodzielnego
podmodelu fizycznego z réwnoczesnym zastgpieniem rzeczywistych funkcji
stanu badanego obszaru (modelu—matki) funkcjami przyblizonymi sa, wymienio-
ne przy prezentacji metod przyblizonych, dzielace te metody kompromisy
i zroznicowane wymagania co do doboru funkcji przyblizajacych (i funkcji wagi).
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Rys. 2.10. Przyktad zastapienia kotowo-symetrycznej tarczy zbiorem elementéw skonczo-
nych, a jej zewnetrznego ciaglego obciazenia zbiorem sit weztowych. W tym obra-
zie zilustrowana zostata takze racjonalizacja zagadnienia, czyli wykorzystanie Sy-
metrii modelu nominalnego do ograniczenia do ¢wiartki (w tym konkretnym przy-
ktadzie) przestrzeni modelu dyskretnego

Przyjmuje si¢ wigc, ze funkcje przyblizajace osiagaja identyczne wartosci
z warto$ciami funkcji przyblizanych jedynie w weztach elementéw. Sa to zwy-
kle liniowe kombinacje odpowiednio obranych tzw. funkcji ksztattu, ktore sa
funkcjami wspotrzednych punktow materialnych osrodka i sg — jak juz wiemy —
najczesciej wielomianami. Funkcje ksztattu obiera si¢ majac na uwadze to, aby
byly liniowo niezalezne, ciagle i rozniczkowalne oraz aproksymowaty z dowol-
na doktadno$cia kazda rzeczywista funkcj¢ stanu badanego os$rodka. Z zatoze-
nia liczba statych wspotczynnikéw kombinacji funkcji ksztaltu jest identyczna
z liczba wybranych wezldw. Same zas wspotczynniki wyrazaja odpowiednia
zmienng stanu, ale okre$lang w weztach. Jest to zmienna niezalezna, tj. wiel-
kos¢ fizyczna, ktora na podstawie zwiazkow Kinematycznych i konstytutyw-
nych jednoznacznie okres$la inne, niezbedne do opisu badanego zjawiska,
zmienne stanu. Wspotczynniki kombinacji funkcji ksztattu tak tworza skonczo-
ny zbior zmiennych stanu, nazywanych w metodzie elementow skonczonych
zbiorem zmiennych wegzlowych. Liczebno$¢ zbioru zmiennych wezlowych
ustala liczba weztow i liczba uwzglednionych w badanym problemie stopni
swobody weztow.

Sladem Ritza funkcje przyblizajace, opisane we wspotrzednych prostokat-
nych, przyjmuje si¢ najczes$ciej w postaci:
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— w zagadnieniach jednowymiarowych
w(xy) = ap + apx; + azx? + - = [Yl{a} (2.23a)
— w zagadnieniach dwuwymiarowych
w(xy, X)) = aq + ayxq + azx, + agxix; ... = [Pl{a},
W(X1,X2) = a1 + aXx1 + A3xy + XX, ... = [@{S} (2.23b)
— w zagadnieniach trojwymiarowych

w(xq, Xp,X3) =

=+ aX1 + A3Xy + AX3 F+ AsX Xy + AgXyx5 + - = [Y{a),
w(xq, Xz, X3) =
= f1 + B2x1 + B3xy + Paxs + Psx1X; + PeXrxz + o = [PI{B},

w(xq, Xz, X3) =
= V1t V2X1 +V3Xp + VaXz +VsX1Xp + VeXaxz + - = [O]{y} (2.23c)

W szczegblnych przypadkach [@] = [@] = [Y]. Przyjmowane sa takze in-
ne funkcje, np. te, ktore przytoczone byly podczas omawiania klasyfikacji me-
tod przyblizonych. Majac to w pamigci ogélnie zapiszmy, ze wW(xq, X2, X3) =
[Y]{o} i zdefiniujmy na tej podstawie funkcje ksztattu. Skoro funkcje przybli-
zajace osiagaja identyczne wartosci z wartosciami funkcji przyblizanych jedy-
nie w weztach elementéw, to prawdziwe sa sformutowania:

{u} = Wa}i {a} = [¥] H{u} (2.24)

gdzie {u} jest wektorem—kolumna weztowych wartosci w, [] za$ macierza
powstala z podstawienia do wyrazen (2.22) warto$ci wspohrzednych weztow,
identyfikujacych warto§ci w z wartosciami weztowymi u. Zatem, w przypadku
(2.22a) macierz [p] jest wektorem-wierszem [1, X1, X2, ... |, gdzie x;,, jest
wspotrzedng wezta m, w ktorym w(xq,,,) = u,,. Wobec tego mamy:

w(xy, %2, %3) = [W][P1{u} = [N]{u} (2.25)
gdzie wyrazenie [N] = [y][y] definiuje funkcje ksztaltu.
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Rys. 2.11. Interpretacja graficzna matematycznego sensu aproksymacji funkcji wielomianem
Lagrange’a

W metodzie elementow skonczonych istotne jest takze to, ze funkcje
ksztattu moga by¢ obierane indywidualnie dla kazdego elementu skonczonego,
bez koniecznosci znajomosci geometrii, warunkow poczatkowych i brzegowych
obszaru badanego osrodka. Pozwala to np. stablicowa¢ raz na zawsze fizyczne
charakterystyki elementéw skonczonych, zréznicowanych geometria, liczba
weztow czy postacia przypisanych im funkcji ksztaltu. Przez pojgcie fizycznej
charakterystyki elementu rozumie sie teraz przyblizone zalezno$ci miedzy
zmiennymi stanu wewnatrz obszaru elementu a zmiennymi we¢ztowymi, okre-
slone jednoznacznie przyjeta kombinacja funkcji ksztattu. Charakterystyka ele-
mentu skonczonego jest odpowiednikiem rownan ruchu czy rownowagi sta-
tycznej badanego obszaru osrodka, ktore przybieraja postaé macierzowych
réwnan rézniczkowych (w zagadnieniach przestrzenno-czasowych) lub macie-
rzowych rownan algebraicznych (w zagadnieniach przestrzennych).
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Przykiad 2.7. Zasada i skutki aproksymacji wielkosci wezlowych materialnego
continuum sprezystego

Jesli utozsamimy w oraz jej weztowe warto$ci u z polem przemieszczen
punktow materialnego continuum spre¢zystego i wykorzystamy
— zwiazki kinematyczne migdzy polem odksztatcen i polem przemieszczen:

{e} = [D{w} (a)
— zwiazki konstytutywne migdzy polem naprgzen i polem odksztatcen
{o} = [kl{e} (b)

oraz takze definicje (2.23) i (2.24), to zwiazki (a) i (b) mozemy zapisac, ze
{e} = [D{w} = [D]INKu} = [B{u},
{o} = [kl{e} = [K][D][N){u} = [k][B]{u} ()

Charakterystyke statyczna elementu skonczonego ze zbioru wykorzysty-
wanego do zagadnien statyki continuum sprezystego metoda elementéw skon-
czonych definiuje jako nastepujacy bilans sit weztowych {P}:

[K]{u} — {P} = {0} (d)
gdzie: [K] = [, [BI*[k][B]ldv (e)

jest macierza sztywnosci elementu. Ta macierz i rownanie (d) nie musza by¢
(na tym etapie) dodatnio okreslone.

W niektorych problemach fizycznych wystapi¢ moga dodatkowe ograni-
czenia, nie wynikajace ani z warunkow brzegowych, ani z obranych funkcji
ksztattu. Wtedy pozyteczne lub konieczne (z punktu widzenia doktadno$ci
aproksymacji rzeczywistych funkcji stanu) moze okaza¢ si¢ wprowadzenie do-
datkowych zmiennych zagadnienia. Stanowia one wowczas zbiér zmiennych
pozawe¢ztowych, zwiazanych albo z elementami skonczonymi, albo z ich po-
wierzchniami brzegowymi. Uzupelniaja zbior niewiadomych problemu i sa
wyznaczane wedtug tych samych zasad. Szczegdlna postacia zmiennych poza
weztowych sa m.in. mnozniki wystepujace w znanych rownaniach Lagrange’a.

W metodzie elementéw skonczonych stosuje si¢ najczesciej aproksymacje
jednostajna rzeczywistych funkcji jako jeden z numerycznie wygodniejszych
sposobow. Przy tym zastosowaniu podstawienie funkcji interpolacyjnej w miej-
sce funkcji aproksymowanej (por. Rys. 2.11.) oznacza przybliZenie interpola-
cyjne polegajace na tym, ze zadamy w wybranych punktach elementu skonczo-
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nego (wegzlach) catkowitej rownosci wartosci funkcji przyblizanej i wartosci
funkcji aproksymujace;j:

P(x) =P(xy) (2.26)

W szczegblnym przypadku przyblizenia np. wielomianem postuzy¢ sie
mozna wzorami interpolacyjnymi Lagrange’a lub Hermite’a w nast¢pujacym
sensie:

(x;) = Notpo + Niihy + Ny + -+ N1y = Z;Nap; = [N1{1}
i=012..,n-1
przy czym N; =1,gdy x = x;,oraz N; = 0, gdy x # x; (2.27)
Umozliwiaja to interpolacyjne wielomiany Lagrange’a o ogdlnej postaci:

(r=x0)-.Cx—2xj—1) (X —2X11) . (X—Xn) (2.27a)

T (=20 (= Xi—1) (X1 X1 (X = X)

i
W szczegdlnos$ci za§ mamy:

N. = (x—2x1)(x—2x3)...(x=xn—1)
0 (xo—x1) (Xo—2%2)..(Xo—%n—-1)’

N, = (x=x0) (x—2x2)...(x=Xn-1)
1 (o1 =%0) (261 =%2) (X1 —Xpn—1)’

N, = (x=x0) (x=21) (x—x3) -.(X=Xn-1)
2 (2 =x0) (2=2x1) (X2 =%3) ..(Xg—Xpn—1)’

Nn—l _ (x=x0)(x—x1)(x—23) .(X—Xn—2)

B (Xn—1—20) (rpn—1=2%1) (Xn—1=%2)-.(Xn—1=Xn-2)

(2.27b)

Aproksymacja wielomianami Hermite’a z kolei polega jednak na tym, ze
zadamy w wybranych punktach elementu skoficzonego nie tylko catkowitej
réwnosci wartosdci funkcji przyblizanej i aproksymujacej, lecz takze roéwnosci
ich pochodnych (istota tej aproksymacji i wielomiany Hermite’a pozwalajace
zachowac ciaglos¢ funkcji i jej pochodnych w rozpatrywanym przedziale, facz-
nie z jego brzegami przedstawione zostaty w Przyktadzie 2.4).

Wymagania stawiane funkcjom ksztattu uzupetni¢ moga kryteria zbiez-
nosci rozwiazania przyblizonego ze $cistym. Jednostajna aproksymacja rze-
czywistych funkcji wielomianami, w wielu przypadkach wystarcza do osia-
gnigcia zadowalajacej dokladno$ci rozwiazania. Ale jest to, oczywiscie,
jeden z mozliwych sposobow przyblizonego opisania rzeczywistego stanu
elementu skonczonego i uzyskania na tej podstawie poprawnych wynikow.
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Ogo6lnie mozna powiedzie¢, ze precyzyjnos¢ metody elementéow skonczo-
nych jest tym wigksza, im:

— funkcje ksztattu dokladniej opisuja rzeczywiste funkcje stanu elementu
skonczonego (co jest osiagalne np. przez zwigkszenie liczby weztow w ob-
rgbie elementu skonczonego lub wykorzystanie funkcji innych niz wielo-
miany),

— wigksza jest liczba elementéow skonczonych idealizujacych rozpatrywany
obszar materialny uktadu mechanicznego (co jest osiagalne przez zmniej-
szenie ich wymiaréw), a funkcje ksztaltu elementow spelniaja stawiane
wymagania i kryteria.

Trzeba doda¢, ze zwigkszenie liczby weztdow w obrebie elementu skonczo-
nego umozliwiaja tzw. izoparametryczne funkcje ksztaltu. Elementy skonczone,
ktorych charakterystyki powstaja na podstawie izoparametrycznych funkcji
ksztaltu demonstruje rysunek 2.12. W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze te
funkcje wynikaja z zastosowania lokalnych, krzywoliniowych uktadow wspot-
rz¢dnych do opisu w tych uktadach wspotrzednych elementu, jak i wielkosci we-
ztowych funkcji przyblizajacych. Na kazdej osi o kierunku i lokalnego uktadu
wspotrzednych zmienne zawarte sa w przedziale —1 < {; < +1. Lokalne ukla-
dy powiazane przy tym z globalnym uktadem sa nastepujace:

X1 = X Ni(Dx15, %5 = Xy Ni (X5, X3 = X Ni(Dxz;, (1 = 1,2,...,m)  (2.28)

gdzie m jest liczba weztow w danym elemencie, N; za$ wielomianem Serendipa.

//‘

Rys. 2.12. Przyktady elementow skoniczonych drugiego rodzaju (tj. takich, ktorych charaktery-
styki budowane sa na bazie izoparametrycznych funkcji ksztattu)
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Podobnie opisana jest warto$¢ weztowa przyblizanej funkcji:
Uy = Y Ni(Quyy, up = X Ni(Qugi us = L Ni(Qug, (1 = 1,2,..,m) - (2.29)
natomiast przejscie z uktadu lokalnego do globalnego (i odwrotnie) przebiega
wg zasady

a 7] 7] 1 0

gdzie jakobian

08y 9% 04
JO 2Ny e
T |0 9% 9g
9¢3 033 03

(2.31)

Przyklad 2.8. Izoparametryczna funkcja ksztaltu liniowego elementu skonczo-
nego drugiego rodzaju (typu serendipowskiego)

. 4——_7
o| Urn e
z ; & h -
Lre' 4 £
o & mg 5 - (K #)
- — - - /A 7

Rys. 2.13. Zalozenia modelowe liniowego elementu skonczonego drugiego rodzaju

W dwuweztowym liniowym elemencie skonczonym (por. Rys. 2.13.) lokalny
uktad wspotrzednych 0¢ pokrywa si¢ kierunkiem z globalnym uktadem Ox;. Jesli
jego poczatek umieScimy w Srodku elementu, to spelni to wymaganie, by -
1 < { < +1, apowiazanie z ukladem globalnym (por. (2.28)) wyrazi sig¢ nastgpu-
jaco:

x1 = 2 (1= Oxyg + 2 (L + Oxyye = Ny + Nexa @
gdzie Ni=2(1=O,N =51 +0).

Podobnie opiszemy wielko$ci weztowe u:

u; = Njuy; + Nyugy (b)
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Jesli przyjmiemy, Ze rysunek 2.13 przedstawia liniowy element skonczony,
bedacy wycinkiem z rozciaganego sprezystego preta pryzmatycznego, to u jest
funkcja przemieszczen, a uq; i Uy sa jej wartosciami weztowymi. Majac dany
modut sprezystosci podtuznej materiatu preta i pole jego przekroju poprzeczne-
go A mozemy opisa¢ jego charakterystyke (por. Przyktad 2.7):

_aw_ (@) _ e _ 1

8= 0 (ﬁ) = 7 7 [—1,1][uq juq ] (c)

gdzie = —w) G = G ) =5 =),
o1 = Ee; = 2 [-1 1] [wguy], (A
(K] =% 7 -1,1]5[-1,1]Jd¢ (e)

Przyklad 2.9. Zasada powigckszania liczby weztow | zmian funkcji ksztaltu na
przykladzie liniowego elementu skoniczonego drugiego rodzaju

Rys. 2.14. Interpretacja prowadzacej do powigkszenia liczby weztdw budowy izoparametrycz-
nej funkcji ksztattu liniowego elementu skonczonego drugiego rodzaju

W przyktadzie 2.8. uzyty zostal dwuweztowy element skonczony. Skutki
powigkszenia w nim liczby wegzlow np. o dodatkowy, polozony w poczatku
lokalnego uktadu wspoétrzednych ilustruje rysunek 2.14.

Powiazanie wspotrzednych i wartosci weztowych w tym przypadku obja-
$niaja nastgpujace zapisy:
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x; = Npxy; + Nixyj + Nixage = [Ng, Nj, Nie | [x15, %, X1 ]°
uy = Nyuy; + Njugj + Nugge = [Ny, Nj, Nie [ [, ug j, uge)*
gdzie Ni = %(1— Q) - %(1 - ¢?),
Nj = %1 -{%),
Nk =%+ () — %1 -7?).

Rysunek 2.14. ilustruje zasade doboru, wlasciwie dodawania wraz z nowym
wezlem, nowych cztonow funkcji ksztattu, co widzimy to na tle cztondéw po-
przednich (linie kreskowe, por. Przyktad 2.8). Tablice 2.3a, 2.3b i 2.3c podaja
przyktady funkcji ksztattu, stosowanych w jedno- i dwuwymiarowych zagad-
nieniach MES i MEB.



Tablica. 2.3a. Przyktady zastosowan funkcji ksztaltu w charakterystykach elementéw skonczonych liniowych (w zagadnieniach jednowymiarowych)

Schemat elementu

Posta¢ funkcji ksztaltu

[N] = [X][X]~%, u(x) = [N][w,w, ]

skonczonego | rodzaju Il rodzaju
: 7% 40 u(x) = const = y; u(§) = const = y;
e e S ) N =1 N =1
u(x) = [1,x][ay, a,]* = [X]{a}
U; 1, i _ —
{u,-} = [1, 2] {Z;} < {a} = [X]{a} u(® = [Ny N[ ] o
et {a} = B @ o u(@) = V@
I u() = KX = V) A Cl YV CL L
2 2
X —X (x —x;)
Ni=(]l )’Nile-x (l=x]-—x)
u(x) = [1,x][ay, @z, a5]* = [X{a} .
1 oy a2 u(é) = [Ny Ny, Nie][ue, wp we]| & (@) = [N){u}
’_L__"'—.T —— [X1=|1 x5, x?|,[x]=[1xx?] G- §a+9)
= ol 1, xp, X% 2 Y 2

Ne=(1-81+9)




u(®) = [Ny, Nj, N, Ny [1t5, 5, e |

1
Ni=1.Q - O[-10+9¢E* + D],

N; = 16 1+9[-10+9¢* + 1],

=16
N—91 H(1-3
e =1e (1= (1 -39,

9
Ny =2 (1= §(1+39),

u(@®) = [Ny, N, I [uv (?,—?),uf' (g_?) ;

1
N; = Z(f— 1% +2),

1
N} = Z(f -1+ D,

1

N; =z(§+ 1% -2),
1

N =2E+1DE - D).

(l =x — xi).

t




Tablica 2.3b. Przyktady zastosowan funkcji ksztaltu w charakterystykach trojkatnych elementow skonczonych ptaskich (w zagadnieniach dwuwymiaro-

ch
SChemvz el)ementu Posta¢ funkcji ksztattu
skonczonego I rodzaju Il rodzaju
y fte uy (%1, %) = const = uy; u1(§1,§2) = const = uy;
6. ' L& Uy (xq, %) = const = uy; u,(&1,&,) = const = uy;
1 — - 1 Ny=Ny =1 Njj =Ny =1

{ul(xl,xz)} 1 x, x, 0 0 O

— t
uz(xl’xz) 0 0 0 [al' A3, A3, Ay, aS'aG]

1 x x

= {ulxy, x2)} = [X|{a}

u ) _
1 x; %3 0 0 0 {;E&; ?;} — V@) =
7 0 0 0 1 X1i Xoi 251,62
i _ 1 x; x3; 0 0 0 N, 0O N 0 N 0
7 k . [X] —10 0 0 1 X1j  Xgj ’ 10 Ni 0 1Vj 0 Nk] [uli' Uz Ugjr Y

. __;' o 1 X1k  Xok 0 0 0 N = (2 B 1)
": s £ > 0 0 0 1 x5 Xk 1 =¢§1(2§ )
{a} = [X]""{u} N; =§,(25; - 1),

N, = 1- § - fz)(l — 2§ — 252)-

— t
{u} = [ulir Uqj, Ut Uzir Uzj, qu]

_ 1 x4 0 0 0 O
{u(xl,xa:[zv]{u}:[o ¢ el . x

| [)?]-l{a}}




{u1(x1'x2)
u; (%q, X3)
1 % x x2 xxx, x2 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1 x x x? xx, x2

} = G, 22X} = NI

[X] =
{a} = [y, @z, a3, a4, a5, A6, A7, Ag, Ao, A1, @11, A2 )"
{a} = [X]7H{u} = {ulxy, x)} = [X][X]"H{u}

_ t
{u = [uli'ulj’ulk’ulm' Uin, Urp, Uz, Uz, Uk, Uzm) Uzn, uZp]

[X] — wg wzoru z poz.2,3 i 7 tablic2.3ai2.3b

uy(§1,¢2) _ _
b i) = i@

{w}
t
= [uu" Uqj» Ugger Uiy U, Ugp, Uzis Uz Uk Ugms Uzn, uZp]

N, O N O N, 0O N, N,

0 0
ONLONJONkONmONp]

N; =& (2& — 1),
Nj =&(2& - 1),

N, = (1-¢& —&)A —2& —28,),

Nm = 45152! Nn
=45(1-& - &),

Np = 451(1 —-& - fz)

[N] =




Tablica 2.3c. Przyktady zastosowan funkcji ksztaltu w charakterystykach czworobocznych elementéw skoficzonych plaskich (w zagadnieniach dwuwy-

miarowych cd.)
Schemat elementu skonc- Posta¢ funkcji ksztattu
zonego I rodzaju Il rodzaju
uy (81,62 _ _
{uz(fpfz)} = it
(1, %) _
o e = e, x)Xe) = V)@ () = [0t 2, g, U g U |
b6,
£é41) /41 L ox omx, 00 00 [N] = (11N, [1IN, [1INe, (1IN, [ [ 9
ANy [X] - 0 01 02 10 i 1 X1 Xp X1Xp [ ! . ] [0 1]
|
- - 1
9. ol  © 5% {a} = (a1, az, a3, a4, a5, a6, @7, 25" Ni=7 1-&)A -8,
vv,;‘ REE /v {a} = [X]I7H{@} = {Cey, 20} = [XI[X]~ @} 1
0 =5, % N; = 1 1+&)A -4,
{ul = [uliﬁuljrulkrulm! 7«121‘;7«12]'r112kr112m]t 1
[X] — wg wzoru z poz.2,3 i 7 tablic2.3ai2.3b Ny = 1 A +&)A+&),
1
Ny = Z(l =&+ &)




10.

,'_;l Uy
e
”
| K
Voo
| Y
-~
+ s
n (¢
-
+ )
Lt A 7

uy (¢4, &7) _ —
{uz(fpfz)} = vl

a7 t
{u} = [uliiuzi'ulj! Uz, Uk Uz, u1m,u2m]
[N1 = [N{, N}, N, N, Ny, Ny, N7, NG,
"o 1 0
V1=l =, )

(U=1ij,kmnnp,r,s)
1
N; = Z(l - 51)(1 - fz)(_ﬁ - Szz - 1).

1
N; = Z(l +EDA-HE - & -1,

1
Ny = Z(l +EDA+H)E +E -,

1
Np, = Z(l —DA+ LS+ E -,

1
Ny =51 -§D-5)

1
Ny =5 1D+,

1
N, =5 (A=) +5),

1
Ny =511 -8,
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Metoda elementow skonczonych (MES)
Continuum materialne, oznaczenia i zalozenia

Koncepcja elementéw skonczonych pierwotnie wykorzystana zostala do
rozwiazywania problemow fizycznych uktadow mechanicznych, ktérych obszar
materialny modelowa¢ mozna odksztatcalnym ciatem stalym. Przedstawimy
teraz ten pierwotny kierunek zastosowan, ogolna problematyke i algorytm me-
tody przemieszczen, podstawowej odmiany MES.

Podstawowym modelem nominalnym odksztatcalnego jednorodnego ciata
statego jest continuum sprezyste. Stan fizyczny continuum w dowolnym punk-
cie opisuje stan odksztalcen (jednostkowych przemieszczen uogoélnionych)
i stan naprezen (jednostkowych sit uogdlnionych). Pod wptywem oddziatywan
zewnetrznych (zewnetrznych sit skupionych, obciazen powierzchniowych, sit
masowych, czynnikow cieplnych, elektromagnetycznych itd.) continuum, obok
ruchu wlasciwego ciatom sztywnym, doznaje zmiany obj¢tosci i zmiany postaci
geometrycznej. Przyjmuje si¢ przy tym, ze istnieje tylko jeden naturalny stan
continuum wyrdzniajacy si¢ brakiem odksztatcen i naprezen,

- przemieszczenia punktow continuum ze stanu naturalnego, wywotane czyn-
nikami zewnetrznymi, sa bardzo mate wobec kazdego z jego wymiarow,

- zdeformowane dziataniem czynnikow zewngtrznych continuum powraca do
pierwotnej objetosci i postaci geometrycznej po ustapieniu (odciazeniu)
dziatania takich sit,

- zwiazki konstytutywne stanu odksztatcenia i stanu naprezenia continuum sa
liniowe,

- oddziatywania zewngtrzne (sity czynne i bierne) sa catkowicie niezalezne
od przemieszczen sprezystych continuum,

— oddziatywania zewngtrzne w kazdym okreslonym uktadzie ich warto$ci
jednoczesnych czynia zado$¢ warunkom rownowagi,

- przemieszczenia i odksztatcenia punktow continuum podlegaja prawu super-
pozycji, tzn. skutki dziatania roznych oddzialtywan zewngtrznych sa rowne
sumie skutkoéw kazdego z osobna, niezaleznie od kolejnosci wystgpowania.
Oznacza to, ze w obszarze continuum obowiazuja twierdzenia Clapeyrona

i Castigliano, zasada wzajemnosci prac Bettiego i zasada prac przygotowanych.
Oznaczmy przez M masg continuum; przez p(x) jednostkowe obcigzenie

zewnetrzne powierzchni S continuum (x € S), przez g(x) jednostkowe objeto-

sciowe obciazenie wewngtrzne obszaru V continuum (x € V). Wskazane obcia-
zenia sa skutkami wyodrgbnienia continuum z jego otoczenia. Dziatanie tych
obcigzen wywotuja zmiany polozenia materialnych punktow continuum (np.

punktu A o wspotrzednych {x;},i = 1,2,3 nalezacych do VV — por. Rys. 3.1).
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Przyjmijmy dalej, Ze:

gesto$¢ continuum w podobszarze continuum W obszarze AV zdazajacym
dozeratop = lim AM/AV = dM/dV;

przemieszczenie (np. p. 4) w; = x;(t)- x;(ty), gdzie t jest czasem;
przemieszczenie jednostkowe &5, = %(Wj,k + W) &k = & ik =1,2,3;
jednoskowe sity wewnetrzne na wybranym fragmencie pola o powierzchni
AS’, zdazajacej do zera o = lim AP’ /AS' = dP’/dS’ (P’ jest catkowita sitq
wewnetrzng obciazajaca ten wybrany element pola powierzchni wewnetrz-
nej), przy czym wewnatrz obszaru o(x) = oy, 03; = oy;,1,j = 1,2,3; a na je-
go powierzchni o(x) = ojn; = p (n— jest kierunkiem prostopadtej do ze-
wnetrznej powierzchni S w rozpatrywanym punkcie x).

Rys. 3.1. Interpretacja przemieszczenia punktu materialnego A po odksztalceniu continuum

materialnego

W zwiazku z takimi oznaczeniami zat6zmy ponadto, ze zachowane sa pra-

wa ciaglosci materii (masy), warunek nierozdzielnosci i prawo zachowania
momentu pedu, nie ma zewngetrznych zrodet energii, stan poczatkowy uktadu
jest stanem naturalnym (e, = g, = 0), zmiany stanu sa mate i izotermiczne,
oraz ze continuum ma stala gesto$¢ p = const.

W przestrzeni trojwymiarowej (0 x4 x, x3) mozemy przy tych zalozeniach

zapisac:

mate, zalezne od czasu przemieszczenia dowolnego punktu materialnego
— t
w(xy, Wa, X3, t) = [Wy, Wy, W3] (3.1)

gdzie w; sa kierunkowymi (i = 1,2,3) sktadowymi przemieszczenia w,
mate t jest symbolem transformacji macierzy, w tym przypadku nakazuja-
cym odwrdcenie zapisanego wektora—wiersza w wektor—kolumne;

zalezne od czasu odksztatcenia (liniowe € i postaciowe y) w tym punkcie
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e(xq, wy, x3,t) = [511,522»533,V12,V23»V31]t (3.2)
naprezenia o (x1, Wy, x3,t) = [011»022»033,T12»T23,T31]t (3.3)

— zwiazki wzajemne (kinematyczne) odksztatcen i przemieszczen

{e} = [D]{w}, (3.4)
0 0 0
wm 00 0 5
. 0 0 ad
gdzie D= 0 5 0 5 5- 0O (3.5)
ad ad 0
0 0 5% 0 & -

— zwiazki wzajemne (konstytutywne) naprezen i odksztatcen
{o} = [kys]{e}, (lub {e} = [k:]{o}), (3.6)

przy czym dla materialu izotropowego o module sprezystosci liniowej
E i liczbie Poissona v

ol = 1 0ons + 2[5 ol (372)
+v v [[1]3x3 1O
kel =220 1ors - o O o) 3.7b)

W zagadnieniach osiowosymetrycznych izotropowego continuum spregzy-
stego, tj. w przypadku gdy {w}=[wy,ws]", {&} = [e11, €22, €33, ¥13]",
{0} = [011, 022, 033, T13]", mamy

9 1 9
[Df= | %% (3.50)
0 2 0 o
v v
(1 = = 0
k1= E(1-v) 1%1/ 1 1%1/ 0 3.7c
kel = a+va-2v |2 X 1 0 (3.7¢)
1-v 1-v
1-2v
LO 0 0 2(1-v)
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— w zagadnieniach ptaskich izotropowego continuum sprezystego, w przy-
padku plaskiego stanu naprezen, tj. gdy {w} = [wy,w,]¢ {e}=
[e11, €22, V1215, {0} = [011, 022, T12]%, mamy

9 R
[Df= [>T %% (3.5b)

0 & 0 o

1 v O

__E v 1 0
kel =Y 00 (3.7d)

2

— w zagadnieniach ptaskich izotropowego continuum sprezystego, w przy-
padku plaskiego stanu odksztalcen, tj. gdy {w} = [wy,w,]t, {e}=
[e11, €22, V121" {0} = [011, 02, 033, T12]%, 033 = V(011 + 022) obowiazuja
wzory (3.5b) i (3.7b), z tym ze we wzorze (3.7b) zamiast E wpisa¢ nalezy
E[1 —v?%/(1 4 v)?], a zamiast v wpisa¢ nalezy v/1 + v;

— w zagadnieniach jednowymiarowych, tj. w przypadku, gdy {w} = wy,
{e} = &1, {0} = gy1, mamy natomiast odpowiedniki (3.5) i (3.7) zredu-
kowane do [D] = d/dx, i [k,] = E.

W ogélnym natomiast przypadku anizotropowego materialu continuum
macierze [k, ] i [k.] wymiaru 6x6, zalezne sa od wspotrzednych rozpatrywane-
go punktu; nie maja zerowych elementow; sa symetryczne wzgledem przekat-
nej, co oznacza, ze z 36-Ciu elementow niezaleznych jest 21. Mozna to zanoto-
wac w nastepujacy sposob: [k, ] = [kg]", [kc] = [kc]" [ks] = [ke] 7"

Te 21 niezaleznych wspotezynnikéw (elementéw macierzy [k.]) trzeba wy-
znacza¢ do$wiadczalnie w kazdym konkretnym przypadku materiatu. Dopiero
w przypadku potrojnej symetrii (wzgledem plaszczyzn uktadu wspotrzgdnych)
wlasciwosci materiatowych, tj. w przypadku ortotropii mozna tatwiej te wtasnosci
utozsamia¢ z modutami sprezystoSci podtuznej i postaciowej E i G oraz liczba
Poissona v. Mamy w tym przypadku ([k,] = [k.]™1):
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1 Vi Vi3
E B B Y 00
_viz 1 _Ya g 0 0
E, E, E3
v v 1 0
- ez o 0 0
[ke] = E3 E3 3 (3.8)
"o o o Xt 00
1
0 0 0 0 &5 °
0 0 00 o L
G314

Macierz ta upraszcza si¢ w przypadku anizotropowosci osiowosymetrycznej:

S S
E; Ey E, 0
B R A
E, E E
kel=| +, W, 1 . (3.8a)
E, E, Es
1
0 0 0 -
| 12
lub w przypadku ortotropii ptaskiej:
E;,  VE,
1-vZ  1-v? 0
k] =22 B (3.8b)
1-vZ 1-v?
0 0 Gy,

Przypomnijmy na koniec, ze energi¢ odksztalcenia sprezystego rozwazane-
go continuum okresla catka:

U=, s{o}{e}dv (3.9)
Wariacyjna koncepcja MES

Byta juz mowa o rezydualnej koncepcji tej metody, wspomniana takze byla
(np. w Przyktadzie 2.5) koncepcja wariacyjna. Teraz zatrzymamy si¢ na tej
drugiej i zagadnieniu continuum sprgzystego.

Zasada wariacyjna formutuje w tym zagadnieniu nastepujacy, obowiazuja-
cy w obszarach materialnych (tj. takze w continuum) funkcjonat:
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x=J, F(w2L2L Nav+f, o(v.2,..) (3.10)

gdzie x(xq, x5, x3) jest wspotrzedng trojwymiarowej przestrzeni (ortokartezjan-
skiej), V jest ograniczonym powierzchnia S pewnym ciaglym obszarem waznos$ci
funkcjonatu y. Wewnatrz tego obszaru i na czgsci jego brzegu istnieje nieznana
funkcja ¥ (x) i jej pochodne wzgledem x, istnieje takze, wazne w tym obszarze,
wyzej zdefiniowane wyrazenie catkowe y. Wyrazenie to jest funkcjonatem zalez-
nym od nieznanych funkcji f i ¢. Funkcje te wyrazi¢ za§ mozna kombinacjami:

_ oy Y, 0%; 0% _
£= 50y Gy +30 5050 Hymy S5+ ) =

= L)kl ) + 2200 ) 2 LW T (330)

2 Ox 0x 2 0x2 dx2

Z](pllpl + rl + ) = {1:[)} {P} a{w} { }+ e, Lj=12,.,n

w  ktorych k,l,m,p,r sa wspolczynnikami kombinacji i,j =1,2,...;
YW1, Py, ..., Yy) vogdlniona wspodtrzedna n — wymiarowej przestrzeni zmien-
nych stanu wazno$ci funkcjonatu; symbolika zapisu macierzowego wynika
z zalozen algebry macierzy.

Po wprowadzeniu funkcji ksztattu N (x) przyblizajacej rzeczywista zmienng
stanu obiektu ¥ jej wybranymi warto$ciami v :

W~ Ny, L =W 20 _Z0gy @12
funkcjonat przyjmuje postaé
X =S DY KT} - (P3P} (3.13)

gdzie

(K1 = f, (V11 + 2 (0 20 4 20 ) 90 4 ) a,

a[N

Py =J; (NP +ZL )+ ) ds.

Jesli funkcjonat ten jest funkcja ciagla i rozniczkowalna w danym obszarze V,
to warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia jego ekstremum lokalnego sa
wymagania, aby:



66 Jan Witkowski

9 3, a t -
o= 5| = K1) - (P) = {0},
02 92
S {Jj}g = [K] > [0], lub a@)}‘z = [K] < [0] (3.14)

Dodatnia okreslono$¢ macierzy [K] jest warunkiem istnienia minimum lo-
kalnego funkcjonatu, podobnie ujemna okreslono$¢ macierzy [K| oznacza ist-
nienie maksimum funkcjonatu. Latwo zauwazy¢, ze warunki ekstremum funk-
cjonatu sa identyczne ze znanymi warunkami istnienia ekstremum elementar-
nych funkcji (zerowanie si¢ pierwszej pochodnej funkcji, dodatnia lub ujemna
warto$¢ drugiej pochodnej). Tutaj odnosza sie¢ do przedstawionych funkcji ma-
cierzowych i dodatnia lub ujemna okreslonos¢ macierzy [K] jest macierzowym
odpowiednikiem dodatniej lub ujemnej wartos$ci drugiej pochodnej elementar-
nej funkcji. Podobnie pierwszy z warunkow (3.14) jest macierzowym odpo-
wiednikiem pierwszej pochodnej elementarnej funkcji. Trojwymiarowa prze-
strzen X jest natomiast przestrzenia definiowania objgtosci i ograniczajacych
powierzchni rzeczywistych obiektéw technicznych.

Ta sama koncepcja odnosi si¢ do zastapionego w swej przestrzeni m ma-
tymi, ale o skonczonych miarach w przestrzeni x podobszarami, czyli elemen-
tami skornczonymi, w kazdym z ktérych zachowuje wazno$¢ wyzej opisany
funkcjonat i charakterystyczny indywidualnymi dla kazdego podobszaru funk-
cjami ksztattu N :

W} = [} W2}, . (}1? N1 =[[N1] [N, oo, [N, ]] - (3.15)

Obowiazuje przy tym nastgpujaca zasada superpozycji:

_ e a_x_ axe aZX _ azxe
X=ZmX% 5057 = Imamy A@P — TMmamer (3.16)

gdzie x¢ jest indywidualnym funkcjonatem e - tego elementu skonczonego, 1,
za$ zwiazanym z tym elementem podwektorem wielkosci weztowych 1.

Raz jeszcze podkresli¢ trzeba, ze warunki (3.14) obowiazuja zar6wno
w przypadku funkcjonatow y¢, jak i funkcjonatu y. Zbiér rozwiazan wzgledem
Y réwnan z pierwszego warunku (3.14), przy jednoczesnym spetnieniu drugie-
go z warunkow, okresla zbidr odpowiednio lokalnych miniméw badz lokalnych
maksiméw funkcjonatu. Globalne minimum funkcjonalu wyznacza takie roz-
wigzanie, dla ktorego warto$¢ y jest najmniejsza. Podobnie rozwiazanie, dla
ktorego warto$¢ funkcjonatu jest najwigksza, wyznacza globalne maksimum.
W szczegblnych przypadkach, gdy y jest funkcja $cis$le wypukta lub Scisle
wklesta, uktad rownan — pierwszy z warunkow (3.13) — ma tylko jedno rozwia-
zanie i wowczas ekstremum lokalne jest rowniez ekstremum globalnym funk-
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cjonalu. Wystepuje to m.in. wtedy, gdy funkcjonat jest formy kwadratowej, co
osiaga si¢ — tak jak wyzej pokazano — w przypadku odpowiedniej aproksymacji
rzeczywistych zmiennych stanu zmiennymi wybranymi z uzyciem funkcji
ksztattu. Funkcje ksztaltu dla elementéw skonczonych — dodajmy w tym miej-
scu — dobrane powinny by¢ tak, aby:
— wystepujace w funkcjonale y funkcje fi¢@ pozostawaly jednoznaczne

i ciagle, jesli wymiary elementu daza do zera,
— funkcjonat ijego pochodne o rzad nizsze od wystepujacych w funkcjach

f 1 @ byly ciagle na powierzchniach brzegowych elementow.

Nietrudno zauwazy¢, ze matematyczne zasady ekstremalizacji funkcjonatu
x prowadza do spetienia warunkéw stanu rownowagi fizycznej rzeczywistych
obiektow. Jesli zatem funkcjonat y wyraza bilans energetyczny rozwazanego
uktadu mechanicznego, to uktady roéwnan pierwszego warunku (3.14) sa row-
naniami stanu rownowagi modelowanego elementami skonczonymi continuum
materialnego (sprezystego) oraz podobnych uktadéw mechanicznych (sprezys-
tych). Zagadnienie ekstremalizacji sprowadza si¢ tym samym do poszukiwania
minimum funkcjonatu, czego warunkiem jest spelienie drugiego zadania
z (3.14).

Te same rezultaty otrzymamy stosujac twierdzenia wariacyjne wymagajace
spetnienia podobnych warunkéw. | tak zadamy, by wediug:

— extremalnej zasady wariacyjnej (zasady minimum energii)
5,=0i6%°¢>0 (3.17)

gdzie y jest funkcjonatem opisujacym catkowita energi¢ potencjalna uktadu
fizycznego;

— twierdzenia Clapeyrona

Oxe _ . az)(s
Ze=00-%>0 (3.18)

gdy y. oznacza catkowita energi¢ potencjalna odksztatcenia; albo

s _ 1025 (3.19)

do da?

gdy y, catkowita energi¢ uzupelniajaca odksztatcenia (Rys. 3.2.);
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Rys. 3.2. Interpretacja poje¢ catkowitej energii potencjalnej odksztatcenia y, i energii uzupet-

niajacej odksztatcenia y

zasady prac przygotowanych (bilans prac)

gdzie Wy, jest praca przygotowana sit wewnetrznych uktadu, Wy jest praca
przygotowang sit zewnetrznych, Wy praca przygotowana sit rozproszenia
energii, a Wp za$ praca przygotowana sit bezwtadnosci;

bilansu sit Lagrange’a
aT
A7) | ox

()

oU dfy
tor =Pt LA % (3.21)

gdzie t — 0znacza czas, U; — jest przemieszczenie uog6lnione, P — uogolniona
sita, T — energia kinetyczna uktadu, R — energia rozproszona uktadu, U —
energia potencjalng uktadu, f — rownanie wiezoéw uktadu, a A — mnozniki La-
grange’a.

Budowa charakterystyk elementow skonczonych i ukladéw nimi
modelowanych metodg przemieszczen MES. Zagadnienia me-
chaniczne

Po dyskretyzacji continuum elementami skonczonymi, w dowolnym punkcie

obszaru dowolnego elementu zalezne od przemieszczen weztowych U przemiesz-
czenia w, odksztalcenia € i naprgzenia o wyrazaja — jak to juz byto przedstawio-
ne w przyktadzie 2.7 — odpowiednio nastepujace zwiazki przyblizone:

{W(Xl,XZ,X3,t)} = [N(Xl,XZ,X3)]{U(t)} = [N]{'LL},
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{e} = [Dl{w} = [D][N{u} = [B]{u}, (3.22)
{0} = [ksl{e} = [ko][DIIN]{u} = [ko][BI{u}

Przyjmijmy, ze potrzebna do skonkretyzowania zwiazkow (3.22) funkcja
ksztaltu N(xq,x;,x3), zostala wybrana w mys$l wymagan przedstawionych
w rozdziale poswigconym funkcjom ksztattu. Wyrazenie te sa wlasciwe meto-
dzie przemieszczen MES, co trzeba w tym miejscu podkresli¢, gdyz istnieje
takze mato eksploatowana, wyrazajaca te same wielkosci w naprg¢zeniach meto-
da naprgzen MES. O tej odmianie MES, z zatozenia bez rozwijania szczegdtow,
bedzie mowa dalej. Metoda przemieszczen i na podstawie wybranych twierdzen
wariacyjnych wyprowadzmy teraz roOwnania rownowagi elementéw skonczo-
nych i modelowanych nimi obiektow technicznych. Rezultat tych wyprowa-
dzen, tj. rbwnania ruchu, rOwnania stanu i rOwnania rownowagi statycznej, me-
toda nazywa charakterystyka elementu (uktadu).

Ekstremalna zasada wariacyjna

Stan obiektu niech opisuje funkcjonat y,, ({u}). Stan obiektu (odksztatcal-
nego ciala stalego, w tym continuum sprezystego) po dowolnie matej zmianie
6{u} opisze wigc funkcjonat y; ({u} + d{u}). Po rozpisaniu tego funkcjonatu
w szereg Taylora otrzymamy:

K} + 8(up) = o () + 228D gy 4 120D 520y 4 . (3.23)

Przyrost energii na tej podstawie mozna wyrazi¢ jak nastepuje:

Oxu 0°xy
Bt = () + () — o () = 220D 5y 4 22D g2y 4

= 8 (W) + 2 8, (Qud) + (3.24)

Stad warunki (3.17), przy dowolnych wariacjach 6{u} i 6%{u}, zapiszemy
w rOwnowaznej postaci:

oxu
Sy(uh) =0 %{;‘” =0 (3.25a)
Ay, >0 & 62,({u)) & azgg{i;‘}) >0 (3.25b)

Dla rozwazanego elementu skonczonego (zastapionego elementami skon-
czonymi obiektu) funkcjonat yx, ({u}) wyraza nastgpujacy bilans prac wykona-
nych przez sity odksztatcajace ten element skonczony (obiekt):
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xu = J, {e}{o}dv — [; wi{p}ds — [, {(w}{g}dv (3.26)

praca sit wewn. praca sil zewn. praca sit grawitacyjnych

gdzie {g} = {go} — u{w} — p{w}, przy czym g, reprezentuje sity grawitacyjne
(objetosciowe), u jest wspotczynnikiem rozproszenia energii (okreslany w jed-
nostce objetosci), p zas masa wiasciwa (gestoscia). Po wprowadzeniu do (3.26)
zwiazkow (3.22) otrzymamy:

2 = 1y (f, ANFEIDDIkIADIIND dv ) {u} + fult (f, [N)pIN]dv ) it} +

W)t (f, INIuNdv) G} - (, [N1{g,}av) — {u} (f; [N(p}ds)
= {w (M} + [Fl{u} + [K]{u} — {P}) (3.27)

gdzie [K] = [, ([DI*[ND![k;]([D]*[NDdv = [ [B]*[k;][B]dv jest sztywno-
$ciag elementu skonczonego (uktadu), [M] = fV[N]tp[N]dv masa elementu

(uktadu), [F] = fV
{P} = [,[N]*{go}dv + [([N]*{p}ds wyraza za$ skupione w weztach elementu
(uktadu) sity cigzkosci i oddziatywan powierzchniowych.

Po zastosowaniu warunkow (3.25) z bilansu (3.27) otrzymujemy docelowe
roéwnanie ruchu elementu skonczonego (uktadu):

[N]¢u[N]dv ttumieniem wewnetrznym elementu (uktadu),

s = 0 & [MIii} + [FIi} + [K){u} = (P} (3.28)

przy czym jednoznaczno$¢ rozwiazania tego rownania wymaga jego dodatniej
okreslonos$ci, czyli spetnienia drugiego z warunkow (3.25):

9% xu . .
%) >0=[M]>0;[F]>0;[K] >0

Zasada prac przygotowanych

Sktadniki réwnania (3.20) mozna, po wprowadzeniu (3.22), przedstawic
nastgpujacymi wyrazeniami:

5Wy = f, 8{e}{oYdv = [, 6(IDI(whlk,I(IDIw)dv =
= 5} (f, (DY IND ko (DI INDdv ) fu} = S} [K{u),

SWy = — [, s{w)plivkdv = —5{u} (J, [NI*p[N1dv) {ii} = s{u} [M]{i},
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SWr = [, {w}u{w}dv = —6{u}*(J, [NI'ulNldv){u} = —6{u}*[F]{u}(3.29)
Wz = fV §{w}{go}dv + fs s{w}{p}ds =

= 8w} ([, [N1"{go}dv + [; [N]*{p}ds) = 6{w}*{P}

Po zbilansowaniu ostatecznie mamy:

s{wt (M1} + [F1{w} + [KI{u} = {P}) = 0 (3.30)
za$ dla dowolnego §{u}’ oznacza to, ze:
[MI{u} + [FI{i} + [K]{u} — {P} = {0} (3.28b)

Bilans Lagrange’a

Podobnie jak poprzednio sktadniki rownania (3.21) mozna, po wprowadze-
niu (3.22), przedstawi¢ nastepujacymi wyrazeniami:

T =3 f, plildy = St (f, INIpINIdv) (@} = 5 () [M] () (3.31a)

R =2 [, (wuw}dv = ()t (f, [NI*u[N]dv) {w} = 5 (@} [F]{u} (3.31b)
U =3J, {8 (oddv = 3 f, (D1 (W) [k, 1([D] {wh)dv =

= 20 (f, (ADIIND Tk (DI IND dv) fu} = 5 (K} (3:310)

Mamy tez, ze

0 0
o = M1, 5 (57-) = M1, 5o = [FI, 51 = (K1)

poniewaz 9 (aa{Z}) + @ + @ = {P},
to [M]{ii} + [F]{u} + [K]{u} = {P} (3.28¢)

Warto zauwazy¢ przy tym, ze:

Wy = s{u} [M]{ii} = 6{u }t; (a{u})’
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OR

Wy = ST} [FIi} = 50}t 5 (3.32)

sW, = S} (K1} = s{u) 5=

Charakterystyka uktadu modelowego ,,m” elementami skoniczonymi

Jesli utworzymy wspdlny zbiér niewiadomych przemieszczen dla uktadu,
ztozony z m przypisanych skltadowym elementom skonczonym wektorow
przemieszczen, czyli zbidr o postaci:

{u} = [}, (W, e .. ™" (3.33)

a nastgpnie zbiory ksztattujacych zwiazki (3.22) funkcji ksztattu N i jej pochod-
nych B, czyli zbiory o wlasciwosci:

[N]¥ dla k — tego elementu

[Nl = {[0] dla elementéw innych (3.342)
150 ={{3] e ctemenson e (3340
to wowczas macierze rownania ruchu (3.28) mozna wyrazi¢ jak nastgpuje:
[M] = T [M7] (335)
gdzie  [ML] = ([, INI*pINSldv); (rs,j =12, ..k..,m),
[F1= 2[R (3.36)
gdzie [EL] = (J, [NICulNldv);,
[K] = L, K] (3.37)
gdzie (K] = (J, [B.1[ks][B]dv);,
(P} = X7, {P/} (3.38)

Skonkretyzowanie ogolnej charakterystyki (réwnania ruchu) napotyka na
problem ustalenia wspotczynnikow u ,,wiskotycznego”, wewngtrznego ttumie-
nia materiatu elementu skonczonego (uktadu). Dla rzeczywistych uktadow trze-
ba by je ustali¢ doswiadczalnie. Zagadnienie to miesci si¢ w zakresie zaawan-
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sowanej wiedzy i praktyki, i nie bedzie dalej podnoszone. Wobec tego uprosci-
my dalsze rozwazania pomijajac (czyli przyjmujac, ze yu = 0) wpltyw tlumienia
wewnetrznego. Wtedy rownanie (3.28) zamieni si¢ w rOwnanie

a*{u}
dt?

[M] + [K{u} = {P} (3:39)
opisujace drgania wymuszone elementu skonczonego (uktadu). W przypadku
gdy dodatkowo wektor sit {P} = {0}, to rownanie (3.39) staje si¢ rownaniem
drgan wlasnych elementu (uktadu). Przyjmujac do wiadomos$ci mozliwos¢ wy-
stapienia w rzeczywistych uktadach mas skupionych i zaktadajac to skupienie
w weztach réwnanie drgan mozna wyrazic¢ nast¢pujaco:

(IMo] + [M]) L% + [K](w) = 0 (3.40)

gdzie macierz mas skupionych w weztach [M;] jest macierza przekatna
0 sktadnikach

(mrs)o = Mr'gdyr =S (mrs)o = 0,gdyr *S

Natomiast macierz mas roztozonych [M] definiuje wzor (3.35)

(Mys)e = fV [N-]p[Ns]dv

Przyjmujac nast¢pnie harmoniczna posta¢ drgan np. {u} = {u*}sin wt,
réownanie (3.40) mozna zapisac

(K] = 0?[MD{u"} = {0} (341)

Przy dowolnym {u*} czgstotliwosci drgan wiasnych w,(n = 1,2, ...) okre-
$li rownanie charakterystyczne:

det|[K] — w?[M]| =0 (3.42)

W przypadku, niezalezno$ci przemieszczen {u} od czasu rownania (3.28)
i (3.39) staja sie rGwnaniami statycznej rownowagi elementu (uktadu):

[K1{u} = {P} (3.43)

Jeszcze inne ujecie charakterystyki przyniesie zagadnienie statecznosci,
zwiazane z obojgtnym (krytycznym) stanem rownowagi elementu skonczonego
(uktadu).

Jesli bardzo mate odchylenie stanu rownowagi obiektu fizycznego wywota
dodatnia zmiang jego energii potencjalnej, to oznacza to, ze takie odchylenie
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wymagato dostarczenia energii, a obiekt znajduje si¢ w stanie rownowagi trwa-
tej. Jesli, natomiast, przy takim samym odchyleniu stanu rownowagi nastepuje
ujemna zmiana energii potencjalnej, to jest to oddawanie przez obiekt energii,
jego przejscie w potozenie rézne od pierwotnego oraz stan rownowagi nietrwa-
lej. Zerowa, z kolei, zmiana energii potencjalnej wskazuje, ze obiekt moze po-
zosta¢ w pierwotnym potozeniu lub przej$¢ w inne polozenie nie pobierajac ani
wydzielajac energii potencjalnej i Ze jest to stan obojetnej rownowagi.

Zmiang energii potencjalnej fizycznego obiektu (por. sformutowania (3.9),
(3.11), (3.23), (3.26), (3.27), (3.31)) mozemy zapisa¢ nastepujaco:

|dfud + 3 dfudt 52— dfud + - Gk =1,2,..) (3.44)

By =[5

a{u;} a{ul}a{uk}

Koniecznym warunkiem rownowagi jest, jak wiadomo, by

[]d{u} = {0,
ale jesli przy tym dodatkowo ma miejsce to, ze

[a{ui}a{uk}] = [0] (3.49)
to tak opisany obiekt znajduje si¢ wtedy w stanie rownowagi krytycznej (obo-
jetnej), obciazenia krytyczne A okresla za§ warunek:

*x 1 _
det| [z2E0-] = 0 (3.46)

Zbudowane na przedstawionych podstawach charakterystyki statyczne
(i wybrane dynamiczne) elementéw skoniczonych pierwszego rodzaju zebrane
zostaly w Zataczniku. Czytelnik znajdzie wigc tam elementy skonczone: linio-
we (przeznaczone do modelowania rozciaganych i $ciskanych, skrecanych,
zginanych, zginanych i sciskanych pretow pryzmatycznych), trojkatne i prosto-
katne powierzchniowe (przeznaczone do modelowania tarcz, ptyt i powlok),
osiowosymetryczne (przeznaczone do modelowania grubosciennych rur, osio-
wosymetrycznych tarcz i powlok) oraz czworoscienne (do modelowania obiek-
tow przestrzennych).

Przebieg powstawania zamieszczonych w Zataczniku charakterystyk przed-
stawi najblizszy przyktad. Bedzie o tym tez mowa jeszcze w innych przyktadach,
zamieszczonych w dalszej tresci opracowania.
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Przykitad 3.1. Budowa charakterystyki liniowego rozciqganego i Sciskanego
elementu skonczonego

Charakterystyke zbudujemy dla dwuwezlowego elementu skonczonego,
ktorego usytuowanie przestrzenne przedstawiono na rysunku 3.3. Zaktada si¢
przy tym, ze ewentualne sity Sciskajace nie osiagaja stanu krytycznego. Przyjete
tez zostaly nast¢pujace oznaczenia: e — numer elementu, k = i,j — numery
weztow; uy, przemieszczenia weztow k; Py, — sily okreslone w weztach k. Za-
dane sa: [ = xj-x; — dlugo$¢ elementu; A — jego staty na dhugosci przekrdj po-
przeczny; E — staty na dtugos$ci modut sprezystosci podtuznej jego materiatu;
p — gestose tego materiatu.

Kroki postgpowania na drodze do pelnego opisania charakterystyki sa na-
stgpujace (por. tablica Z.1 w Zataczniku).

Krok 1. Ustalenie postaci funkcji ksztattu N(x)

x
b B @ By
o J('é iy / f X
‘/H_ o =
a% =

Rys. 3.3. Zatozenia modelowe liniowego elementu skoficzonego w uktadzie lokalnym (0x)

Ten krok rozpoczyna zalozenie, ze bedzie to funkcja liniowa. Oznacza ono,
ze przemieszczenie punktow, lezacych na diugosci elementu (x; < x < x;)
(Rys. 3.3) mozna przedstawi¢ wielomianem pierwszego stopnia Lagrange’a lub
wprost, ze¢ w(x) = a; + a,x, przy czym w weztach i,j ma osiaga¢ warto$ci
weztowe w(x;) = u; | w(x;) = u;. Ten ostatni warunek (por. réwnania (2.23)
i (2.24)) prowadzi do dwu rownan:

a; +ax; = U;, aq + axXx; = u;,

z ktorych po rozwiazaniu wzgledem a4 i a, otrzymamy warto$ci tych wspot-
czynnikow:

Ui —UjX; uj—u;
a1=(” ’l),a2=(] l)
(xj=xi) (xj—xi)

oraz konkretna postaé wyrazenia opisujacego przemieszczenia rozpatrywanego
elementu:
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_ (xj=x)u; | (x—x)u;
(xj—xl-) (xj—xi) !

w(x)

Poniewaz w(x) = [N(x)]{u®}, przy czym (x; - x;) = 1, a {u®} = [ul-, uj]t
to mamy:

[INGOT = [N G0, Ny ()] = 7[5 — %, = x1]-

Krok 2. Okreslenie macierzy odksztatcen [B(x)]

Macierz odksztatcen definiuje operator zwiazku kinematycznego, wystepu-
jacy w zalezno$ci odksztalcenia—przemieszczenia, a mianowicie mamy, ze
[B(x)] = [D][N(x)]. W przypadku rozpatrywanego elementu skonczonego
[D] = d/dx. Stad:

ang _ -1 dN; _ 1 =[B. B]=21-
=T, =poraz[B] = [B:, Bj] = - [=1,1].
Krok 3. Okreslenie macierzy naprezen [S] = [k4][B]

W przypadku rozpatrywanego elementu zalezno$¢ naprgzenia—odksztatcenia,

czyli prawo Hooke’a brzmi [k, ] = E. Wobec tego

[S1=[S5;] =

~lm

[-1,1].

Krok 4. Okreslenie macierzy sztywnosci [K]
Dokonujemy tego na podstawie sformutowania (3.37), a stad mamy:

[K] = [y[B1[ky] [BlAdx = [BI‘[k,1[B1A [ dx = 22 ([~1,1]¢[-1,1]),

lub jej cztery elementy K,., = fol[BT]t[ka] [B;lAdx (r,s = i,j):

= 1 50 (2)(2) = 26 6= 24 (3 ) s =2

Krok 5. Okreslenie macierzy masy [M]

Teg macierz definiuje, z kolei, wzor (3.35), z ktorego przy zatozeniu
[My] = 0 wynika, ze [M] = fV[N]tQ[N] dv w rozpatrywanym przyktadzie be-
dzie miata cztery nastepujace sktadniki:

my =myj = fol E (xj - x)] p E (x]- - x)] Adx = ?’

mij =my; = fol [% (x — Xi)] p [% (x — xi)] Adx =

m
E:
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gdzie m = p Al jest masa catkowita elementu.

Krok 6. Okreslenie wektoréw sit P

W tym miejscu nalezy obliczy¢ weztowe wartosci sit czynnych (4. sit, kto-
re odksztalcaja uktad). Krok ten wykonujemy tylko w przypadku elementow
skonczonych brzegowych, lezacych na czesci obciazonej naciskami p, lub we
wszystkich elementach kiedy, zgodnie z wzorem (3.35), tj.

(P} = f, [N]{go}dv + [ [N]*(p}ds,

nalezy uwzgledni¢ obciazenia objetosciowe (grawitacyjne) g,. W zalozeniach
przyktadu obciazenia te nie wystepuja.

Krok 7. Okreslenie sit weztowych oraz przemieszczen, odksztatcen | naprezen (w tym
wytezenia).

Krok ten wystepuje po rozwiazaniu zagadnienia, w ktéorym uzyty byl oma-
wiany element skonczony, to znaczy wtedy, gdy np. z rownania (3.43) wyzna-
czony zostatl niewiadomy wektor przemieszczen weztowych badanego uktadu
elementéw skonczonych ({u} = [K]"1{P}), a nastepnie wyodrebniony z niego
wektor {u}, przynalezny do omawianego elementu. W przyktadzie krok ten
okresla sity weztowe {P,} = [K].{u}. elementu skofczonego, czyli

P; 1 —1 Ui
=l TG

Ten krok przygotowuje takze do skonkretyzowania zaleznosci (3.22), ktore
shuzy¢ beda okresleniu pol tytutowych wielkosci po zakonczeniu obliczen
(tj. po utworzeniu charakterystyki ukladu przez zsumowanie charakterystyk
elementow skonczonych wg wynikajacej z wzorow (3.34), (3.35), (3.36), (3.37)
i (3.38) zasady, wprowadzeniu do tak utworzonego rownania réwnowagi
wszystkich warunkow brzegowych wraz z okreslonymi w kroku 6-tym, oraz po
obliczeniu niewiadomego wektora przemieszczen weztowych {u}). Konkrety-
zacja polega wigc na podstawieniu obliczonych wartosci podwektorow {u}, do
zaleznosci (3.22) odniesionych do kazdego e-tego elementu skonczonego.

W miarg potrzeb, ramach przygotowania do obliczen pdl naprezen zadania
tego kroku moga by¢ poszerzone o wzory do obliczen naprezen glownych,
maksymalnych, zastgpczych itp.
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Przyktad 3.2. Budowa charakterystyki liniowego, zginanego i Sciskanego
smuklego elementu skonczonego (zagadnienie statecznosci)

Wprowadzajac w szczegdly omowionego wczeéniej zagadnienia stateczno-
$ci zbadajmy zachowanie zginanego i $ciskanego prgta w postaci belki wspor-
nikowej (Rys. 3.4a), zastapionej dwuweztowym (numery weztow: i, k) elemen-
tem skonczonym (Rys. 3.4b). Przyjete zostaly nastgpujace oznaczenia: P jed-
nostkowa sita $ciskajaca, przylozona do swobodnego konca belki; u(x) prze-
mieszczenia wzdtuzne przekrojow belki, przy czym u(o) = 0, u(l) = u,; w(x)
poprzeczne ugigcia belki, przy czym w(0) = 0, w(l) = 0; ¢(x) kat ugigcia
belki, przy czym ¢@(0) = 0. Zadane sa: | = xj,- x; — dlugo$¢ belki; A — jej staty
na dtugosci przekroj poprzeczny; | — staly na dtugosci osiowy moment bez-
wiadnosci przekroju belki, prostopadly do plaszczyzny (u,w); E — staly na
dtugosci modut sprezystosci podtuznej jego materiatu; p — gegstos¢ tego materia-
hu. Do opisu zagadnienia statecznosci tej uzyjemy metody przemieszczen MES
i elementu skonczonego o charakterystyce opisane tablica Z.4 (por. Zatacznik).

Do opisu wykorzystamy tez zalozenia, ktore zamieszczone sa na rysunku
3.4. Czytelnika odsylamy tez do przyktadu 2.2.

Przyrost energii potencjalnej zginania i $ciskania dla obranego elementu
skonczonego zapiszemy wigc nastgpujaco:

Ay = AU — AW (a)

2%w(x)

0x?

gdzie AU = f;%E][ ]2dx

wyraza przyrost energii potencjalnej zgigciowe;;

2

aw = BT
2

wyraza za$ pracg sity $ciskania na przemieszczeniach podtuznych (por. zatoze-
nia podane na Rys. 3.4a), wywotanych zaburzeniem stanu rownowagi elementu
skonczonego (belki), AP(x) jest przy tym ilorazem dowolnego wspolczynnika
proporcjonalnosci i sity S$ciskajacej, okreslanej w przekroju poprzecznym
0 wspotrzednej X rozwazanego elementu. W obliczeniach, jes§li przyjmie si¢
w nich warto$¢ P(x) = 1, to wspolczynnik A utozsamia si¢ fizycznie z sita kry-
tyczna i on jest niewiadoma zagadnienia.
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Fu&)
@x % AW ) = dix sen ) = @ Ex)
aw()

Cix)= gw(-g/a'x = wex)
B e e s = - ALk O

—— ~ dx- § C4x) = KV elx

i \ = —  P=y

1 > L e

Vi * & 1 X

4 &, 7 const

ol & Warunki breegowe:
¢ ] P X #(0)=0, ¥, (0)=0.
(_Q.a/ S (% l)

Rys. 3.4. Zatozenia modelowe liniowego elementu skonczonego i zagadnienia jego statecznosci

Zgodnie z charakterystyka elementu skonczonego i po oznaczeniu wielko-
$ci weztowych elementu skoniczonego przez {u*} = [w;, @;, Wi, @] mamy:

w() = [IN@Iu), 22 =w'() = [Z2] @} = V@,
TED = w ) = [T ) = [N ()l (b)

Przyrost energii elementu, po wprowadzeniu (b) do wyrazenia (a), mozna
przedstawi¢ nowym wzorem:

ax = 2By (fIN" GOl N ()] dxe) ('} -
— 22w ([ IPEIIN' I (o)ldx ) '} = 5 ¥ (K] = AIK D} (@)
gdzie [K] = EJ [{[N" ()I[N" (x)] dx (c1)
jest macierza sztywnosci elementu;

(K] = [;[PCO] [N QOI[N' (o) ]dx (c2)

macierza wynikajacych ze $ciskania ,,naprezen poczatkowych” dla tego elemen-
tu. Warunki stateczno$ci elementu tym samym sa nastgpujace:

90D — ([K] - 2IKD{u'} = (0}, TE2 = (K] - AIKD = {0} (@)
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Niewiadoma zagadnienia A okresli natomiast rownanie charakterystyczne:

det| 52 |=det| (K] = AIK;DI= 0 (d1)

W tym przyktadzie budowa charakterystyki rozwazanego elementu skon-
czonego jest — az do Kroku 4 wlacznie — podobna do przedstawionej w przykta-
dzie 3.1. Zgodnie z powyzszym wprowadzeniem (por. tablica Z.4 w Zataczni-
ku) doda¢ nalezy jeszcze:

Krok 1. Okreslenie macierzy [K;]

Macierz tg okresla wzor (c2), konkretyzuje ostatecznie zatozenie co do roz-
ktadu P(x), ktoére w przypadku skupionej w wezle koncowym moze by¢ wyra-
zone jako P(l) = 1, lub tez jako dowolna funkcja x (w tym liniowa).

Krok 2. Okreslenie rownania charakterystycznego (czyli rownania (d1) 1 ogdlnego
(3.46))

Budowa charakterystyk elementow skonczonych i ukladéw nimi
modelowanych metoda przemieszczen MES. Zagadnienia cieplno-
mechaniczne

Zagadnienia cieplno-mechaniczne przedstawione zostaly ogdlnie w przy-
ktadzie 2.5, a jego najprostszy przypadek szczegélny podjety byt w przyktadzie
2.1. Powracajac do tego zagadnienia i budujac potrzebna charakterystyke sto-
sowanych elementow skonczonych, rozszerzymy rozwazanie na mechaniczne
skutki pol temperatur w elemencie (uktadzie). Odwotujac sig, zatem, do przy-
pomnianych przyktadow, po dyskretyzacji continuum uktadu elementami skon-
czonymi, w dowolnym punkcie obszaru dowolnego elementu zalezne od tempe-
ratur weztowych T’ (w przyktadzie 2.5 oznaczonych przez i’) temperatury
T (w przyktadzie 2.5 — 1)) wyraza przyblizenie

[T (1, %2, X3, )] = [N(x1, %, x3) {T (£)} (3.47)

do ktorego funkcja ksztattu N przyjmowana jest podobnie jak w zagadnieniach
mechanicznych. Zagadnienie natomiast opisuja rownania algebraiczne o postaci:

[ (G 1 ) + () e (52) + () s G} v +

+ fASZ Nrades] Vi — [y NeQdv + fAserqu - fASZ NyayTods = 0,

i,r=1,2,3,.. (3.48a)
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gdzie r jest numerem wezta, N, przypisana weztowi r czescia funkcji ksztattu,
ki = 1,2,3) jest wspotczynnikiem przewodnosci cieplnej (w przyktadzie 2.5
oznaczonym przez q;) okreslanym dla j-tego kierunku wspotrzednych 0x; x;x3,
a, jest wspotczynnikiem przejmowania ciepta (w przyktadzie 2.5 — n) przez
otoczenie o temperaturze T,, Q jest predko$cia wytwarzania ciepta (w przykta-
dzie 2.5 — 0) ze zrodta wewnetrznego (czyli ulokowanego wewnatrz obszaru
AV lub V), q wydatkiem odbieranego od otoczenia (lub oddawanego do otocze-
nia) ciepla przez jednostke powierzchni brzegowej. Calki powierzchniowe
fASZ Nya,Nds, | as, Nrqds i fASZ Nya,Tods nie beda przy tym wystgpowaé
w elementach skonczonych, potozonych pod powierzchnia obszaru uktadu; AS,
okresla te Sciang zewngtrzna elementdw skonczonych brzegowych, ktéra po
podziale obszaru na elementy skonczone wspottworzy przyblizona geometrig
powierzchni ograniczajacej S.
Roéwnania (3.48a) moga by¢ zapisane skrotem:

[H].{T} — {P}. = {0} (3.480)

gdzie elementy macierzy [H], okresla zaleznos¢
hrs =[5, fhs (5) (5) + ke (52) (5) + 4s G2) R} v +

+ i, N, e, Nds| (3.48¢)

za$ elementy wektora {P},
{B} = [, NyQdv — fASZ N,qds + fASZ Nya,Tyds (3.48d)

Korzystajac z zasady okreslonej wzorami od (3.34) do (3.38) (lub z przyktadu
(2.5)) mozemy dla uktadu m elementéw skonczonych zapisa¢ pelny (w liczbie
m X 1) uklad réwnan algebraicznych:

[HH{T} — {P} = {0} (3.49)

z ktorego przy danych [H]i{P} wyznacza si¢ niewiadomy wektor temperatur
weztowych {T}, to za$ z kolei — wg 3.47 — prowadzi do ostatecznego okreslenia
pola (rozktadu) temperatur w elementach skonczonych.

Konsekwencja wywolanej przeptywem ciepfa zmiany temperatur punktow
materialnych elementu skonczonego (uktadu) beda skutki mechaniczne, m.in. takie
jak zmiana pél przemieszczen, odksztatcen i naprezen. Ograniczajac sie tylko do
ustalonego w czasie zjawiska rozszerzalnosci cieplnej materialu elementu (uktadu)
powiemy, ze jesli wektor mechanicznych odksztatcen sprezystych (w zakresie pra-
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wa Hooke’a) opisujemy wektorem {sy} = [£11, €22, €33, Y12, Y23, ¥31]¢, t0 odpo-
wiadajace wywolanemu wzrostem temperatury zjawisku rozszerzalnosci odksztat-
cenia cieplne mozna opisa¢ podobnie:

{50} = [alAT, azAT, agAT, 0,0,0]t (350)

gdzie a;(j = 1,2,3) to kierunkowe, ortotropowe wspdtczynniki rozszerzalnosci

cieplnej, AT =T - T, jest przyrostem temperatury ponad temperatur¢ poczat-
kowa T, otoczenia. W dowolnym punkcie obszaru elementu skonczonego
(uktadu) mamy wigc catkowite odksztatcenia:

{e} = {eu} + {eo}, przy czym {ey} = [kel{on} = [ks] o} (351)

oraz naprezenia

{oy} = [011' 022,033,T12»T23,T31]t = [ks1({e} — {go}) (3.52)

Jesli przyblizone w mys$l metody przemieszczen MES wartosci odksztatcen
sprezystych {ey} = [B]{u} podstawimy do (3.51), a nast¢pnie obie strony rowna-
nia pomnozymy przez ko], to otrzymamy naprezenia sformutowane nastgpujaco:

{0} = [ksl{e} = [ko][BI{u} + [ko]{eo} (3.53)

gdzie {u} jest niezaleznym od czasu wektorem przemieszczen weztowych roz-
patrywanego elementu skonczonego. Po zastosowaniu zasady prac przygotowa-
nych, okresleniu sprezystej energii potencjalnej odksztalconego elementu i jej
pierwsze] wariacji, oraz po zanotowaniu, ze Wy = 6Wr =0, W, =
S{u}t{P}, sWy - W, = 0 6{e} = [B]6{u} otrzymamy

Wy = f, 8{e}{o}dv = 5{u)t [, [Bl{o}dv =
= 60u}* f, [B1 (kBN u}+lkol{eo v =

= 5} (J, [BI' Ik, 1[Bldv{u} + f, [B]'[k,){eo}dv) =
= S} (K1{w} — (P(e0)}) (3.54)

Uwzgledniajac w bilansie prac przygotowanych wariacj¢ §W; i dowolnos¢
6{u} ostatecznie mamy:

[KT{u} — {P(go)} — {P} = {0} (3.55)
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gdzie {P} wyraza dzialajace na element skonczony zewngtrzne sity weztowe
mechaniczne, za$ {P(g0)} = — [, [B]*[ks]{go}dv sity weztowe pochodzenia
cieplnego.

Nalezy doda¢, ze w rzeczywistosci pochodzenie dodatkowych (poczatko-
wych) odksztatcen lub dodatkowych (whasnych) napr¢zen moze by¢ roézne. Pro-
cesy ich powstawania czy rejestrowania sa zaawansowanymi zagadnieniami
i nie bedzie tu o tym mowy. Jesli zatozy¢, ze &, w rozpatrzonym zagadnieniu
moze reprezentowa¢ inne, dodatkowe odksztatcenia, to sposdb uwzglednienia
ich skutkéw metoda przemieszczen zostat przedstawiony. Bardzo podobne jest
postgpowanie przy uwzglednianiu skutkow dowolnego pochodzenia naprezen
poczatkowych a,. Przeprowadzajac to samo postepowanie przy {ey } = [B]{u}
i {o} = [ks][Bl{u} + {0y}, stwierdzimy, ze réwnanie (3.55) rozwinie si¢ do
nastgpujacego:

[K1{u} = {P(g0)} — {P(go)} — {P} = {0} (3.56)

gdzie sity weztowe wyrazajace skutek wystgpowania w obszarze elementu
skonczonego naprezen (poczatkowych) okre$la zaleznos¢ {P(g,)} =
— [ [BI" {go}dv.

Przykiad 3.3. Budowa charakterystyki cieplno-mechanicznej liniowych ele-
mentéw skonczonych

Charakterystyke dla preta o dhugosci i o statym polu przekroju poprzecz-
nego A zbudujemy przy zatozeniu, ze wystepujace mechaniczne i termiczne sity
sciskajace pret nie osiagaja wartosci krytycznych. Materiat preta opisuje staly
na dlugo$ci modut sprezystosci podtuznej E i staty wspotczynnik rozszerzalno-
Sci liniowej a. Pret ma zamurowane konce i jest obciazony podtuzna sita P,
przytozona w Srodkowym jego przekroju. Pret ponadto jest podgrzewany w taki
sposob, ze w calej jego objgtosci utrzymuje si¢ staty przyrost temperatury AT.
W celu przyblizoneg0 rozwiazania rzeczywisty pret zostal zastapiony dwoma
identycznymi, dwuwegztowymi i liniowymi elementami skonczonymi, ktorych
usytuowanie przestrzenne przedstawia rysunek 3.5. Przyjete zostaty nastepujace
oznaczenia: e = 1,2 — numery elementow, r = i, k,l — numery weztéw, przy
czym wezet k lezy w Srodkowym przekroju preta i taczy konce elementéw
skonczonych; u, przemieszczenia weztow r; PB. sily okreSlone w wezlach r.
Zadane sa: l, = x;-x, = x — x; = /2 — dtugosci elementow; A, E, a w ele-
mentach skonczonych pozostaja takie same jak w precie. Charakterystyki me-
chaniczne elementéw skonczonych identyczne jak w przypadku elementu
z przyktadu 3.1 (por. tez Tabl. Z.1 w Zataczniku).
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Rys. 3.5. Zatozenia modelowe réwnomiernie nagrzanego uktadu dwuliniowych elementow
skonczonych

Budowe przyblizonej charakterystyki cieplno-mechanicznej — nie tylko
opisanego w danych tego przyktadu — zaczynaja w pierwszym etapie kroki
zwiazane z zagadnieniem zmian temperatury rozwazanego obiektu. Poniewaz
zagadnienie przewodnictwa ciepta byto juz wielokrotnie omawiane, poniewaz
ponadto zagadnienie przewodnictwa ciepta przez ptaski trojkatny i przez czwo-
ro$cienny element skonczony oraz budowa ich charakterystyki zostaty stabli-
cowane (por. Tabl. Z.7 i Tabl. Z.10, obie w Zataczniku), to teraz i tutaj ograni-
czymy si¢ jedynie do wyliczenia potrzebnych krokow postepowania. Po podzia-
le na elementy skonczone rozpatrywanego obszaru i okre$leniu wektora tempe-
ratur weztowych beda to mianowicie:

Krok 1. Dobor funkcji ksztaltu N dla wszystkich elementéw skoriczonych (por. rownanie
3.47).

Krok 2. Okreslenie macierzy ,,sztywnosci” cieplnej H dla wszystkich elementow skon-

czonych (por. wzory 3.48b i 3.48¢c).

Krok 3. Okreslenie wektora weztowych ,,obciqzen” cieplnych P dla wszystkich elemen-
tow skonczonych (por. wzor 3.48d).

Krok 4. Okreslenie macierzy ,,sztywnosci” H zbioru wszystkich elementow skornczo-
nych, odwzorowujqcych obszar zagadnienia (por. réwnanie 3.49 izasady
podane wzorami od 3.34 do 3.38).

Krok 5. Okreslenie wektora weztowych ,,obciqzen” cieplnych Pt przyblizonego elemen-
tami skonczonymi obszaru, wprowadzenie warunkow brzegowych i wynikajqca
z tego redukcja macierzy H macierzy dodatnio okreslonej.
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Krok 6. Okreslenie wektora niewiadomych temperatur wezlowych pola temperatur

T’ W elementach skoriczonych i w obszarze (powrdt do rownania 3.47).

W przykladzie natomiast rozklad temperatur zostat zadany jako staty na

dhugosci obu elementéw skonczonych. Wobec tego — bez formalnego realizo-
wania krokéw od 1 do 6 wiemy, Ze:

wektor przyrostow temperatur weztowych pierwszego elementu skonczonego
{T}, = [AT;, AT, ]t = [1,1]°AT,
oraz dla elementu drugiego
{T}, = [ATy, AT;]¢ = [1,1]¢AT;
funkcje ksztaltu pierwszego elementu skonczonego
[N]1 = [N1g Nugl=Dxx — x/le, x = xi/le] = [(1 —x/Le), x/e],
oraz dla elementu drugiego
[N]z = [Ny, Nowl=[x1 — x/le, x — x3 /1] = [(2 —x/1e), (x/le — D];
macierze odksztatcen pierwszego elementu skonczonego
[B]y = [Byy Buxl = [-1,1],
oraz dla elementu drugiego
[B]2 = [Bai, Bax] = [-1,1];
obciazenia cieplne w weztach pierwszego elementu skonczonego (por.
wzor 3.48d)
{Pr}; = fO’E{ll[—1,1]tEa[(1 - D), ZIL1]*AT}Adx = aEAAT[-1,1]",
e e e

oraz w weztach elementu drugiego
le 1 1, .1
(Prh = [ [-111Eal(2 - ), (- = DI[1L1]'AT}Adx

= aBAAT[-1,1]5;

wektor obciazen weztowych dla preta, czyli taczny dla obu elementéw
skonczonych

{Pr} = {Pr}; + {Pr}, = aEAAT[-1,1,0]* + aEAAT[-1,1]%.

W drugim etapie postgpowania kroki od 7 do 10 dotycza wylacznie zagad-

nienia mechanicznego i identyfikuja si¢ z krokami od 1 do 4 z przyktadu 3.1.
W rezultacie otrzymujemy po tym drugim etapie macierz sztywnosci [K] ukla-
du, wektor czynnych, zewngtrznych i wewnetrznych sit weztowych {P}. Znamy
tez funkcje ksztaltu [N] i macierze odksztatcen [B] i naprgzen [S] oraz wektor
poszukiwanych przemieszczen {u}.

Powracajac do przyktadu, to dla uktadu dwuliniowych elementow skon-

czonych po tych czterech krokach drugiego etapu mamy:
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— funkcje ksztattu [N] i macierze odksztatcen [B] identyczne jak w etapie
pierwszym cieplnym;

— wektor przemieszczeh weztowych {u} = [w;, ug, 1;]¢ (po uwzglednieniu
warunkoéw brzegowych {u} = [0,uy, 0]%);

— wektor sit weztowych {P} = [P, Py, P;]* (po uwzglednieniu warunkow
brzegowych {P} = (R;, P,R;)! , gdzie R;i R; sa nieznanymi reakcjami
w weztach i oraz |);

— macierz sztywnosci [K] o elementach

EA EA

% ke =—"7"ku=0,

ki = L

EA

EA EA
kij = =1 ke =27k = =7
e e e

EA EA
ki =0,kye == ky =~
e e

Etap trzeci, cieplno-mechaniczny wyprzedzi¢ musi rozwigzanie uktadu
rownan (3.55) wzgledem wektora przemieszczen weztowych, tj. obliczenie
wartosci elementow tego wektora, co polega na przeprowadzeniu dziatan

fu} = [KI7'({P} + {P(eo)}) = [K]I*({P} + {Pr})) (a)

W rozpatrywanym przyktadzie uktad réwnan (3.55) przyjat posta¢ uktadu
nastgpujacych trzech réwnan:

uk% = R, — aEA AT,
2u =P, (b)
uk% = R, + aEA AT
Dziatania (a) na uktadzie (b) prowadza natomiast do rezultatu:
g =%, Ry = —% + aBAAT, R, = — = — aEA AT ©)

ktére pozwalaja zakonczy¢ budowe charakterystyki uktadu, do czego potrzebne
sa trzy ostatnie kroki.

Krok 11. Okreslenie funkcji przemieszczen cieplno-mechanicznych w elementach skoz-
czonych (w = [N]{u}) i ukladzie.



Metoda elementow skoriczonych 87

Krok 12. Okreslenie funkcji odksztalcen cieplno-mechanicznych w elementach skonczo-

nych ({e} = [Bl{u}) i ukladzie.

Krok 13. Okreslenie funkcji naprezen cieplno-mechanicznych w elementach skonczo-

nych ({o} = [k, ][Bl{u}) i ukfadzie.

We wszystkich krokach {u} = [K]"1({P} + {PT}).
Na podstawie rozwiazania (c) w naszym przykladzie po tych ostatnich
trzech krokach otrzymamy dla pierwszego elementu skonczonego

_(x _ Ug _ Uk
wy = (Z)uk'gl = Z'Gl =F (Z_ aAT)

oraz dla elementu drugiego

Wy, = [(Zl;ex)]uk,sz = —1;—:,02 = E(—ﬂ—aAT).

Algorytm rozwigzania metoda przemieszczen MES

Pelna procedura rozwiazania obejmuje:

— wybor modelu nominalnego rzeczywistego obiektu (np. przestrzenne con-
tinuum sprezyste, powltoki i gruboscienne rury, dwuwymiarowe i 0siowo-
symetryczne plyty i tarcze, ramy, kratownice i prety pryzmatyczne),

— mozliwie doktadna idealizacje¢ geometryczna modelu nominalnego za po-
moca elementdéw skonczonych,

— wybor lub okreslenie charakterystyki zastosowanych rodzajow elementoéw
skonczonych z uwzglednieniem potrzeb ewentualnej idealizacji rozktadu
wlasnosci fizycznych,

— okreslenie charakterystyki calosci przyjetego modelu (model matematycz-
ny) zgodnie z przyjetymi podzbiorami przemieszczen i podzbiorami ich
wymuszen oraz dyskretyzacje czynnych obciazen zewngtrznych (wymu-
szen),

— redukcjg uktadu rownan rownowagi z punktu widzenia wystepujacych wa-
runkow brzegowych; ciagtosci czy symetrii,

— rozwiazanie zredukowanego uktadu réwnan rownowagi wzgledem zmien-
nych niezaleznych (przemieszczen),

— okre$lenie z pomoca wczesniej wyeliminowanych réwnan na podstawie
wyznaczonych zmiennych niezaleznych innych niewiadomych wielkosci
(reakcji oraz weztowych przemieszczen i sit zaleznych),

— okreslenie (i ew. retransformacja wzgledem przyjetych uktadow wspot-
rzgdnych) pol przemieszczen, odksztatcen i naprgzen wewnatrz elementow
skoficzonych, okreslenie (z wizualizacja) pol przemieszczen, odksztalcen
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i napr¢zen (wraz z ich wielkosciami pochodnymi) w catym (lub wskaza-
nym) obszarze modelu z uwzglednieniem kompensacji ewentualnych ano-
malii tych wielko$ci.

Idee tej procedury ilustruje schemat przedstawiony na rysunku 3.6. W ty-
powym przypadku postgpowanie sprowadzi¢ mozna do blokoéw operacyjnych
oznaczonych symbolami od B1 do B7.

Pierwszy blok (B1) dotyczy operacji przygotowania danych podstawowych
oraz ich przetworzenia na uzytek dalszej procedury. Powinien zawiera¢ czynno-
$ci wymagane do realizacji rozwigzania, a mianowicie czynnosci takie jak:

— wybor globalnego uktadu wspotrzednych {y} po ustaleniu modelu nomi-
nalnego;

— wybor rodzaju, liczby i sposobu numeracji elementéw skonczonych, okre-
$lenie potozenia lokalnych uktadow wspotrzednych {x} i ich orientacji
wzgledem uktadu globalnego, ustalenie liczby, sposobu numeracji i wspot-
rz¢dnych weztéw poszczegolnych elementéw skonczonych (siatki podzialu
modelu), dobor funkcji ksztattu, ustalenie danych materialowych i postaci
macierzy sprezystosci, przyjecie zatozen co do stanu poczatkowego mate-
riatu elementéw skonczonych, przyjecie zatozen co do stanu czynnikow
zewnetrznych, okreslenie i uporzadkowanie zbioréw sit weztowych w od-
niesieniu do elementéw skonczonych i odwzorowywanego nimi obiektu,
ustalenie zatozen co do warunkéw brzegowych i warunkow ciaglosci lub
symetrii, uporzadkowanie zbioro6w przemieszczen, sit oraz podmacierzy
masy tlumienia i sztywnosci, ustalenie ekonomicznego systemu zapamig-
tywania (zapisywania), wielokrotnego wykorzystywania i przetwarzania
tak otrzymanych danych oraz systemu sterowania operacjami numerycz-
nymi.

W zalezno$ci od mozliwo$ci technicznych (wielkosci i rodzaju eksploato-
wanych maszyn cyfrowych) czynnos$ci te moga by¢ wykonane r¢cznie, potau-
tomatycznie (np. reczne przygotowanie danych podstawowych iich przetwo-
rzenie maszynowe) lub automatycznie (na podstawie niezbednych zatozen np.
przy tworzeniu systemem CAD siatki elementow skonczonych). Czynnikiem
nadrzednym (kryterium) postepowania na tym etapie procedury pozostaje mak-
symalne zblizenie modelu do jego pierwowzoru (rzeczywistego obiektu) oraz
optymalna ekonomika obliczen.

Z punktu widzenia potrzeb metody przemieszczen nastepne bloki (od B2
do B5) obejmowa¢ beda operacje na macierzach sztywnosci elementéw skon-
czonych i macierzy sztywnosci rozwazanego modelu nominalnego. Blok B2
zawiera obliczenia wspotczynnikow masy, ttumienia i sztywnosci elementow
skonczonych na podstawie wynikowych danych bloku B1 oraz tworzenie ma-
cierzy sztywnosci i jej podzbiorow sztywnosci wedtug sekwencji zastosowane-
go porzadku numeracji weztow 1 numeracji podzbiorow wyrdznionych wielko-
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sci weztowych. Sa to czynnosci powtarzalne zaleznie od liczby i rodzaju przyje-
tych elementow skonczonych lub postaci funkcji ksztattu. W szczegoélnych
przypadkach potrzeby tworzenia elementow skonczonych wyzszego rodzaju
(np. z elementdéw podstawowych) w bloku tym moga si¢ znalez¢é operacje su-
perpozycji i przeksztatcenia charakterystyk (odpowiedniki operacji nastepnego
bloku B3). Blok B3 obejmuje sumowanie macierzy sztywnosci elementow
skonczonych w sposob uzalezniony od przyporzadkowania numeréw weztéw
numerom elementoéw skonczonych. Z tak obliczonej macierzy sztywnosci nale-
zy w nastgpnym bloku (B4) wydzieli¢ pod macierze odpowiadajace podzbio-
rom przemieszczen i sit weztowych. Wynik tego etapu operacji musi prowadzi¢
do ustalenia sktadowych podmacierzy wedtug powyzej przedstawionych idei.

[ . | =
9 o) =[R " (BT 7
: )

Rys. 3.6. Schemat algorytmu zastosowania i przebiegu rozwiazania metody przemieszczen

Wiasciwe rozwiazanie podjetego zagadnienia nastgpuje w bloku B5, ktore-
go dziatania polegaja (por. wzor (3.66)) na:
— ustaleniu zredukowanych czynnych sit weztowych {Ry,},
— odwroceniu macierzy [Kpy ],
— obliczeniu poszukiwanych niezaleznych przemieszczen weztowych {u,}.
Rozwiazanie zadania zamykaja obliczenia warto$ci i rozktadow wielkosci za-
leznych od obliczonych przemieszczen. Prowadzace do tego operacje ujgto w blo-
kach B6 i B7. Blok B6 obejmuje ostateczne okreslenie podzbiorow biernych sit
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weztowych. W miarg potrzeby blok ten moze zawiera¢ obliczenia sktadowych sit
wezlowych w dowolnych weztach dowolnych elementoéw skonczonych. Ostatni
blok obliczen (B7) ma na celu wyznaczenie przemieszczen, odksztalcen i napr¢zen
w punktach elementéw skonczonych i modelowanego nimi obiektu. Moze tez za-
wiera¢ numeryczne procedury wizualizacji uzyskanych wynikow.

W schemacie procedury (Rys. 3.6) naniesiono dodatkowo dwie petle ope-
racyjne, ktorych uzycie jest albo niezbedne, albo potrzebne przy wielowarian-
towym rozwigzywaniu postawionego zagadnienia. Gdy wynik rozwigzania
wymaga usci§lenia (np. w obszarach wysokich gradientéw przemieszczen lub
napregzen), wowczas niezbedne jest uzycie petli P;. Nastgpuje to po korekcie
(najczesciej zageszezeniu) liczby elementéw skonczonych. Moze by¢ ona takze
uzyta jako operator sterujacy na przyktad wybieraniem wariantow danych. Petla
P, stuzy¢ moze np. wielokrotnym rozwiazaniom danego problemu w r6znych
wariantach obciazen zewngtrznych lub warunkoéw brzegowych.

Przykitad 3.4. Zagadnienie statyki Zurawika przysciennego

Model nominalny zurawika, czyli ptaska kratownicg¢ przegubowa przed-
stawia rysunek 3.7a.

Postawione zagadnienie polega¢ bedzie na wyznaczeniu sit wewnetrznych
w pretach kratownicy, zewngtrznych sit biernych (reakcji w podporach kratow-
nicy) i przemieszczen jej przegubow dla zadanej geometrii, materialu pretow
i udzwigu zurawika. Zaktada si¢ przy tym, ze wartosci Sciskajacych sit we-
wnetrznych w pretach kratownicy nie osiagaja stanu krytycznego. Dane zadania
(por. Rys. Rys. 3.7a, 3.7b i 3.7¢): dtugosci pretow 1, = I, = [, I3 = \/21; prze-
kroje poprzeczne pretow F; = F, = F, F; = \/2F; modut sprezystosci liniowej
materiatow pretow E; = E, = E; = E; udzwig zurawika wyrazony pionowa
sifa G, skierowana ku dotowi i przylozona do swobodnego przegubu; prze-
mieszczenia przegubow podpartych u;; = uy; = uq, = 0. Wielkosci poszuki-
wane: pretowe sity wewnetrzne P, P,, P interpretowane jako sity dziatajace
wzdtluz osi odpowiednich pretow; bierne (rekcje podpor) sily zewngtrzne
R11,R51, Ry3; przemieszczenia przegubow Uy, Uqs, Uss.

Rozwiazanie przebiegaé bedzie w kilku etapach.

Etap 1. Zdefiniowanie modelu dyskretnego kratownicy i wybér globalnego ukiadu
wspotrzednych (w algorytmie MES blok B1)

Model dyskretny zurawika jest identyczny z jego modelem nominalnym,
albowiem elementami skonczonymi pozostaé moga jego prety (na Rys. 3.7b
oznaczone obwiedzionymi i pogrubionymi liczbami 1, 2 i 3), weztami zas ich
przeguby (na tym samym rysunku oznaczone liczbami 1, 2 i 3). Oznacza to, ze
bedziemy mie¢ do czynienia z trzema liniowymi elementami skonczonymi
0 dwu weztach (o omawianych juz charakterystykach, a takze dostgpnych
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w bibliotece charakterystyk elementow skonczonych — por. Tabl. Z.1 w Zatacz-
niku), z ktorych kazdy jest odmiennie, ale w znany sposob usytuowany wzgle-
dem siebie. To drugie z kolei wymusza, juz na tym etapie postgpowania, wybor
wspolnego, globalnego uktadu wspotrzednych, ktory arbitralnie powigzany
zostat (por. Rys. 3.7b) z przegubem (wgztem) 2.

a)

P A
| ulP | un(Py
e

1 (3 3
®@

Rys. 3.7. Konstrukcja zurawika i jego model nominalny (a,b), prety zurawika zastapione li-
niowymi elementami skoficzonymi (C), zatozenia transformacji charakterystyk ele-
mentow skonczonych (d)

Etap 2. Okreslenie charakterystyk elementow skoriczonych i ich réwnan stanu w global-
nym ukladzie wspotrzednych (B2)

W tym celu — po pierwsze — nalezy uzupetni¢ dane zadania i przyjac, ze
wszystkie elementy skoficzone pozostaja w stanie naturalnym i nie sa inaczej,
niz to przyjgto, zewnetrznie obciazone, czyli, ze:

{P(g0)} = {P(op)} = {P(9)} = {P(0)} = {Q} = {0}.
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Ze wzgledu na réznorodne ustawienie pretow wzgledem osi przyjetego
wspolnego (globalnego) uktadu wspotrzednych, zachodzi potrzeba transforma-
cji charakterystyki naszych elementow liniowych, ktora podaje np. tablica Z.1
w Zataczniku:

Kl == 1]’

gdzie indeks m wskazuje numer elementu, a indeks x — lokalny uktad wspotrzed-
nych, w tym przypadku jednoosiowy (0x;). Gdyby te elementy liniowe opisac,
nie zmieniajac potozenia osi Oxi, w prostokatnym uktadzie wspotrzednych lokal-
nych (0,xy,x;), to mielibySmy: {x} = [x1,0]%, {u,}x = [wsr, 0]%, {B-}x = [Pyr, 0]5,
r=1k.

Transformata koniecznego przeksztalcenia w rozpatrywanym, ptaskim
przypadku (por. Rys. Rys. 3.7¢ i 3.7d) ma postac:

(T,] = [cos o, —Ssina,
] =

sina,, cosa, |’

Przej$cie do globalnego dwuosiowego, prostokatnego uktadu wspotrzed-
nych (0,y,,y,) polega, zatem na wykonaniu na przemieszczeniach i sitach
wezta elementu liniowego nastepujacych operacji:

m .

{ulr} _ [cosam  —sinay, {ulr}m _ {C‘_)S am} w)m

Uzr)y, sina,, cosa,, 0J, sinay, J \1r/xo
m .

P )™ _ [cosay, —sinay, {Plr}m _ {cgs am} (P, )™

P,, y sina,, cosa,, 0/, sina,, JV 1r/x -

W rezultacie dla dwuweztowego liniowego elementu skonczonego mamy:

up\™
{uu}m_ cosa,, Ssina,, 0 0 Uy
Uik), 0 0 cosa,, Ssinay,|)uik( ’
u
2k
Pi\™  [cosay, 0
Py _ [sinan 0 PO™
Py 0 COS Ay | (Prg),
Py y 0 sin a,,

Innymi stowy, nast¢puje w ten sposob (por. Rys. 3.7d) rozktad wektorow
przemieszczen i sit weztowych na ich sktadowe w nowym uktadzie wspotrzednych.
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Natomiast jego charakterystyka (macierz sztywnos$ci) po takiej transforma-
cji przeksztalci si¢ do ogdlnej postaci:

COS Uy, 0
(K" = EmFm | SIN @y 0 [ 1 —1] cosa,, Sina,, 0 . 0 _
y Im 0 cosapy|l-1 1 0 0 cosa,, Ssina,,
0 sina,,
cos?ay, sin a,,, cos a,, —cos?a,, —sin a,, €os a,y,
_ EmPFn | SIN @y €OS ap sin? a,,, —sin a,, cos a,, —sin? a,,
b —cos?a,, —sin a,, cos a,, cos?a,, sin a,,, cos a,,
. . 2 . . 2
—sin a,, cos a,y, —sin? a,, sin a,,, cos a,y, sin? a,y,

Macierz sztywnosci elementu 1 z tego wyrazenia otrzymamy po podsta-
wieniu: m = 1, @y = m/2 oraz E;F; /l = EF /1. Wtedy otrzyma sig:

0 0 0 O

(1 _EF|I0 1 0 -1
[K]V_To 0 0 of

0 -1 0 1

W zwiazku z tym (i po uwzglednieniu numeréw weztéw i =1, k = 2)
réwnanie statycznego stanu tego elementu przyjmie postac:

Py ! 0 0 0 O07/(u*
Ppy( _EF|0O 1 0 —1|)U21
Po( 10 0 0 0])Ur
P22 y 0O -1 0 1 Uz y

Postgpujac podobnie, uzyskamy roéwnanie stanu elementu 2 (m = 2,
a, = T[/4‘, E2F2/l2 = EF/l, i= 2, k= 3):

Py 2 Ug2) 2 1 1 -1 —1](u%12)?
Parl g dteel _erf 1 1 -1 1))z
Py, Y )uq3 20)—-1 -1 1 1|) U3
P,, y Uzs )/, -1 -1 1 1 1\U23/,

oraz dlaelementu3(m =3, a3 =0, EsF;/l; = EF/l,i =1,k = 3):

Pyq 3 Usp) 3 1 0 -1 0](uz)?
Py (K13 Uz _EF|0 0 0 0])U22
Py, Ylus( " 20]-1 0 1 0f)uas
P,, y Uz3 y 0 0 0 01\Uzxs y
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Uwzglednienie warunkow zgodno$ci przemieszczen weziow, tj.:
1 1

{un} _ {un} _ {u11}3 {u12} _ {u12} _ {u12}
Uz Uz Uzq Uz Uz Uz

)
y y y

2 2

{utg} - {utg}y - {uts}

pozwala na nastgpujace przeksztalcenia charakterystyk elementow:

3

) )
y y

{PI = [K*|]TH{u}y, m =123,
gdzie {u}, = [un,u21,u12,u22,u13,u23]§,,
{P}; = ([P11»P21»P12»P22»P13»P23]§7)t,
{P}y = ([0'0' P12,P22,P13'P23]32/)t.

t
{P}; = ([Plli P21l 0'01 P13I P23]33/) )

0 0 0 0 0 0
0 2 0 -2 0 0
.1 _EF[0 0 0 0 0 0
[K]y_zzo—zo 2 0 of
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O
00 0 O 0 O
00 0 0 0 0
a2 _EF[0 0 1 1 -1 -1
Kh=%o 0 1 1 -1 -1
00 -1 -1 1 1
00 -1 -1 1 1
2 00 0 -2 0
0 00 0 O O
.3 _EF[0 0 0 0 0 0
[K]y_zzo 0 00 0 oOf
-2 0 0 0 2 0
0 00 0 O O

Etap 3. Okreslenie charakterystyki i rownania stanu kratownicy (B3)
Zbior weztowych sit zewnetrznych dzialajacych na kratownicg mozna
przedstawi¢ w ogodlnej postaci:

{é}y = [@11; @21; @12; (_?22; (_?13; (_?23]t-
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Sity te konkretyzuja si¢ po wprowadzeniu danych zadania (por. Rys. 3.7b)
i sprowadzaja powyzszy zbidr do nastgpujacej postaci:

{é}y = [Rlll R211R12' 0;0; _G]t

Réwnanie statycznej rdownowagi kratownicy przedstawia nastgpujaca za-
leznosé¢:

{P}y + (P} +{P}} = {Q},.

Zaleznos$¢ ta, po wstawieniu wyprowadzonych wyzej charakterystyk ele-
mentow skonczonych, czyli zwiazkéw wewnetrznych sit weztowych z wezto-
wymi przemieszczeniami, przeksztalca si¢ do opisujacej charakterystyke kra-
townicy (jej dyskretnego modelu) formuty:

[E]y{u}y = {Q}y

2 0 0 0 -2 07 (Y11 Ry1

0 2 0 -2 0 O0f]uxa Ry,

EF[ 0 0 1 1 -1 —1{)Juz2| _ JRy,
20l 0 =2 1 3 -1 -—1||U22( ] O
-2 0o -1 -1 3 1] U3 0
0 0o -1 -1 1 14 \uz3 -G

Warto zauwazy¢, ze w tym rownaniu stanu regula jest takze sumowanie sig
macierzy sztywnos$ci w nastgpujacym sensie:

[?]y = [K*]5 + [K*]3 + [K*]5 == 1 3 -1 1l

0 -1 -1 3 1
0 0 -1 -1 1 1

Etap 4. Rozwiqzanie zadania wzgledem niewiadomych przemieszczen (B4, B5)
W tej czesci dokonac nalezy:

— redukcji otrzymanego w etapie 3 uktadu rownan, majacej na celu uwzgled-
nienie warunkow brzegowych zadania;

— rozwiazania zredukowanego uktadu rownan wzgledem przemieszczen;

— na podstawie wyznaczonych przemieszczen okreslenia sit biernych, wyra-
zonych na poczatku wyrugowanymi z rozpatrywanego uktadu réwnaniami.
Opierajac sie na danych zadania, zbior przemieszczen wygodnie jest po-

dzielic na podzbiory: {ug} = [u11, Uz1,Us2]" = {0}, {(un} = [Us2, Us3, Uz3]"
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Pierwszy podzbior (zerowych przemieszczen) okresla warunki brzegowe, drugi
za$ zmienne niezalezne zadania. Z tego podziatu wynika odpowiedni podzial
zewnetrznych sit weztowych: {Qq} = [R11, R21, R12]% {Q} = [0,0,—G]¢ oraz
macierzy sztywnosci kratownicy:

], = | Kool [Konl
g [Eoo]t [Enn],
gdzie
__Eono__EFo—zo _EF3_1_1
(Kool =510 2 O] [Ken] =5 -2 0 0|, [Km]=5]-1 3 1
0 0 1 1 -1 -1 -1 1 1

Zredukowany uktad rownan rownowagi

[Knn[{un} = {Q,}

przyjmie posta¢ szczegdtowa

oF 3 =1 —-17(U22 0
el -1 3 1 [{U13¢=19 0 ¢
-1 1 1 1\Uz3 -G

poszukiwane za$ reakcje okreslaja wyeliminowane roOwnania, tj. zaleznosci:
_ _ Ri1 oF 0 -2 01](U22

{Qo} = [Konl{un} lub {R21¢ = BTl -2 0 0 [{%13.

R1 2 1 -1 —11\Uzs3

Rozwiazujac zredukowany uktad réwnan, otrzyma si¢ poszukiwane przemiesz-

czenia:
Uzz B _ [0 1o -1,
{un} = {u13 = [Knn]_l{Qn} = E[O 1 —11{ 0 } = I 1 }E
Uz3 1 -1 41\-¢G —4

oraz , na ich podstawie, takze nieznane reakcje podpor kratownicy:

Riy) [0 -2 0][L 0 1](0 -1
Ruf=2]-2 0 o0ff0 1 =-1]§0¢={1¢(G
Ry, 1 -1 -l -1 4ll-g 1
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Etap 5. Okreslenie pretowych sit wewnetrznych (B6)

Problem ten sprowadza si¢ do okreslenia weztowych sit poszczegolnych
elementow skonczonych i retransformacji tego zbioru do lokalnego uktadu wspot-
rz¢dnych tych elementéw. Na podstawie wyznaczonych przemieszczen mamy:

l Gl
([u11, Uz1, Us2, uz,]5) = oF [0,0,0, 1],
([ug1, Uzz ug3, u ]2)1=G—l[0 -1,1,—4]¢
11, U22, U13, Up3ly =710, —11, )

Gl
([wr1, U1, wr3,uz3]5) = E[O,O,L —4]*.

Podstawienie tego wyniku do wyrazen opisujacych charakterystyke elementow
skonczonych prowadzi odpowiednio do:

Piq ! 0O 0 0 O 0 0
Py _ .10 1 0 —-1])0(_)1
P, =6 0 0 0 O o )o G,
P,, y 0 -1 0 1 -1 -1
Pi2\? 1 1 -1 -1](0 1
Py 1 1 1 -1 -1])-1(_) 1
Py3 =201 2101 1 1 (7)1 (@
P, y -1 -1 1 1 —4 -1
P;1\? 1 0 -1 0](0 -1
P _ 0O 0 0 O o(_)O0
Py =G -1 0 1 ofl)o( )1 G
P, y 0 0 0 o0l\-4 0
Retransformacja tych sit przeprowadzona w mysl operacji
Pi\™
{Pn}m _ [cos a, sina,, 0 . 0 Py; m=123
Piy), 0 0 cos @y, Sina,] | Pk
P/,

daje ostateczny wynik:
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0

oy =ed 39 S8 t=(FYe
2 1_1

G =l 10 N L t=ve e
o

3 —
(bl =ely § 0 oY t={Te
0

lub w mys$l przyjetej w tablicy Z.1 z Zalacznika definicji sit weztowych: P; =
G, P, = —21/2G, P; = G, gdzie wartosci dodatnie oznaczaja rozciaganie, ujem-
ne za$ $ciskanie pretow.

Gdyby to byto celem zadania, to nastgpnym etapem rozwiazania (B6) by-
toby oznaczenie naprezen i odksztalcen w przekrojach pretow. Postepowanie
w tym kierunku objgloby w pierwszym kroku transformacje podzbioréw otrzy-
manych weztowych przemieszczen do lokalnych uktadéw wspoétrzednych po-
szczegolnych elementow, a nastgpnie na podstawie tak przeksztalconych warto-
Sci przemieszczen objeloby oznaczenie odksztalcen inaprezen. W bardziej
skomplikowanych zagadnieniach wystepuje ponadto etap wizualizacji otrzyma-
nych wynikow. W tym zadaniu wizualizacja mozna by bylo obja¢, wywotane
zewnetrznym obciazeniem, zmiany potozenia weztow i mogiby to by¢ rysunek
odksztatconej geometrii zurawika.

Przedstawione zadanie, ograniczone np. do zagadnienia oznaczania ze-
wnetrznych sit biernych i sit wewnetrznych w pretach zurawika, ma — oczywi-
scie — krotsze, nie wymagajace dyskretyzacji modelu nominalnego rozwiazanie
mechaniki technicznej (w zakresie statyki ptaskich kratownic). Jest ono dydak-
tycznym wzorem zadan bardziej rozwinigtych, w tym zadan okre$lania pol
przemieszczen weztow, w ktdrych niska pracochtonno$é komputerowa usuwa
z kregu konkurencji tradycyjne i klasyczne metody.

W rozwigzaniu przedstawionego zadania pominigto objasnianie elementar-
nej algebry macierzowej, w tym np. mozliwosci i zasady odwracania macierzy.
Wszystko to, co w tym zadaniu wymagato wiedzy z algebry, ograniczylo si¢ do
umiejetnosci rozwiazywania trzech roéwnan algebraicznych z trzema niewiado-
mymi.
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Przykiad 3.5. Zagadnienie wyboczenia zginanego i sciskanego smuklego preta
pryzmatycznego (cd)

Bedzie to kontynuacja przyktadu 3.2, w tej czgsci ilustrujaca sposob formu-
fowania warunku stateczno$ci belki, rdGwnania charakterystycznego oraz sposob
okreslania sity krytycznej. Z przyktadu 3.2 przeniesione zostaja potrzebne zato-
zenia (m.in. wektor przemieszczen weztowych {u} = [u;, @;, Uy, @k ]t) 1 wyniki
zastosowania metody przemieszczen MES w zagadnieniu, czyli wyprowadzone
tam warunki statecznosci (d), (d1) i definicje macierzy (cl), (c2). Do tego ko-
nieczne jest skonstatowanie na wstgpie postaci macierzy [K] i [K], okreslonych
w tablicy Z.4 (w Zataczniku), odpowiednich dla przyjetego typu elementu skon-
czonego. Postaci tych macierze konkretyzuja warunek (d) w nastepujacy sposob:

6 6 31 30
257 | 31 212 412 3l .
¢ |-6 -3 6 —31 T —31 Z3 36 3| |Meveueed ={0} (d)

31 12 =31 202 =12 =31 42

Warunki brzegowe u; = 0 i ¢; = 0 redukuja uktad rownan (a) do dwu réwnan
zwiazanych z weztem k:

Z15, S-212 ) tweed = © (b)

Dopiero z roéwnania (b) mozemy wywie$¢ warunek (d1). Jesli zatem pomocni-
czo wprowadzimy niewiadoma A’ = A1?/60E], to warunek ten przyjmie po-
stac:

6—361 =343

det| 34310 202 — 4120

| = 0,tub 45(1)? — 262 +1=0 (c)
Rownanie charakterystyczne (c) speiniaja pierwiastki A3 = 6,1/90 i A, =
45,9/90, z ktérych mniejszy wskazuje poszukiwana site krytyczna

60E]
or = Akr = A = A= 12 40
Teoretyczna warto$¢ sily krytycznej dla rozwazanego przypadku smuklego

preta wynosi Py, = n?EJ /1? ~ 9,8596.
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Przykitad 3.6. Czestosci drgan wlasnych podtuinych rozciqganego preta pry-
zmatycznego

[lustrujac rozwiazanie zagadnienia drgan wilasnych uzyjemy raz jeszcze
najprostszego przyktadu rozciaganego preta pryzmatycznego i jego skutecznego
w zagadnieniach statycznych zastgpcy — dwuwezlowego elementu skonczone-
go, opisanego w wariantach na Rys. 3.8. Przyjete zostaly nastgpujace oznacze-
nia:

— wariant z Rys. 3.8 a,b e =1 — numer (i liczba) elementu, r=i,k — numery
weztow; u; = 0,u;, — przemieszczenia weztow; [ = x, —x; — dlugosé
elementu; m;, = oAl — masa skupiona w wezle k;

— wariant z Rys. 3.8 ¢,d e = 1,2 — numery obu elementow skonczonych,
r=ik,| — numery weztow, przy czym k jest wgztem wspolnym elementow;

. . , !
u; = 0, uy, u; — przemieszczenia weztow; l, = x, — x; = x; — X, = 3

— dhlugosci elementow; my, = m; = pAl, — masy skupione w weztach Kkl

Zadane w obu wariantach sa: A — jego staty na dlugosci przekroj poprzecz-
ny; E — staty na dlugo$ci modut sprezystosci podtuznej jego materiatu; p — ge-
sto$¢ tego materiatu.

Znana jest charakterystyka zastosowanego liniowego elementu skonczone-
go (por. Przyktad 3.1, Tabl. Z.1 w Zataczniku).

%y scnalf
?{ x

Rys. 3.8. Zalozenia modelowe co do roztozenia mas (Rys. Rys. a,c lub b,d) ico do liczby
elementow skonczonych (Rys. Rys. a,c) podtuznie drgajacego preta pryzmatycznego

W obu wariantach czgsto$ci drgan wilasnych w celach poréwnawczych
okreslane bgda osobno dla naturalnego przypadku masy roztozonej wzdhuz dtu-
gosci elementu skonczonego i dla przypadku masy skupionej w weztach ele-
mentu.

Podstawa obliczen sa rownania (3.40), (3.41) i kryterium (3.42).

Wariant pierwszy, przypadek masy rozloionej ([My] = 0,[Mg] # 0, Rys. 3.8a).
Z charakterystyki elementu skonczonego zapisujemy, ze
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_EAT1 -1 _pAl[2 1
[K]_T[_1 1]'[M‘1]_T1 2l

Roéwnanie (3.41) zatem ma nastgpujaca postac:

(Pl Tl ]f ) wud =

natomiast warunek brzegowy u; = 0 redukuje ten uktad do drugiego z réwnan,
a natozone na to drugie rownanie kryterium (3.42) wtedy mowi, ze

B w2l -0 ubzew = |22 =1732 |=.
l 3 pl pl

Wynik $cisty dla preta, jak w rozpatrywanym przyktadzie, to
w = 1,571,/E/pl2.

Wariant pierwszy, przypadek masy skupionej ([My] # O, [Mq] = 0, Rys. 3.8b).
W tym przypadku macierz sztywnos$ci [K] elementu skonczonego pozosta-
je bez zmian, natomiast zamienimy macierze masy [M,] na

wi-f) 3]

Notujac, ze m;, = Al wprowadzimy dodatkowe oznaczenie k = EA/L.
Identyczne jak w przypadku masy roztozonej postgpowanie zamieni nam rezul-
tat (a) na nastepujacy

B4 w2pAl = 0,albo k — w*my, = 0,0raz 7e @ = /iz lub w = /L (b)
l pl my

co dla tego przypadku (sprezyny o podatnosci k z podwieszona masa m) jest
wynikiem $cistym.

Wariant drugi, przypadek masy roztoionej ([M,] = 0,[M,] # 0, Rys. 3.8c).

Charakterystyki obu elementow skonczonych w tym przypadku sa iden-
tyczne, lecz teraz pierwszym zadaniem jest utworzenie charakterystyki uktadu
dwu elementéw. Zsumowanie tych charakterystyk przynosi macierze sztywno-
$ci i masy tego ukladu i zmienia rownanie (3.41) w nastepujacy sposob:

4 1 -1 0 " 2 1 0
(l— [—1 2 —1] — w? %[1 4 1] [w, up, u,] = {0})
‘lo -1 1 0 1 2
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a po wprowadzeniu warunku brzegowego u; = 0 do postaci koncowe;j:

T R IO R

Po oznaczeniu é = w? pAl%/6E kryterium (3.42) mozna zapisa¢ jako war-
to$¢ wyznacznika

2-48 —1-¢

_ . ’ . 2 —
C1-¢ 1-2¢7 0, lub jako réwnanie 7§ 108 +1 =0 )

det|
z pierwiastkami &, = 0,11 ¢é, = 1,32. To oznacza, ze rozpatrywany uktad dwu
elementéw skonczonych ma dwie czestosci drgan wtasnych

1 E % E
_ (6EYe G _ )
w, = (pTle) = 0,806 !lj_e = 1,612 pT,

1
2

1
2

N|R

1 E E
_ (66 )z _ G _ )
Wy = (QAle) ~ 2,815 2 = 5,630 -2

Wariant drugi, przypadek masy skupionej ([Mo] # 0,[Mq] = 0, Rys. 3.8d).
Macierz masy w tym przypadku bedzie odpowiada¢ zatozeniu o skupieniu
masy w weztach k i j, mamy wiec teraz:

0 O 0
0 0 my

Po zanotowaniu, ze m, =m; =m, = pAl,, o0znaczeniu k,=EA/l,
i § =w?m,/k,, oraz po przeprowadzonych jak w poprzedzajacym przypadku
przeksztatceniach dojdziemy do kryterium (3.42) w nastepujacej postaci:

2-% -1 _
det| _1 1—§|_0
a w konsekwencji do rownania
€2 —-3t+1=0 (d)

z pierwiastkami &, = 0,382 i &, = 2,618. Otrzymujemy stad, ze

1

w, == 0,618 (:1_)2 w, == 1,618 (T’;—)E
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Przyklad 3.7. Czestosci drgan wlasnych zginanego preta pryzmatycznego

Dodatkowo ilustrujac rozwiazanie zagadnienia drgan wlasnych uzyjemy
przyktadu zginanego preta pryzmatycznego (belki) i modelujacego go — dwu-
weztowego, z czterema wielkosciami weztowymi elementu skonczonego, opi-
sanego w wariantach na Rys. 3.9. W tym przyktadzie przyjete zostaty nastgpu-
jace oznaczenia:

— wariant z rysunku 3.9 a,b e = 1— numer (i liczba) elementu, r = i, k — nu-
mery weztow; uy; = 0, ¢; = 0, Uy, 9 — weztowe przemieszczenia i Katy
ugiecia; | = x;, —x; - dlugo$¢ elementu; my, = oAl — masa skupiona
w wezle k;

— wariant z rysunku 3.9 ¢,d e =1,2 — numery obu elementéw skonczo-
nych, r =i,k,l — numery wezidow, przyczym k jest weztem wspdlnym
elementow; u,; = 0,9; = 0,Uyy, Pk, Uy = 0,90, = 0 — wezlowe prze-
mieszczenia i katy ugiecia; [, = x, —x; = X; — X = é— dhugosci elemen-
tow; m; = pAl — masa skupiona w wezle k.

Zadane w obu wariantach sa: A — jego staty na dlugosci przekroj poprzecz-
ny elementow; | — staly na dlugosci elementow skonczonych osiowy moment
bezwtadnosci ich przekroju o wektorze prostopadtym do plaszczyzny Ox;x,; E
— staly na dlugosci modut sprezystosci podtuznej materialu elementéow skon-
czonych; p — gestos$¢ tego materiatu.

Znana jest charakterystyka zastosowanego elementu skonczonego (por. Przy-
ktad 3.2, Tabl. Z.4 w Zataczniku), w tym znane sa macierze sztywnosci i masy.

W obu wariantach czgstosci drgan wiasnych w celach poréwnawczych okre-
slane zostana osobno dla naturalnego przypadku masy roztozonej wzdtuz dtugosci
elementu skonczonego i dla przypadku masy skupionej w weztach elementu.

Podstawa obliczen sa rownania (3.40), (3.41) i kryterium (3.42). Przyktad ten
podstawa obliczen, ich przebiegiem i wariantami zatoZen jest uderzajaco podobny
do przyktadu 3.6. Jednak dotyczy drgan gigtnych, poprzecznych, do opisu kto-
rych potrzebne sa elementy skonczone o bardziej ztozonych charakterystykach.
Nie beda zatem powtarzane wyprowadzenia rownan charakterystycznych, beda
natomiast zestawione koncowe postaci rOwnan z rozwigzaniami.

Wariant pierwszy, przypadek masy rozlozonej ([My] = 0,[M,] # 0, rys. 3.9a)
Réwnanie charakterystyczne:

6 — 1568, —31+ 22I¢
—31 42218, 212 —412%¢

pAl*

det .
840E]

= 0 lub 14082 — 204¢ + 3 = 0, gdzie § = w?

Czgstosci drgan wilasnych:

© _ 3,533 [EJ © _ 3481 [EJ
17 12 Jpa’ 727 1z |pa
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natomiast warto$¢ teoretyczna wynosi w = 3,52/1% \/(E]/pA).

Wariant pierwszy, przypadek masy skupionej ([M,] # 0, [M,] = 0, Rys. 3.9b)
Réwnanie charakterystyczne:

6—-% -3l
det =0lub28—-3=0
-3, 22 ub 28 '
4
gdzie & = w? %. Czgstos¢ drgan whasnych (wynik zgodny ze $cistym):
_ 1732 [E]
BT pA’

Wariant drugi, przypadek masy rozloZonej ([Mo]=0, [Mq]#0, Rys. 3.9¢)
Roéwnanie charakterystyczne:

12 — 312¢, 0 _ . 2o
det 0, a2 —gize| = 0lub(12 — 312¢)(4l, — 81z¢) =0,
. _ 2 pAl4
gdzie E=w 8208
X, X, 3
y 11““’30/ &30 jms/nw C) T J Uk semcdt
e . ¢ £ 2 CE
Ao 1% by =z,
‘=g
% .
a// Ualsen@l) MY
4 £
2

3 4
Uy =0 Vethee=0 "y
=2 te _ de &0

2=t

Rys. 3.9. Zalozenia modelowe co do roztozenia mas (Rys. Rys. a,c lub b,d) ico do liczby
elementéw skonczonych (Rys. Rys. a,c) gigtnie drgajacego preta pryzmatycznego

Czgsto$ci drgan wiasnych:

[

: £z
w, = 81,976(”l+),

(54)

1z’

wy = 7,190

natomiast wartos¢ teoretyczna z powodu istotnych réznic modelowych odbiega

od otrzymanego wyniku i wynosi w; = 22,37/1% /(E]/pA).
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Wariant drugi, przypadek masy skupionej ([M,] # 0,[M,] = 0, Rys. 3.9d)
Roéwnanie charakterystyczne:

det|12 7% 0 = 0 lub 12 — 2¢ = 0, gdzie & = "
0, 412 = uedues =5
Czestos¢ drgan wilasnych:
1 1 1
EJ\2 EJ\2 EJ\z
_ (125})% _ (GQ_A)Z —4 (6Q_A)2 — 9798 (Q_A)z
myl3 12 12 ’ 12

i jest to wynik odbiegajacy z podobnych powoddéw od teoretycznego.

Zagadnienia praktyczne rozwigzan metoda przemieszczen MES
Uwzglednianie warunkow brzegowych

Zbiodr przemieszczen punktoOw rozpatrywanego continuum materialnego
mozna uporzadkowaé wedlug warunkow brzegowych nastepujaco

{u} = [{uod {up } (uzd (un}] (3.57)

gdzie {uy} = {0} to podzbiér przemieszczen zerowych (danych z warunkow
podparcia continuum lub z warunkow jego symetrii), {up} — podzbiér prze-
mieszczen niezerowych (danych lub zalozonych przy zachodzeniu w rozpatry-
wanym przypadku kinematycznego wymuszenia stanu naprgzen), {u,} — pod-
zbidr przemieszczen zaleznych (wynikajacych np. z warunkow ciaglosci przy
celowych podziatach obszaru continuum lub ze wzajemnego oddzialywania
roéznych obiektow fizycznych modelowanych jako continuum), {u,} — podzbior
przemieszczen niezaleznych (glownych niewiadomych problemu).

Sposob, uwzglednienia warunkow brzegowych funkcji przemieszczen
W ilustracyjnie dostatecznym stopniu ujawni przyktad algorytmu rozwiazywa-
nia zagadnien statyki, w ktorych rownanie stanu obiektu materialnego ogranicza
si¢ do postaci:

[K]{u} = {P} (3.58)

Jesli w tym macierzowym rownaniu, w istocie pasmowa macierz wspot-
czynnikow sztywnosci [K] podzielimy na podmacierze odpowiadajace wyzej
zdefiniowanym podzbiorom przemieszczen i podobnie postapimy z wektorem
obciazen weztowych {P}, to przeksztalci si¢ ono do postaci:
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Koo Kop Koz Kon u, R,

K& Kpp Koz Kpn||u,| R, (350)
Kotz K;’w:z Kzz Kzn Uz B PZ '
K(Sn Kzsn Kztn Knn tn By

Trzeba w tym miejscu zauwazy¢, ze {Ro} i {Rp} sa to wegztowe bierne ob-
ciazenia (reakcje), wynikajace z wigzow obszaru obiektu, jakimi sg dane lub
zadane przemieszczenia tych samych wezlow oraz, ze te zbiory reakcji sa do-
datkowymi, podrzednymi niewiadomymi rozpatrywanego problemu. Obydwa
pozostate podzbiory weztowych sit {Pz} i {Pn}, to w istocie, sprowadzone
w mysl metody przemieszczen do sit weztowych, czynne obciazenia zewngtrz-
ne. W wezlach zastapionego elementami skonczonymi obszaru, ktéorym narzu-
cony bytby warunek ciaglosci przemieszczen irownoczesnie, w ktorych nie
wystgpuja czynne obciazenia, to ponadto {Pz} = {0}, co wynika z warunkow
rownowagi tych weztow (dalej bedzie o tym jeszcze mowa). Jesli w rozpatry-
wanym problemie wystgpuje niezerowy podzbior przemieszczen {up}, to
W szczegdlnym przypadku moze by¢ {Pn} = {0}. W przeciwnym przypadku, tj.
przy braku kinematycznego wymuszenia deformacji continuum, podzbior {Pn}
musi by¢ niezerowy. Procedura poprawnego rozwiazania podjetego problemu
polega¢, wiec bedzie na stopniowej eliminacji niewiadomych zaleznych (reak-
cji) i przebiega¢ w kilku fazach. Po podstawieniu do rownania statyki rozpatry-
wanego obiektu {uo} = {0} w pierwszej fazie wyeliminujemy podzbior reakcji
w tych wlasnie unieruchomionych weztach:

{Ro} = [Kop{up} + [Kozl{uz} + [Konl{un} (3.60)
Po tej eliminacji zbidr rownan stanu continuum przyjmie zredukowang postac:

Kpp  Kpz Kpz U, R,
Kzgz Kzz Kzn {uz} =< P (3.61)
P‘I’l

t t u
Kpn Kzn  Knn n

N

W drugiej fazie nalezy podobnie wyeliminowa¢ podzbior reakcji w weztach
0 zadanych, niezerowych przemieszczeniach {u,}, czyli:

{RP} = [KPP]{up} + [sz]{uz} + [Kpn]{un} (3.62)

Wartosci pozostalych niewiadomych problemu {uz}i {un} po tej fazie eliminacji
wiaze zatem nastepujacy uktad dwu rownan
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[KZZ Kzn] fur} = {{PZ} ) [sz]t{up}} (3.63)

t u t
Kan Ko ] Hn {P} = [Kpn] {wp}
Z pierwszego z tych rdwnan po macierzowych przeksztatceniach
[Kzz]{uz} = {PZ} - [ ] {up} Kon {un}
otrzymamy:
{uz} - [ zz] 1{P } - zz 1[ ] {up} zn]{un} (3-64)
Po wstawieniu do drugiego z rownan (3.63) otrzymanej niewiadomej {u,}

i po podobnych przeksztalceniach otrzymamy podstawowe, najbardziej zredu-
kowane roéwnanie metody przemieszczen w postaci rozwinigte;:

([Knn] - [Kzn]t[Kzz]_l[Kan{un} = {Pn} - [Kzn]t[Kzz]_l{Pz} -

([Kpnl” = [Kan ] T1 ™ [Kpn] ) ) (3.653)
lub skroconej: (K l{u,} = {B;} (3.65b)
gdZie [K;;n] = [Knn] - [Kzn]t[Kzz]_l[Kzn]:

(P} = (P} = [Kond 1K) P} = ([Kpm]” = [Kon] K] (K] ) sy}

Rozwiazanie, czyli wyznaczenie gtéwnych niewiadomych problemu wy-
maga odwrocenia zredukowanej macierzy sztywnosci [Kyy,]. Jesli  ona
i podmacierz [K,,] sa dodatnio okreslone, to:

{un} = [Knnl 1Py} (3.66)

oraz

(s} = (Ko MR} = (K] ™ [Kpa] () - [Kznl[Knn]H{P3} (3.67)

Nastgpnie, po podstawieniu tych przemieszczen do wyzej wyznaczonych
odpowiednich zaleznosci (3.60) i (3.62), okreslimy podzbiory {Ro} i {Rp}.

Kazdy problem techniczny, w ktorym metoda przemieszczen znalazta efek-
tywne zastosowanie (tj. wyznaczone zostatly wezlowe przemieszczenia zasta-
pionego elementami skonczonymi i tak badanego obiektu technicznego), kon-
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czy wyznaczenie pol przemieszczen, odksztatcen i naprezen w catym obszarze
obiektu wg zasady (3.22), czyli, ze:

{w()} = [INC)Nu}; {e} = [B)Hu}; {0} = [Dal[B(x){u} (3.68)

Na tej podstawie badane moga by¢ w kofcowej fazie np. pola wytezenia
materiatu continuum, trajektorie maksymalnych i minimalnych naprezen gtow-
nych czy maksymalnych naprezen stycznych. W ogdlnym przypadku (zagad-
nienia dynamiki obiektu) metoda przemieszczen oprocz przemieszczen wezto-
wych, pozwala wyznaczy¢ predkosci i przyspieszenia weztow, a nastgpnie po-
dobne (jak w statyce) pola takze zaleznych o czasu pochodnych wielkosci.

Zmiany stanu obiektu materialnego wymuszane kinematycznie

Tg mozliwo$¢ mozna traktowac jako szczegdlny przypadek przedstawione-
g0 sposobu uwzgledniania warunkow brzegowych. Przedstawimy ja zatem wy-
korzystujac zademonstrowany wyzej algorytm i te same zatozenia gtowne,
ztym ze dla uproszczenia zbidr przemieszczen weztowych wyrazimy tylko
trzema podzbiorami {u,} = {0}, {u,} i {u,,}. Wymuszajace deformacjg i zmia-
ny pol naprezen w obszarze materialnym badanego obiektu s3 przemieszczenia
{up}. Na poczatek przyjmiemy jednak mozliwo$¢ rownoczesnego wystapienia,
takze wymuszajacych deformacj¢ i zmiany pol napre¢zen, obciazen zewnetrz-
nych {P,} = {R} weztéw innych niz te, w ktérych zadane sa przemieszczenia
uo lub up. Innymi stowy, przy zachowaniu tych samych indekséw réwnanie
stanu obiektu w tym zagadnieniu powstanie przez wykreslenie trzeciego wier-
Sza W macierzach sztywnosci, przemieszczen i sit oraz trzeciej kolumny w ma-
cierzy sztywnosci z rownania (3.59) poprzedniego zagadnienia. Procedura re-
dukcji tak otrzymanego nowego rdéwnania stanu jest identyczna i doprowadzi
w rezultacie do okre$lenia niewiadomych zagadnienia:

{Ro} = [Kop]{up} + [Konl{un}; {Rp} = [Kpp]{up} + [Kpn]{un}'
{un} = [Kun) ™ ((R} = [Kpn] {u1}) (3.69)

W szczegdlnym przypadku czystego (przy {R} = {0}), kinematycznego
wymuszenia deformacji continuum tym samym sposobem otrzymamy:

{un}__ nn 1[ n] {up}
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{Ro} = ([Kop] = [Kon) (Knn) " [Kpm]) {11}, (3.70)
{Ry} = ([KPP] - [Kpn][Knn]_l[Kpn]t) {up}

Redukcja liczby réwnan stanu obiektu materialnego przez jego po-
dzial na podobszary (superelementy)

/ / |
S/ S sl

Rys. 3.10. Obszar obiektu zastapiony dwoma podobszarami

W praktyce zastosowan MES, juz na etapie przygotowan siatki podziatu
badanego obiektu materialnego na elementy skonczone, zwlaszcza ze wzgledu
na problemy numerycznej doktadno$ci, moze by¢ konieczny podzial obszaru
tego obiektu na podobszary. Ma to miejsce wtedy, gdy badany obiekt material-
ny jest nichomogeniczny wlasnosciami materialnymi, albo nieregularny wymia-
rowo. Problemy doktadnos$ci obliczen wywotuja np. nieproporcjonalnie wydtu-
zone i bliskie utraty wypuktosci elementy skoniczone, ktore moga wystapic¢ pod-
czas badania dtugich obiektow. Ilustrujac sens postgpowania zaradczego roz-
wazmy pewien obiekt materialny (techniczny), ktérego obszar V' podzielony
zostat na podobszary V; iV, (por. Rys. 3.10).

Na poczatek rozwazmy stan kazdego z osobna z obranych podobszarow,
poczynajac od podobszaru pierwszego. Stan tego podobszaru V; niech wyrazaja
sformutowane wg metody przemieszczen MES nastepujace réwnania (dla
uproszczenia ponownie jest to rOwnanie rownowagi statycznej, zachowujace
podobienstwo do rownan z dwu poprzednich zagadnien, ale dla prostoty wywo-
du z jeszcze bardziej ogdlnym podziatem zbioréw przemieszczen, sit i macierzy
sztywnosci):

[Knn]l{un}l + [an]l{uz}l = {Pn}i:
[Kzn]l{un}l + [Kzz]l{uz}l = {Pz}l (371)
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gdzie {u, }1, {P,}1 sa przemieszCzeniami i zewngtrznymi obcigzeniami weztow
podobszaru z wyjatkiem weztow lezacych na wspolnej powierzchni (S;,) po-
dziatu i przynaleznych do tego podobszaru; {uz}; i {Pz}; sa odpowiednio prze-
mieszczeniami i zewngtrznymi obciazeniami wlasnie weztow z tej powierzchni
tego podobszaru.

Stan drugiego podobszaru niech wyraza, wazne w V,, analogiczne rownanie:

[Kzz]z{uz}z + [Kzn]z{un}z = {PZ}Z,

[an]z{uz}z + [Knn]z{un}z = {Pn}z (372)

gdzie {un}, i {Pn}, sa przemieszczeniami i zewngtrznymi obcigzeniami weztow
tego podobszaru z wyjatkiem weztow lezacych na powierzchni (S;,) Separacji
podobszardéw; {uz}, i {Pz}, sa przemieszczeniami i zewngtrznymi obciazeniami
weztow z tej powierzchni tego podobszaru.

Zalezne przemieszczenia i obciazenia weztdw obu podobszardéw lezace na
wspolnej powierzchni Sy, spetniaja nastgpujace warunki odpowiednio ciaglosci
i rOwnowagi:

{uz} = {uz}l = {uZ}Z:
{P} ={Ph = —{P}» (3.73)

Wprowadzajac te warunki do réwnan stanu obu podobszarow odpowiednio
w rezultacie otrzymujemy w podobszarze V;:

[Knnl1{unh + [Knzli{uz} = {Po},
[Kznli{unh + [Kzzl1{uz} — {P;} = {0} (3.74a)
oraz w podobszarze V,:
[Kzz12{uz} + {P} + [Kznl2{un}, = {03,
[Knzl2{uz} + [Knnlo{und, = {Bi}a (3.74Db)

Roéwnania te potraktowane lacznie obowiazuja w calym obszarze V i sg
zbiorem jego rownan stanu. Nowe niewiadome zagadnienia {uz} i {Pz} nalezy,
jak reakcje w poprzednich zagadnieniach, wyeliminowa¢ i ten uklad réwnan
zredukowaé. Po analogicznych dziataniach otrzymamy zatem:

{Pz} = [Kzn]l{un}l + [Kzz]l{uz};

{uz} = _([Kzz]l + [Kzz]z)_1([Kzn]1{un}1 + [Kzn]z{un}z) (375)
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oraz podlegajacy po uwzglednieniu zadanych warunkéw brzegowych ostatecz-
nemu rozwigzaniu wzglgdem podstawowych niewiadomych {u,}; i {u,}, zre-
dukowany uktad réwnan:

([Knnls = [Knzl1 [K 17 K n]){uad — Kzl (K] ™ Ko {unds = (P}
[an]Z[Kzz]_l[Kzn]l{un}l + ([Knn]z - [an]z[Kzz]_l[Kzn]Z){un}Z = {Pn} (376)
w ktérym [Kzz] = [KZZ]—l + [KZZ]Z'

Po tych przeksztatceniach otrzymujemy zmniejszony uktad rownan, oraz
W rozwigzaniu problemu gwarancj¢ Scistego zachowania ciaglosci przemiesz-
czen i zrbwnowazenia sit na powierzchniach wspdlnych podobszarow. W me-
todzie przemieszczen MES, jak wiadomo i warto zauwazy¢, elementy skonczo-
ne zachowanie warunkow ciaglosci gwarantuja tylko w weztach.

Ta idea numeryczna jest skuteczna w przypadkach prawidtowej (po-
wierzchnia S;, tworzona jest zwykle w strefie zagrozenia numerycznej doktad-
nos$ci rozwiazania) separacji czgsci badanego obszaru, moze by¢ przy tym za-
stosowana przy koniecznosci podziatu obszaru obiektu materialnego na wigksza
niz dwa podobszary. Jest odpowiednio wykorzystywana w rozwiazaniach MES
probleméw mechaniki kontaktu.

Obnizaniu trudno$ci numerycznych i liczby rownan shuzy stosowanie supe-
relementow. T0 za§ ponownie sprowadza si¢ do wyrugowania droga dekompo-
zycji z uktadu réwnan réwnowagi (przyjmijmy: rownan rownowagi uwzgled-
niajacych wystepujace warunki brzegowe), w tym przypadku, rownan zwiaza-
nych z weztami wewngetrznymi.

Stan pokazanego na rysunku 3.11 i zastapionego elementami skonczonymi
podobszaru V z powierzchnia ograniczajaca S niech wyrazaja sformutowane wg
metody przemieszczen MES nast¢pujace rownania:

Rys. 3.11. Superelement z zaznaczonymi podrzednymi weztami wewngtrznymi (y) i Z nad-
rz¢dnymi weztami zewngtrznymi (0)
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[Kss] {us} + [st]{uv} = {Ps} + {Qs};
[Kusl{us} + [Kppl{up} = {P,} +{Qy} (3.77)

gdzie {ug}, {P} i {Qs} sa odpowiednio przemieszczeniami, zewngtrznymi
i objetosciowymi obciazeniami lezacych na powierzchni S weztow podobszaru;
{u,}, {P,} i {Q,} sa odpowiednio przemieszczeniami, zewngetrznymi i objgto-
sciowymi obciazeniami pozostatych, wewngtrznych weztow tego podobszaru.
Odpowiednio do wyselekcjonowanych grup weztowych przemieszczen i obcia-
zeh oznaczone zostaly zdekomponowane czgéci macierzy sztywnosci. Liczbe
rownan uktadu (3.77) obnizymy traktujac rOwnania zwiazane z weztami we-
wngtrznymi jako podrzgdne i zalezne od nadrzednej grupy niewiadomych {ug}.
Jesli np. {P, }={0}, wtedy to uzaleznienie zapewnimy nastgpujaca eliminacja:

{up} = —[Kp ] 7 [Kpslfus} + [Kup ] 70} (3.78)

Uktad rownan (3.77) zmniejsza si¢ wtedy do swej pierwszej czesci, ktora po
wprowadzeniu (3.78) przyjmie postac:

([Kss] - [st] [va]_l [Kvs]){us} = {Ps} + {Qs} - [st] [va]_l{Qv} (3-79)

ktéra mozna nazwac charakterystyka superelementu.

Jest to dos¢ radykalna redukcja liczby rownan, gdyz liczba weztow we-
wnetrznych przewaza (zwlaszcza w geometrycznie duzych obszarach) liczbg
wezlow lezacych na powierzchni ograniczajacej. Rozwiazanie zagadnienia,
w ktérym zastosowane bylyby superelementy, rozktada si¢ na dwa prostsze
numerycznie etapy: pierwszy, polegajacy na wyznaczeniu z (3.79) nadrzednych
niewiadomych {u,} oraz drugi, polegajacy na obliczeniu na podstawie (3.78)
podrzednych w tej koncepcji niewiadomych {u,,}.

jj‘if i ;

——,

Rys. 3.12. Zatozenia modelowe wybranego ukltadu elementéw skonczonych (rys. a), jego
podziahu na poduktady (rys. b) oraz superelementu (rys. c)
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Przykiad 3.8. Charakterystyka sztywnosci podobszaru i superelementu

Dane jest geometryczne przyblizenie pewnego fizycznego obszaru rozeta
sze$ciu plaskich trojkatnych elementow skonczonych (por. Rys. 3.12a). Znana
jest statyczna charakterystyka kazdego z tych elementow o podobnej postaci
macierzy sztywnosci wymiaru 6 X 6 (por. Tabl. Z.6 w Zataczniku):

[Kaal [Kar] [Kos]
[K] = [qu] [Krr] [Krs] )
[qu] [Ksr]  [Kss)

przy czym podmacierze sztywnosci sa wymiaru 2 x 2, odpowiednio do dwukie-
runkowych sktadnikow wektorow przemieszczen {u} = [ug, u,, ug]® i sit we-
ztowych {P} = [F,, B, P,]* opisanych w uktadzie wspotrzednych Ox;x,; q,7,s
sa numerami we¢ztow elementow skonczonych. Numery elementow skonczo-
W przyktadzie okreslimy charakterystyki statyczne wyodrebnionych jak na
Rysunku 3.12b podobszarow rozpatrywanego uktadu elementéw skonczonych,
efekt zastapienia obszaru (Rys. 3.12a) dwoma podobszarami oraz podobna cha-
rakterystyke obszaru potraktowanego jako superelement skonczony (Rys. 3.12¢).

Charakterystyka podobszaru ztozonego z 1,2 i 3 elementu skoriczonego

Upraszczajace zapis zalozenie: w macierzy elementu pierwszego (o wg-
ztach q =i, r = j, s = m) symbol wspotczynnikow sztywnosci K zastapiony
zostaje przez A; w macierzy elementu drugiego (o weztach q =j, r =k, s =
m) symbol K zastapiony zostaje przez B; w macierzy elementu trzeciego
(o weztach g = k, r = [, s = m) symbol K zastapiony zostaje przez C.

Po rozwinigciu (odpowiednio do liczby weztow podobszaru — por. Przyktad
3.4) wektorow przemieszczen {u} = [ui,uj,uk,ul,um]t i sit weztowych
{r} =[P, P, Py, Py, Pm]t oraz po przyporzadkowaniu tym rozwinigciom sktad-

nikéw macierzy sztywnosci poszczegolnych elementéw skonczonych powstanie
nastgpujaca macierz sztywnosci rozwazanego podobszaru:

[A] [4] [0] [0] [Aim]
[45]  [4;;+ Byl [Byi] [0] [Ajm + Bjm]
[K'T=| [0] [Bj] [Bir + Crl  [Crl [Bim + Ciem] (a)
[0] (0] [Cu] [Cul [Cim]
[Ami] [Amj + ij] [Bmk + ka] [le] [Amm + Bmm + Cmm]

Wezty i,l,m leza na powierzchni podziatu obszaru, poza nia leza
zty j, k. Gdyby na podstawie uzyskanej macierzy (a) trzeba bylo odtworzy¢
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dekompozycje (3.71) i (3.72), czyli utworzy¢é macierze zwiazane z grupami
weztow lezacych na powierzchni podziatu i poza nia, to dla rozwazanego pod-
obszaru otrzymaliby$my:

[4;; + Bjj] [Bj]
[By] [Bier + Ckk]] L]+
[4] [0] [Aj, + B,-m]] . ¢ _Tp p1t
[[01 (Gl [Bon + Gl) 2l = 1P Pl (®)
[A4] [0] .
[0] [Cu)  |[ww] +
[Amj + ij] [Bmk + ka]
[4z]  [0] [Aim]
[0] [Cll] [Clm] [ui! up, um]t = [Pi’ Pl' P‘m]t (C)
[Ami] [le] [Amm + Bmm + Cmm]

Charakterystyka podobszaru ztozonego z 4,5 i 6-go elementu skoriczonego

Upraszczajace zapis zalozenie: w macierzy elementu czwartego (o wezlach
q = l, v = 0, s = m) symbol wspotczynnikdéw sztywnosci K zastapiony zostaje
przez D; w macierzy elementu piatego (o weztach ¢ = m, r = 0, s = p) sym-
bol K zastapiony zostaje przez E; w macierzy elementu szostego (o weztach
q =i,r =m,s = p) symbol K zastapiony zostaje przez F.

Po rozwinigciu (odpowiednio do liczby weztéw podobszaru — por. Przyktad
3.4) wektorow przemieszczen {u} = [u;, Uy, U, Uy, up]t i sit weztowych
{P} = [P, P;, B, P,, By]" oraz po przyporzadkowaniu tym rozwinigciom sktad-
nikdow macierzy sztywnos$ci poszczegdlnych elementow skonczonych powstanie
nastgpujaca macierz sztywnosci rozwazanego podobszaru:

[Fu]l  [0] [Fim] [0] [Fip]
(0]  [Du] [Dim] [D1o] (0]
[K”] = [Fmi] [Dml] [Dmm + Emm + me] [Dmo + E‘mo] [Emp + Fmp] (d)
[0] [Dol] [Dom + Eom] [Doo + EOO] [Eop]
[Fpi] [0] [Epm + Fpm] [Epo] [Epp + Fpp]

Do tego dodajmy zdekomponowane rownania, odpowiedniki (b) i (C):

[Fu]  [0] [Fim]
(0]  [Du] [Dim] [y, wy, um ] +
[Fmi] [Dml] [Dmm + Emm + me]



Metoda elementow skoriczonych 115

[0] [Fip]
[Dio] [0]
[Dmo + Emo] [Emp + Fmp]

[ [0] [Dol] [Dom + Eom]
[Fpi] [0] [Epm + Fpm]

[uo'up]t = [Pi'Pl'Pm]t (e)

[, wy, um]® +

[DOO + Eoo] [Eop] - .
[ [Epo] [Epp + Fpp]] [uo’ up] - [Po; Pp] (f)

Charakterystyka obszaru jako uktadu podobszaréw

Nadanie w rozwazanym przyktadzie identycznej — dla obu podobszaréw —
numeracji we¢ztom i, I, m lezacym na plaszczyznie podziatu w istocie oznacza
spetnienie warunkéw (3.73). Dekompozycja (b), (c), (e) i (f) przygotowuje na-
tomiast do eliminacji powstatych przez ten fakt rownan zaleznych (c) i (). Eli-
minacja tych réwnan polega na wyznaczeniu np. z (e) wektora sit [P;, P;, P, ]*
i podstawienia potem tej wartosci do (c). Wynik podstawienia:

[4i] [0] [0] [Fip]
[ [0] [Cue] ] [, ]’ + [ D] 00 |[upu] +
[ + Bl [Bonkc + Coe] (Do + Emol  [Emp + Fonp)]
[4; + Fil [0] [Aim + Fim]
+[ [0] [Cu + Dyl [Cim + Dim] ] [us, ] = {03 (Q)
[Ami + Fmi] [le + Dml] [Amm + Bmm + Cmm + Dmm + Emm + me]

pozwala z kolei wyznaczy¢ wektor przemieszczeh [u;, Uy, Uy, ]¢. Podstawienie to
konczy redukcje poczatkowego uktadu do przeksztalconych rownan (b) i (f),
czyli odpowiednika réwnan (3.76). Przeksztatcenia wg sekwencji podanej wzo-
rami od (3.72) do (3.76) nie wnoszac nowych informacji zostaty tu pominigte.
Powyzsze macierze tatwo juz mozna utozsami¢ z oznaczonymi w cytowanych
wzorach.

Charakterystyka superelementu

Przewodnia mysla tworzenia superelementu jest, jak poprzednio, redukcja
liczby rownan algebraicznych, w przyblizony sposob opisujacych réwnania
rownowagi badanych obiektow technicznych. W tym przypadku redukcja ta
polega na wyrugowaniu z uktadu rownan zwiazanych z weztami wewngtrzny-
mi. W rozpatrywanym przyktadzie wezet m petni funkcje przedstawiciela we-
wnetrznych wezldw. Podstawa tej techniki jest dekompozycja typowej (o pet-
nowymiarowych macierzach) charakterystyki obszaru jako ukladu elementow
skonczonych (por. Rys. 3.11a), ktéra opisuja wzory (3.77), (3.78) i(3.79).
W omawianym przyktadzie wektory przemieszczen i sit weztowych (pominie-
my sity {Q} dla wigkszej prostoty) nalezy pogrupowaé zgodnie z ww. koncepcja
w podwektorach:
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{us} = [uilujl uk:ul; uo; up]ty
{uv} = {um}v {Ps} = [Pi'Pijk:Pl'Po;Pp]t,

(P} = (Bu} = (0}

Odpowiadajace tym podwektorom podmacierze sztywnos$ci sa nastgpujace:

[Ai + Fi] (4] [0] [0] (0] [Fip]
[4ji] [4;; + Bjj] [Bji] [0] [0] [0]
K] = [0] [Bk;] [Bkk + Ce] [Cral (0] (0]
5 (0] [0] [Cure] [Cu + Dy] [Dio] (0]
(0] [0] [0] [Doi] [Doo + Eoo] [Eop]
[Fpi] [0] [O] [0] [Epo] [Epp + Fpp]

t

[st] = [[Aim + Fim]' [Ajm + Bjm]' [Bkm + Ckm]' [Clm + Dlm]' [Dom + Eom]r [Epm + Fpm]] ’

[Kvs] = [[Ami + Fmi]' [Amj + ij]' [Bmk + ka]r [le + Dml]' [Dmo + Emo]' [Emp + Fmp]]f
[va] = [Amm + Bym + Cmm + Dy + Emum + me]-

{us} = ([Kss] = [Ksol [Kon] 7 [KusDTHBD,

{uv} = _[va]_1 [Kvs]([Kss] - [st] [Kv ]_1[1(175])_1{1)5}-

Transformacja wspélrzednych i wielkosci wezlowych oraz przeksztal-
canie charakterystyk elementéw skonczonych

Rys. 3.13. Interpretacja sktadnikéw macierzy wspotrzgdnych uktadow lokalnych do uktadu
globalnego (i odwrotnie)
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Przyjmijmy, Ze niezmiennie potozony w przestrzeni uktad wspotrzednych
globalnych 0y, y,y; i nie pokrywajacy si¢ z nim uktad wspotrzednych lokal-
nych Ox;x,x; sa ukltadami ortokartezjanskimi (Rys. 3.13). Jesli wektor
vo} = [Yo1, Vo2, Yozt okresla potozenie poczatku uktadu wspotrzednych lo-
kalnych, a wektor {a} = [a;, a3, a3]* okresla odpowiednio sktadowe katy obro-
tu tego uktadu do aktualnego potozenia, mierzone wzgledem kolejno kierunkéw
osi uktadu globalnego 0y;, 0y, i Oy, to globalne wspdtrzedne potozenia do-
wolnego punktu, okreslonego wektorem {x} = [x1, X5, x3]¢ W ukladzie wspol-
rzednych lokalnych, wyznaczymy po nastgpujacej transformacji:

0} = o} + [THx} (3.80)

gdzie [T] = [TITTs], (T[T = (11,

1 0 0
[T1] = [O cosa; sina;
0 sina; cosa;

cosa, 0 sina,
0 1 0

cosaz sSinag 0]
—sina, 0 cosa,

sinaz cosaz Of.
0 0 1

’ [TZ] =

’ [T3] =

W przypadku transformacji wektorow wielkosci weztowych podobnie mamy:
{u}y = [THuly oraz {u}, = [T]"Hu},,
{P}y = [TI{P}y oraz {P}, = [T]7*{P}, (3.81)

Odpowiednio do tego w uktadzie globalnym zmienia si¢ tez przeniesiona
z uktadu wspotrzednych lokalnych charakterystyka elementu skonczonego:

{P}y = [Kly{uly (3.82)
gdzie [K1y = [TIK][T]",
{P}y = [TI({P(ep)}x + {P(00)}x + {P(@}x + {P(P)}x + {P(Q)})-
Przedstawione zasady transformacji uzyte juz byty w przyktadzie 3.4. Sto-
sujac modyfikacje definicji katow wzajemnego odchylenia osi wspotrzednych

uktadéw globalnego i lokalnego prze¢wiczymy to raz jeszcze w kolejnych
przyktadach.
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Przykiad 3.9. Przeksztalcenia liniowego elementu skonczonego

Przeksztalcenie plaskie

a/

4‘1

# — e/ ) G T ) Ot~ i) = £

Rys.3.14. Interpretacja przeksztalcenia charakterystyki liniowego elementu skonczonego
z jednowymiarowej (rys. a) w dwuwymiarowa (ptaska, rys. b) oraz w przestrzenna

(rys. c,d)

Oznaczenia:
- liniowy element skonczony opisany we wspotrzednych 0x; x, (Rys. 3.14a):

{uhy = [wipwakle Py = [Pro Puclt [Kle{ude = {P}x,

— obrécony o kat a wzgledem pierwotnych wspotrzednych Ox;x, ten sam
liniowy element skonczony i opisany we wspotrzednych Oy;y, (Rys.
3.14b):

{u}y = [TH{u}x, {P}y = [TI{P}r, [K]y{u}y = {P}y,
gdzie w tym przypadku

__Jcosa sina 0 0
[T]_[ 0 0 cosa sina]'
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Na tej podstawie znajdujemy nowa, przeksztalcona charakterystyke ele-
mentu liniowego o postaci:

cos’a  sinacosa —cos?’a  —sinacosa

. . 2 . . 2

EA| sinacosa  sina —sinacosa  —sin*a
— t —
y = x - 2 ; 2 ;
(K], = [TV[K[T] = &

—cos?’a  —sinacosa cos’a  sinacosa

—sinacosa  —sin*a sinacosa  sin’a

Przeksztalcenie przestrzenne
Oznaczenia:
- liniowy element skonczony opisany we wspotrzednych 0x;x, (Rys. 3.14a):

W = [wipuiles  {Phe =[P Pucdes [KLc{ule = (Pl

- ten sam liniowy element skonczony odchylony o katy a; (j = 1,2,3) od osi
wspotrzednych 0y, y,y3 i w tych wspotrzednych opisany (Rys. 3.14c, d):

{u}y = [THu}e, {PYy = [TI{P}x [Kly{u}y = {P}y

gdzie w tym jeszcze innym szczegdlnym przypadku okreslenia katow prze-
strzennego polozenia elementu

7] = cos@; Ccosa, COSQsg 0 0 0
N 0 0 cosa; sina, cosasz]|

Na tej podstawie podobnie mamy:

[K]y = [TT[K][T] =

cos’a; cosa;cosa, COS @y COSAg —cos’a —C0SA1COSA; —COSA1COSA3
cos?a, COSA,C0SA3 —COSA,COSA, —cos?a —cosa,cosaz
EA cos?as —C0SQAC0SA3 —COSA,COSA3 —cos’a
L] (sym) cos?ay cosa€osa, cosa,cosas |
cos’a, cosa,cosas
cos?as

Uzyskane tym sposobem elementy skonczone sa przydatne w modelowaniu
ptaskich i przestrzennych ustrojow mechanicznych z pretami taczonymi prze-
gubowo (kratownic).
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Przykiad 3.10. Przeksztalcenia rozszerzajqce charakterystyki elementow skon-
czonych

Uogdlniona charakterystyka liniowego elementu skoriczonego

Zbudujemy t¢ charakterystyke z czterech charakterystyk podstawowych li-
niowych elementow skonczonych, kolejno od gory przedstawionych na rysunku
3.15, a takze opisanych w Zataczniku w tablicach Z.1, Z.3 i Z.4. Docelowy
element skonczony jest rowniez elementem skonczonym liniowym — przedsta-
wia go ostatni (dolny) z rysunku 3.15. Uogolniona charakterystyka docelowego
elementu ma odpowiada¢ najogélniejszemu przypadkowi dwunastoelemento-
wych wektorow weztowych, liniowych i katowych przemieszczen i dwunasto-
elementowych wektorow weztowych sit i momentow. Procedura tej przebudo-
wy charakterystyki liniowego elementu skonczonego polega¢ bedzie na odpo-
wiednim zlozeniu gotowych, bibliotecznych charakterystyk elementéw skon-
czonych, modelujacych efekty sit podtuznych (por. pierwszy, géorny z Rys.
3.15), momentoéw skrecajacych (por. drugi, nastepny z Rys. 3.15), sit poprzecz-
nych i momentoéw zginajacych (por. trzeci z Rys. 3.15¢) i podobnych sit po-
przecznych i momentéw zginajacych, lecz o kierunkach prostopadtych do po-
przednich (por. czwarty z Rys. 3.15). Charakterystyka czwartego elementu
skonczonego z Rys. 3.15 jest przeksztatcona (przez zmiang przyporzadkowania
kierunkoéw wielkosci weztowych) charakterystyka elementu trzeciego (okreslo-
ng w Tabl. Z.4).

Oznaczenia pomocnicze:
— liniowy element skonczony z rysunku 3.15a (Tabl. Z.1):

{u} = [ug;, usk], {P} = [P1s, P ]%,

macierz [K] o sktadnikach a4, a;, = a,4,a,, na tablicy 3.1 w schemacie
tablicowym sygnalizowanych znakiem o;
— liniowy element skonczony z rysunku 3.15b (Tabl. Z.3):

{u} = [@15 Q1) (P} = [My;, My, ],

macierz [K] o sktadnikach b,q, b1, = b4, by, na tablicy 3.2 w schemacie
tablicowym sygnalizowanych znakiem @;
— liniowy element skonczony z rysunku 3.15c (Tabl. Z.4):

{u} = [uzp, @30 Uak, @315 {P} = [Pa1, M3y, Pog, M3 5,

macierz [K] o sktadnikach

C11,C12 = C21,C13 = €31, C14 = C41,C22,C23 = C32,Cp4 = C42,C33,C34 = C43,Cyq

na tablicy 3.2 w schemacie tablicowym sygnalizowanych znakiem x;
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liniowy element skoficzony z rys. 3.15d (Tabl. Z.4, po zmianie oznaczen) :

{u} = [uss, @21 Usk, @215 (P} = [P3i, My, Paje, My ]",
macierz [K] o sktadnikach
di1,d1y = dyq,dy3 = dzq,d1g = dyq, Aoy, Aoz = d3p, doy = dyy,dzs, d3g = dys, dag
na tablicy 3.2 w schemacie tablicowym sygnalizowanych znakiem A.

Tworzony w zadaniu nowy element skonczony ma mie¢ nast¢pujace wek-
tory wartosci weztowych:

{u} = [y, Uz Uz, Qi Pais P30 Utk Uzks Uzkr Pk Pk P3k]’ ()
{P} = [Py, Pay, P3i, My, My, My, Piyg, Pag, Paje, Mg, Mg, My

Jego, znana z literatury macierz sztywnosci jest nastepujaca (por. tez Tabl. 3.3):

rEA EA

- 0 0o 0 0 0 -0/ 0 0 0 0 0
6E 6E
12EJ, 0 12]3 o L2E) 0 0 12]3
;3 E 3 E
12E], 0 6212 0 12E], 0 6212 0
3 L 0 BE l
G G
O R 0 Gy
! 12EJ, !
4EJ, 0 -0 o 2EL
! l
(sym) 4E], 0 - 125]3 0 0 0 2E],
[K] = Lo o
-~ 0 0 0 0 0
6E
2B, 0 0 - lzh
3 E
12E], 0 —6212
13 :
G
Too o
45;12 .
4],
l
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Rys. 3.15. Zasada superpozycji wielkosci weztowych liniowych elementdw skonczonych
W celu uogdlnienia ich charakterystyki
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Tablica 3.1. Schemat rozwijania charakterystyki elementu liniowego i przenoszenia elementow
pierwotnych macierzy sztywnosci elementu sktadowego do macierzy docelowego
elementu skonczonego na przyktadzie pierwszego elementu. Przedstawiona (po
rozwinigciu do postaci z dolnej czgsci tablicy) macierz ma sktadniki niezerowe
tylko te, ktore potozeniem odpowiadaja strukturze macierzy sztywnos$ci elementu
wyjsciowego (@). Potozenie sktadnikéw macierzy okre$laja numery weztow (NW),
rodzaj wielko$ci weztowych (WW) i kierunki sktadowych tych wielkosci (KW). Ta
i podobnie przedstawione macierze pozostalych elementéw sktadowych moga by¢
do siebie dodawane

EA EA

1 1
ea ga | [Wioti) =[P1oPik]"

l l

l

i |k <« | NW

ulu| « |[ww | |

1| 1| KW l

1 u i
1 u k
l

i i i i i i k k k k k k « | NW
u u u Q@ Q@ Q@ u u u [4) ) [4) « | ww l
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 | KW l
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 u i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 u i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 u i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 @ i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 @ i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 @ i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 u k
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 u k
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 u k
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 Q@ k
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 Q@ k
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 Q@ k
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Tablica 3.2. Uporzadkowane struktury pozostatych elementow sktadowych

i |k < | NW

ol « |Ww | |

1|1 | KW l

X|X| 1 Q i

X|X| 1 ) k
i|i|k|k < | NW
ulelu|le| « |[Ww| |
213 (2|3|KW

o

o

o

o
win|wiN
x| | | =

NW

KW

1
e:e:HET | |28 (= |«
«—

>I>|>D>|NS | =

> (> |D>|D>|wR |~
(D> |D> D[N [~
>(>|>|D>|wie &

NfwiIN|W
x| | |~

Tablica 3.3. Struktura niezerowych sktadnikéw macierzy sztywnos$ci docelowego elementu

skonczonego.
i i i i i i k| k| k| k| k| Ek « | NW
ulul|lule ||l |lululu|e|e| e « | WW
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 | KW l
1 u i
o o o o 2 u i
A A A A 3 u [
X IS 1 [0 [
A A A A 2 ) i
o o o o 3 [0 i
1 u k
o o o o 2 u k
A A A A 3 u k
X X 1 ) k
A A A A 2 ) k
o o o 3 [0 k
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Budowa plaskich wielobocznych elementow skonczonych

Budowa elementu czworobocznego

f4 ¥ (% Xus)

| ’ e (g, Xas)
2,
Vi %)
4 1‘ ' .._ | ‘7’4/
A
1‘ » (-(,* %)
(% %) Sl"(-fn,{r.‘
ﬂ: ] ‘ ::/
T*‘ € G i)
k&(m)
(‘(ll, x)ﬁ_)
/@ % %on
i/ iy n/;x. )
0 +

Rys. 3.16 . Zalozenia do przeksztatcenia dwu trojkatnych elementow skoniczonych w czworo-
boczny element skonczony

Zbudujemy teraz charakterystyke plaskiego czworobocznego elementu
skoficzonego, oparta o charakterystyke trdjkatnego elementu. Czworoboczny
element skonczony utworza dwa elementy trojkatne (wieloboczne elementy
skonczone budowa¢ za$§ mozna podobnie dodajac kolejne trojkatne elementy
skonczone i to wlasnie lezy u podstaw przedstawionej w tej czesci przykltadu —
i na Rys. 3.16 — koncepcji). Identyczne charakterystyki uzytych do tego celu
trojkatnych elementéw skonczonych opisane sa w Zataczniku w tablicy Z.6.
Charakterystyka docelowego elementu skonczonego ma odpowiadaé¢ przypad-
kowi o$mioelementowych wektorow weztowych przemieszczen i sit. Procedura
tej budowy polegac bedzie - jak poprzednio - na odpowiednim ztozeniubiblio-
tecznych charakterystyk dwu wyjsciowych elementow skonczonych.
Oznaczenia pomocnicze:

— trojkatny element skonczony z weztami i, j, k (por. gorna cze$¢ Rys. 3.16):

{uta = [y Uz, Ugj, Upjy Ugg, u2k],t4: {P}a = [P1i,P2i'P1j:P2j'P1k' PZk]El:

macierz sztywnosci [K] 4 o dwuelementowych sktadnikach
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Aii, Ay = Aji, Aie = Ak Ajj, Ajic = Agjy Ak

— trojkatny element skonczony z weztami 1, m, n (por. srodkowa czg$¢ Rys.
3.16):

{u}p = U1, Uz, Unm, Uom, Urn, u2n]1tB'{P}B = [P11, P21, Pimy Pomy PlanZn]ItS”
macierz [K]z o dwuelementowych sktadnikach
Bi, Bim = Bt Bin = Bty Bmms Bmn = Bnms Ban-

Zatozenia:

—  wspoélrzedne weztow j, [ oraz wezldw k, m sa takie same (tzn., ze xq; =
X1jy X210 = X1 X1m = X1k Xom = X2k

— wielko$ci weztowe {u;} = {uj}, {unt = {urk;

— wskutek tego numery weztéw sa zamienne i mozna numery [, m w opisie cha-
rakterystyki docelowego elementu skonczonego zastapi¢ odpowiednio nume-
rami j, k. Docelowy element skonczony (por. dolna cze$¢ Rys. 3.16) bedzie
miat zatem nastgpujace wektory przemieszczen i sit weztowych:

{u} = [uqg Uz, Ugj, Uz j, Uk, Uk, Uin, Upn ],
{P} = [Pli'PZi'Plj'PZj'Plk'PZk'Pln:PZn]t

i utrzyma zalety charakterystyki elementu trojkatnego (tj. state wartosci od-
ksztatcen), a zbudowana wg schematu z tablic 3.1, 3.2 i 3.2 jego macierz
sztywnoSci

Kii Kij Ky Kin
[K] — ji K] j K] K]'Tl
Kki Kkj Ki Kin
Kni Knj Knk Knn

bedzie miata nastgpujace czteroelementowe sktadniki:

Ki; = Ay, Kij = Ky = Ay, Kie = Kii = A, Kin = Kni = 0,Kjj = Ajj + By, Kje = Ky

= A, + Bim, an = Knj = Bin, Kk = Akk + Bmm Kien = Knik = Bmn, Knn = Ban-

Budowa elementu trojkgtnego szescioweztowego

Postgpowanie przebiega identycznie jak w przypadku budowy elementu
czworobocznego. Docelowy element przedstawia rysunek 3.17. Koncepcja bu-
dowy podobna jest tez do koncepcji budowy superelementu.
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Rys. 3.17. Zatozenia do przeksztatcenia czterech trojkatnych elementoéw skoficzonych w tréj-
katny szeSciowegztowy element skonczony

Oznaczenia pomocnicze:
— pierwszy skladowy trojkatny element skonczony z weztami i, m, p:

{uta = [Urp Uz Urmy Uom, ulp'UZp],tm {P}a = [P1i, Poi, Pumy Pomy Plp'PZp]far
macierz [K] 4 o dwuelementowych sktadnikach
Ay Aim = Ay Aip = A

Ammns Amp = Apm, App;

pis
— drugi sktadowy trojkatny element skonczony z weztami m, n, p:
{ulp = [Urm Uzm Uin, Usp, Uip, u2p]1tg'
{P}s = [Pim) Pom, Pins Pon, P1p:P2p]1tg;
macierz [K]z o dwuelementowych sktadnikach
Brms Bmn = Bnumy Bmp = Bpms By Bnp = Bpn, Bpps
— trzeci sktadowy trojkatny element skonczony z weztami j, n, m:
{u}c = [u1j'u2j'u1n' Uzn Uimy u2m]€‘:
{P}c = [Plj'P2j1P1n:P2n:P1m:P2m]2'

macierz [K]. o dwuelementowych sktadnikach

Cijr Cin = Cnjy Ciin = Cinjy Cony G = Gy i
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— czwarty skladowy trdjkatny element skonczony z weztami k, p, n:
{ulp = U1k, uzk:ulp:uzwu1n'u2n]zt):
{P}p = [Piks Pk Plp'PZp'Pln' P2n]f3'
macierz [K]p o dwuelementowych sktadnikach
Dy, Dip = Dypk, D = Dk, Dpp, Dy = D

Dy

pp’ np’

Docelowy element skonczony (por. dolna czg$¢ Rys.3.17) bedzie mial za-
tem nastgpujace wektory przemieszczen i sit weztowych:

— t

{u} - [uli' Uz, Ugj, Uz j, Utk Uk Urm, Uzms Uin, Uzn, Uip, u2p] ’
— t

{P} - [Pli'P2i'P1j'P2j'Plk'sz'levPZmplnvPvaplpvPZp] ’

a jego macierz sztywnosci [K] bedzie miata nastgpujace dwuelementowe
sktadniki:

[4z] [0]  [0] [Aan]  [0]  [Ag]
(0] [4;] [0] [Gm] [Gal 0]
K] == (0]  [0] [Dpel (01 [Din]  [Dipl
[Ami] [ij] [0] [Amm + Bmm + Cmm] [an + Cmn] [Amp + Bmp]
(01 [Cyj] [l [Bum + Coim] [Byn + Can + Dyt [Bup + Dip]
[Api] [0] [Dpk] [Apm + Bpm] [Bpn + Dpn] [App + Bpp + Dpp]

Nowa charakterystyka powinna by¢ nastgpnie zweryfikowana przez ekspe-
ryment numeryczny sprawdzajacy stopien nieciagtos$ci funkcji stanu na krawedzi
taczenia wyjsciowych elementéw (w tym przypadku na krawedziach j - K il - m).
Te uwage odpowiednio nalezy wykorzysta¢ w innych, ta droga powstajacych
elementow skonczonych. Z praktyki wiadomo, ze taczenie elementow o zblizo-
nych powierzchniach (objgtosciach) jest dopuszczalne 1 zadowalajace.

Budowa przestrzennych wielosciennych elementéw skonczonych

Zbudujemy na koniec przyktadu charakterystyke prostopadlosciennego
(szesciennego, szesciosciennego) elementu skonczonego, oparta o charaktery-
styke czworoséciennego elementu. Prostopadtoscian powstaje z pigciu czworo-
$cianow 1 to teraz lezy u podstaw przedstawianej w tej ostatniej czeg$ci przykla-
du (i na Rys. 3.18) koncepcji.

Charakterystyka uzytych do tego celu czworo$ciennych elementow skon-
czonych opisana jest w Zataczniku w tablicy Z.9.
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Rys. 3.18. Ilustracja jednej z mozliwosci tworzenia szeSciennego elementu skonczonego na

bazie elementow czworosciennych

Charakterystyka docelowego elementu skonczonego ma odpowiadaé przy-

padkowi dwudziestoczteroelementowych wektorow weztowych przemieszczen
i sil. Procedura tej budowy tej charakterystyki polega¢ bedzie, jak poprzednio,
na odpowiednim ztozeniu bibliotecznych charakterystyk pigciu (na Rys. 3.18
oznaczonych numerami 1,2, 3,4 i 5) wyjsciowych elementow skonczonych.

Oznaczenia pomocnicze (por. Rys. 3.18):
pierwszy czworo$cienny element skonczony z weztami i, j, [, m:

{u}q = [y, uzp usy, Uqj, Uzj, Uzj, Ugy, Upp, Uzp Urm, Uam) u3m]€u
{P}a = [P1i, P2y, P3i, Pij, Paj, Psj, Py, Pay, Pay, Pr, Poy Pam 14,
macierz sztywnosci o trojelementowych sktadnikach:
Qji, Aij = Qij, Ay = Ay, Ay = Ay, Ay,
A1 = Qij, Ajyy = QApj, Ay Ay = Ay Amm

ma postac:
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i Aij 0 ay am 0 0 0

ajj 0 aj Ajm 0 0 0

0 0 0 0 0 o

(K], = ag Ay 0 0 0 i
sym Qnm 0 0 O

0o 0 O

0 0

0

drugi czworo$cienny element skonczony z weztami [, m, o, p:
{u}b = [ull' Uz, Uzl Urms Uzms Uzms Uto) U0, U0, Up, Uzp, u3p]lg'
{P}» = [P11 P21, P31, Py Pams Pams Pros Paoy Psos Plp' PZp'P3p]ltJ'
macierz sztywnosci o trojelementowych sktadnikach:
by, by = bmj' by, = by, blp = bpl' b,

bino = bom, bmp = bpm' beo, bop = bpo' bpp

ma postac:
r 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0o 0 O 0
by by 0 b, by
K1y = sym bmm 0 bmo bmp !
0 0 0
boo bop
byp |

trzeci czworos$cienny element skonczony z weztami j, I, m, o:
{u}c = [uljf uzj' u3j' Uq1, Uppy Uy, Um, Uzmy Usm, Uter Uzes u3o]£'
{P}c = [P1j:P2j,P3j;Pll,le,P3l;P1m:P2m:P3m;P1o:P20:P30]£;
macierz sztywnosci o trojelementowych sktadnikach
Gjr Gt = Cijy Cjm = Cmj, Cjo = Cojr Cils

Cim = Cmi Clo = Cobr Cmmy Cmo = Comn Coo

ma postac:
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0 0 0 0 0 0 0 07

Cjj 0 Cjt Cim 0 Cjo 0

0 0 0 0 0 O
— Cu am 0 ¢ 0|
= sym Cmm 0 Cmo O ’
o 0 0

Coo 0

04

— czwarty czworo$cienny element skonczony z weztami j, m, n, o:
{u}d = [ulj' uz;" u3j: U Uzm Uzms Ui, Uzn, Uzn, Ute, Uzes u3o]¢ti'
{P}q = [Plj'PZj'P3j'le'PZm'P3m'P1n'P2n'P3n'P10'P20'P3o]€i'
macierz sztywnosci o trojelementowych sktadnikach:

djj, dj = dmj: djn = dnjrdj = dojrdmm'dmn = dpm Amo = dom, Ann,

dno = don, oo
ma postac:

0 0 o0 o0 0 0 0 0

dGj 0 0 dim dn djo 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
Klqg = ;
[ ]d sym dmm dmn dmo or
A dno 0

dyy 0

0

— piaty czworo$cienny element skonczony z weztami j, k, [, o:
{u}e = [u1j'uzj' U3zj, Urg, Uzk) Uk, Ugp, Uz, Uz, Ui, Uz, Uso b
{PYe = [Py), P2j, P3j, Py, Paks Pa, Pat, Pat, Pay, Pao, Pao, Pao e,
macierz sztywnosci o trojelementowych sktadnikach:
€jj» €jk = €kj,€j1 = €1j,€jo = €0j, €kk) €kl = Cli» €ko = €0k €11y
€10 = €01, €00

ma postac:
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0 0 0 0 00 0 017
&j ek € 0 0 €o 0
€kk € 0 0 e O
[K]e — ey 0 0 ep 0 i
sym 0 0 00
0 0 0
€0 O
0l

Docelowy element skonczony bedzie miat zatem nastgpujace wektory prze-
mieszczen i sit weztowych:

fud = ([l [ay], fwe, T, ), [t T ], a1
[ur] = [ulrl uzT,u3r]t,r = i,j, k' l'm' n,o, P,
{P} = [[Pl]l [P]]t [Pk]t [Pl]l [Pm]’ [Pn]l [Po], [Pp]]t’

[PT] = [Plr) PZT) P3T']t)r = i!j! k’ l’ m,n, O’p!
natomiast macierz sztywnosci

(K Kij Ky Ky Kim K Kio Kip ]
Ky K K Km Ko K
Kk K Kim Kin Kko Kip

K” Klm Kln Klo Klp

K =
(K] sym Kpm Kmn Kmo Kmp
Knn Kno Knp
Koo Kop
Kpp |

bedzie miata trojelementowe sktadniki:
Ky = a4, K;j = a;5, Ky = 0, Ky = ayy, Kipn = @y, Kip = 0, Ky = 0, K, = 0,
Kjj = aj; + ¢jj + djj + ejj, Kje = eji, Ky = @ + ¢ + €y, Kjmy
= Ajp t+ G + djp, Kin = djn, Kjp = €jo + dj + €5, Kj, = 0,
Ky = exis Kit = gy Kiem = 0, Kin = 0, Koo = €ko, Kip = 0,
Ky = ay + by + ey + ey, Ky = @y + byn + €, Kin = 0, K
= by, + 1o + €10, Kipy = by,

Km = Qmm + Dom + Cnm + Qoo Konn = Aons Koo
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=bmo + Cmo + dmo'Kmp = bmp'
Kpn = dpn, Kno = dnorKnp =0,
Koo = boo + Cop +dyp + eoo'Kop = bop'

K

pp = b

pp’

przy tym K.s = K, (r,s = i,j,k,l,m,n, 0,p).

Rozwigzania numeryczne zagadnien nieliniowych

W niektoérych fizycznych problemach (np. obejmujacych zjawiska reolo-
giczne materialu rzeczywistego obiektu lub zagadnienia mechaniki kontaktu)
trzeba obserwowac i opisywaé nieliniowe zmiany stanu. Wtedy, stosownie do
praw i przyczyn nieliniowo$ci procesu, potrzebne sa zmiany charakterystyk
elementéow skonczonych. W takich przypadkach, gdy jest mozliwa fizycznie
sensowna zmiana macierzy sztywnosci, to rowniez nalezy rozwina¢ numerycz-
ne zasady i metody rozwiazania takich problemow. Te zaawansowane zagad-
nienia znajduja odzwierciedlenie w wielu materiatach zrédtowych (np. [12,
17]). Zatozenia wykorzystywanych tam metod powinna by¢ jednak wprowadza-
jaco przedstawiona poczatkujacemu w obcowaniu z MES Czytelnikowi.

Ponownie pozostajac przy statyce, proces nieliniowej deformacji continuum
mozemy opisac, sygnalizujacym zalezno$¢ od przemieszczen zarowno elementow
macierzy sztywnosci, jak i obcigzen zewngtrznych, ogélnym rownaniem:

(KW {u} = {P(w)} (3.83)

Zaktadajac istnienie poczatkowego (znanego lub dajacego si¢ okresli¢, np.
jako odpowiadajacego zakresowi prawa Hooke’a) stanu rownowagi (i — 1):

[Kli—1{Au};y = {AP};4 (3.84)

gdzie (po oznaczeniu przez i kolejnych krokéw numerycznej procedury obliczen
ten stan odpowiadaé pierwszemu z takich krokéw i = 1) niezalezna od prze-
mieszczen macierz sztywnosci [K];—1 = [K],, wektor sit weztowych {AP};_, =
{P},, a odpowiadajacej tej wartosci sit przemieszczenia {Au};_1 = {u},.
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Kazda nastgpna zmiang stanu (3.84) mozna wywotaé, jak wiemy, dwoma
drogami:

— albo przyktadajac mate przyrosty, wymuszajacych deformacj¢ badanego
obszaru znanych obciazen zewngtrznych {4P}; i wtedy

[K]i-1{Au'}; = {AP}; oraz {Au'}; = [K];-1{AP};
— albo zadajac male przyrosty znanych przemieszczen {4Au} i wtedy
{AP"}; = [K];—1{Au};.

W obu przypadkach rozwiazania {4u’}; lub {4AP}; sa obarczone bi¢dem,
ktérego minimalizacje mozna przeprowadzi¢ albo stosowaniem bardzo matych
przyrostow sit i przemieszczen, albo dostosowywaniem macierzy [K].

Obliczenia z zastosowaniem zasady przyrostowej

Niech w zakresie od {P} = 0 do {P} = {P}, opisywany uktad (por. Rys.
3.19) zachowuje si¢ liniowo (np. sprezys$cie w zakresie obowiazywania prawa
Hooke’a). Jest to stan poczatkowy uktadu i wtedy macierz sztywnos$ci [K], jest
stata i znana (np. podobnie jak i méwiacy o tej macierzy modut sprezystosci E —
por. Rys. 3.20).

Xy

<Xy

Uzo Jz

ap= arcéy Lo
%= arcty Ky
Qarcty K,
g- ‘[%Q( dblicser;

Rys. 3.19. Zalozenia i ilustracja metody przyrostowej
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Rys. 3.20. Idea i fizyczna podstawa tworzenia siecznej macierzy sztywnosci

W kroku pierwszym (i = 1) postgpujemy typowo jak przy standardowym
zastosowaniu metody przemieszczen MES i obliczamy:

{u}o = [K15{P}o (3.84)

Krok drugi (i = 2) poprzedzamy ustaleniem zmodyfikowanej macierzy
sztywnosci [K({u}y)] = [K];. Moze by¢ to np. macierz sieczna, jesli modyfi-
kacja przebiega wg zasady zilustrowanej na rysunku 3.20 i polega na zmianie
modutu E na modut E; = da(¢)/de. Po zatozeniu {P},, czyli przyrostu

{AP}; = {P}; —{P}o (3.48b)
Obliczamy
{0}y = [K]7'{AP}; oraz {u}y = {u}o + {Au}, (3.48c)

Krok i = 3 (i nastgpne) powtarza postgpowanie z kroku drugiego: zawiera
wigc modyfikacje macierzy sztywnosci do postaci [K({u},)] = [K],, zatozZenie
wg (3.84b) nastgpnego przyrostu sit weztowych {P}, oraz obliczenie wg (3.84c)
przyrostu przemieszczen weztowych {Au}, i przemieszczen {u},.

Rezultatem takich obliczen jest utworzeniem nieliniowej charakterystyki
uktadu z narastajacym btedem obliczanych przemieszczen. Pozytywna poprawe
tego rezultatu moze da¢ dostosowanie do wymagan rozwiazywanego zagadnie-
nia funkcji ksztattu i tym sposobem charakterystyk elementow skonczonych,
lub eksperyment numeryczny z doborem przyrostow sit weztowych. Zakoncze-
nie obliczen moze wigc by¢ zwiazane przede wszystkim z kryterium natozonym
na wielkos$¢ odchylki obliczanych wektorow przemieszczen od rzeczywistych.

Zasada przyrostowa znalazta szersze zastosowanie np. w zagadnieniach
mechaniki kontaktu. Jej wady skompensowa¢ mozna metodami iteracyjnymi.
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Obliczenia iteracyjne
Iteracja bezposrednia zaktada (por. Rys. 3.21a) modyfikacj¢ macierzy

sztywnosci [K] w toku obliczen. W tej metodzie z gory zadany jest wektor ob-
ciazen maksymalnych {P},,., | poczatkowa macierz sztywnosci [K],. W punk-
cie startu (i = 0) przy {u}o = {0} i {AP} = {0} oblicza sig:

{AP}y = {P}max — [K]o{u}o = {Phinax
oraz {Au}; = [K]yH{AP},.
W kroku drugim (i = 1), natomiast:
{u}y = {uo +{Au}; = {Au}y, [K{uh] = [K],,
{AP}; = {Phiax — [Kl1{uby, {Au}, = [K]7'{AP},.

W nastepnych krokach (i = 2,3,4, ...) schemat ten powtarza si¢ i mozna go
przedstawic jako nastgpujacy iteracyjny algorytm:

{uli = {u}iy +{0uly, [K{ub)] = [K];,
{AP}Hl = {P}max - [K]i{u}i;

{Au}iyq = [K]i_l{AP}Hl (3.85)
6’ P <3
Buex
/ oy
/LA |48 |
f 42
' p
AR
el

e
e i

s

Rys. 3.21. Interpretacja i zatozenia zasady obliczen iteracyjnych metodami bezposrednia (a),
Newtona-Raphsona (b) i zmodyfikowana Newtona-Raphsona (c)
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Kryterium zakonczenia iteracji w tej metodzie moze by¢ przyj¢te np. w po-
staci normy:

18Pl < 5, (3.86)

gdzie &, jest wybrana, dostatecznie mata warto$cia wektora weztowych sit,
a symbol normy ||+|| oznacza wyrazenie ||A|| = ({A}{4})/2.

Iteracja przy stalej macierzy sztywnosci (metoda Newtona-Raphsona, por.
Rys. 3.21b) jako dane wyjsciowe przyjmuje zadane iznane z g0ry {P}max
i interpretowana jak w prezentowanych poprzednio metodach [K] = [K], =
const.

W pierwszym kroku (i = 0) przy dodatkowym zatozeniu, ze {u}, = {0}
oblicza si¢:

{AP}; = {P}max ~ [Klo{u}o = {P}max, {Au}; = [K]g" {AP};.

W drugim kroku (i = 1) natomiast:

{u}y = {u}i_1 + {Au}y, {AP}; = {P}ax = [Klo{u}y, {Au}, = [K]El{AP}z-

Ponownie jest to powtarzalny w nastgpnych krokach algorytm obliczen:

{u}; = {u}i—q + {Au};, [K]; = [Klo, {AP}is1 = {P}max - [Klo{u},
{Au}iyq = [K]g ' {AP}i44 (3.87)
konczacy sie po spetnieniu kryterium
albo ||Au;44|| < 6y, albo ||AP 44| < 6, (3.88)

gdzie &, i &, sa obranymi, dowolnie matymi liczbami okre$lajacymi btedy od-
powiednio przemieszczen i sit weztowych.

Iteracja z uzyciem dostosowywanej stycznej macierzy sztywnosci (zmodyfi-
kowana metoda Newtona-Raphsona, por. Rys. 3.21c) takze zaktada z goéry zna-
ne i zadane {P},,., Oraz poczatkowa macierz sztywnosci [K],. Dostosowywa-
nie macierzy sztywnosci polega natomiast na ustalaniu macierzy stycznej wg
zasady: [K;]; = [d{P}/d{u}];. Algorytm i kryteria zakonczenia obliczen jest
podobny do algorytméw poprzednich metod iteracyjnych.

Wszystkie przedstawione algorytmy mieszcza si¢ w schemacie blokowym
z rysunku 3.22.
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Rys. 3.22. Schemat blokowy algorytmu obliczen iteracyjnych

Metoda sit MES

U podstaw tej drugiej, mniej upowszechnionej odmiany metody elementdéw
skonczonych, lezy koncepcja przyblizania odpowiednia funkcja ksztaltu nie
przemieszczen, lecz naprezen:

{0} = [N;]{P} (3.89)

gdzie [N,] jest funkcja aproksymujaca naprezenia w obszarze elementow skon-
czonych (uktadu materialnego modelowanego elementami skonczonymi), {P} jest
wektorem sit weztowych, odzwierciedlajacych stan naprezen w tym obszarze.

Funkcja ksztattu [N, ] spelnia rownanie rownowagi wewngtrznej (por. Przy-
ktad 2.6, rownania (al) lub (a2)), a wiec — po pominigciu sit objgtosciowych —
réwnanie:

[L][Ns]{P} = {0} (3.90)
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gdzie [L] jest operatorem r6zniczkowym rownania rOwnowagi wewngtrzne;.

Jesli postgpujac wg tej koncepcji obowiazujace w obszarze elementu skon-
czonego (obszarze uktadu materialnego modelowanego elementami skonczo-
nymi) zwiazki konstytutywne wyrazimy jak nastepuje:

{e} = [k o} = [k ][N ]{P} (3.91)
gdzie {&} okresla naprgzenia, a [k, ] jest macierza wspotczynnikéw whasciwosci

materiatowych odpowiadajacych konkretnemu, przyjetemu do rozwazan zwiaz-
kowi konstytutywnemu, to funkcjonat energii uzupetniajacej y, (por. Rys. 3.2)

Xo = [, {o}{e}dv — [, {p}t{w}ds (3.923)
{P}t{u}

mozna wyrazi¢ nastgpujaca postacia:
Xo = 1P} (f;, ING1* Tk N, 1dv) (P) — (P} {us) =
= (P [(f, N6 TR [N, Jdv) (P} — ()] = (P} ([CT{P} — {u})  (3.92b)

gdzie V jest objetoscia obszaru, S powierzchnia ograniczajaca obszar.
Jesli z kolei zastosujemy warunki (3.19), teraz w postaci

Mo _ g ; 3Xo
Sm=00522>0 (3.93)

to z pierwszego z nich otrzymamy uktad algebraicznych rownan rownowagi:
[CH{P}—{u}=0 (3.94)

gdzie odzwierciedlajacy w ogdlnosci wszystkie czynne sity zewngtrzne, rozpro-
szenia i bezwladnosci wektor sit {P} = {P}, + {P}z + {P}p jest wektorem nie-
wiadomych metody sil, a [C] — jest macierza podatnosci uktadu.

Po uprzednim wprowadzeniu do (3.93) warunkéw brzegowych co do {P} i {u}
mozliwe (pod drugim z okre$lonych w (3.93) warunkiem, ze [C] > 0) rozwiazanie

{P} = [C17{u} (3.95)

zamyka procedurg metody sit MES.
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Weryfikacja MES

Metoda elementow skonczonych jest metoda przyblizona. Skalg tego przy-
blizenia — jak juz wiemy — ustala po pierwsze dyskretyzacja modeli nominal-
nych, a po drugie dyskretyzacja modeli matematycznych elementow skonczo-
nych. Poznali$my tez dwa sposoby minimalizacji skutkow takiego przyblizenia:
albo przez minimalizacj¢ uzasadnionego fizycznie funkcjonatu (tak jest w me-
todach wariacyjnych), albo przez sprowadzanie do zera bledow (reszt, jak jest
w metodach rezydualnych).

Przy dyskretyzacji modeli nominalnych problemem zawsze jest doktadnos¢
odwzorowania geometrii rozwazanego obszaru (np. czesto gtadka powierzchnig
ograniczajaca ten obszar przyblizy¢ trzeba powierzchnia wielo$cienng), doktad-
no$¢ odwzorowania wlasciwosci fizycznych materiatu obszaru (zmieniane np.
skokowo n granicach elementow skonczonych), a takze doktadnos¢ odwzoro-
wania czynnikow (np. czynnych obciazen zewnetrznych i wewngtrznych),
wplywajacych na zmiany stanu fizycznego badanego obszaru. Przy dyskretyza-
cji modeli matematycznych z punktu widzenia stopnia przyblizenia wazny
i zarazem trudny jest wybor funkcji ksztattu, i funkcji wagowych (to one decy-
duja o doktadnosci spetnienia warunkow brzegowych i gtadkos$ci przejscia na
granicach elementow skonczonych funkcji stanu obszaru i zagadnienia).

Mowimy czgsto, ze dokladnos¢ MES wzrasta albo ze wzrostem ggsto$ci
siatek podziatu obszarow na elementy skonczone (wzrostem liczby elementow),
albo ze wzrostem liczby weztow (np. przez wprowadzenie do charakterystyk
elementow skonczonych funkcji ksztattu i funkcji wagowych wyzszego rzedu).
Jest to, oczywiScie, stuszne i sprawdzalne, ale tez podnosi prog trudnosci nume-
rycznych i w konsekwencji wprowadza kolejne przyblizenia (np. koniecznosé
przyblizonego catkowania w fazie okreslania wspolczynnikow wystepujacych
macierzy). Dochodzi zatem jeszcze btad obliczen.

Wyptywa z tego naturalny wniosek, ze MES (tak jak wszystkie inne meto-
dy przyblizone) musi by¢ weryfikowana i na tej podstawie doskonalona. Istnieje
specjalistyczna literatura tego tematu (np. [1]), ale rzecz sprowadza si¢ w prak-
tyce do porownywania wynikdw obliczen MES z wynikami $cistymi lub z wy-
nikami eksperymentalnymi. Do tego celu stuza nominalne tzw. modele standar-
dowe (o znanych S$cistych rozwiazaniach ich modeli matematycznych, czyli
réwnan stanu), stosowane w badaniach do$wiadczalnych. Modelowane i okre-
slane metoda MES stany obiektow rzeczywistych, przy braku odpowiednich
modeli standardowych, musza isa weryfikowane dostgpnymi metodami do-
$wiadczalnego. Najwlasciwszy jest jednak przypadek weryfikacji przy jednosci
wzorcowych modeli MES, standardowych i empirycznych.

Nauka polska, dzigki niezyjacemu juz prof. Olgierdowi C. Zienkiewiczowi
[26], ma swoj dorobek w tworzeniu systemoéw programéw MES (np. system
opracowany pod kierunkiem prof. Jana Szmeltera w Wojskowej Akademii
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Technicznej [20]). Dzi$ na rynku dominuja jednak (a szkoda) systemy zagra-
niczne, ktore kupujacy tez powinien sam zweryfikowa¢. Trzeba przy tym wie-
dzie¢ jak to zrobi¢, czyli przedtem nauczy¢ si¢ i poznaé MES. Z kolei tworczy
i innowacyjny konstruktor powinien nie zapomina¢ o mozliwo$ci wytworzenia
wlasnego systemu programow tej metody. Zatrzymajmy si¢ zatem na tym, co
potrzebne jest uczacemu si¢ i poznajacemu metode Czytelnikowi.

Jedna z pierwszych rzeczy, o ktérej teraz jeszcze trzeba powiedzie¢ jest
tzw. eksperyment numeryczny. Ma on w weryfikacji MES znaczenie og6lniej-
sze, lecz takze dobrze stuzy nabraniu potrzebnego doswiadczenia, zwlaszcza
wtedy, gdy bedzie uzyty do sprawdzenia doboru do rozpatrywanego zagadnie-
nia bibliotecznych elementéw skonczonych lub do doskonalenia ich charaktery-
styk. W praktyce polega on na samodzielnym szukaniu kompromisu migdzy
stopniem skala wzrostu liczby weztéw (lub skomplikowania charakterystyki
elementéw) a tempem poprawy wynikow (lub wzrostu trudnosci numerycz-
nych, w tym przede wszystkim wzrostem liczby rozwiazywanych roéwnan).
Wykonywany jest natomiast droga powtarzania obliczen w wariantach zatozo-
nych zmian danego zagadnienia.

W ilustracyjnych przyktadach weryfikacji metody MES powr6cimy do do-
minujacych w opracowaniu zagadnien mechanicznych i cieplno-mechanicznych.

Przyklad 3.11. Rura gruboscienna nieograniczonej dtugosci. Model standardo-
wy w zagadnieniu przewodnictwa ciepla, zagadnieniu cieplno-mechanicznym
i w zagadnieniu mechanicznym (Lame’)

Zatozenia tego modelu to osiowa symetria funkcji stanu (rozktadu tempera-
tur, obciazen zewnetrznych i masowych, przemieszczen, odksztatcen i napre-
zen). Reprezentuje przypadek ptaskiego stanu odksztatcen, dla ktorych znane sg
Sciste rozwiazania. Gtéwne z nich beda podane nize;j.

Rozktad temperatury | naprezen cieplnych w przewodzqcej ustalony przepbyw
ciepfa scianie walcowej

Tr) =T, + (T, — Ty) (zn 1) (i r—Z) @)
&1 £
gdzie r; < r < 1, jest biezaca promieniowa wspolrzedna punktow na grubosci
$ciany; 1y 1 1, sa odpowiednio wewngtrznymi i zewngtrznymi promieniami
walca; T; i T, sa temperaturami mierzonymi na wewngtrznej i zewngtrznej
$cianie walca;

0. = aTy ~ 7)) {8:2 _ E)Z_l]} ;
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N [ e N (o I O
O'(p()— (T, T1){ (ln:_i) [(:_i)z_l]}z(l—v)'

a,(r) = v[0,(r) + 0, ()] — Ea(T, — Ty),

gdzie oy, g, i g, sa cieplnymi naprezeniami odpowiednio promieniowym, ob-
wodowym i osiowym w $cianie walca przy rozkladzie (a) temperatur; a jest
wspotczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej materiatu $ciany; E i v sa odpowied-
nio modutem sprezystosci podtuznej i liczba Poissona tego materiatu.

Rozktad naprezen w scianie walca (vury) przy jednoczesnym obciqzeniu cisnie-
niem wewnetrznym i zewnetrznym roznej wartosci

ar(r)

i = ~Pw(e® =1 —p.(es — e,

Op(M) _

i = ~Pw(@® + D —pyep +e%),

a,(r) = v[0,(r) + 0, (1],

Rys. 3.23. Zatozenia modelowe zagadnienia obciazenia wewngtrznym i zewngtrznym cisnie-
niem rury grubos$ciennej

gdzie o,, o, i 0, sa naprezeniami odpowiednio promieniowym, obwodowym
i osiowym wywotanymi w $cianie walca przez ci$nienia wewnetrzne p,, i ze-
wngtrzne p, (por. Rys. 3.23); d, i d,, odpowiednio zewngtrzna i wewngtrzng
srednicami walca (¢, = d,/d,,), r promieniowa wspolrzedna punktu okreslania
naprezen (o = d,/2,); v za$ jest liczba Poissona materiatu $ciany.
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Przykiad 3.12. Kula gruboscienna wydrqiona. Model standardowy w zagad-
nieniu przewodnictwa ciepla, zagadnieniu cieplno-mechanicznym i w zagad-
nieniu mechanicznym

Zatozenia tego modelu to punktowa symetria funkcji stanu (rozktadu tem-
peratur, obciazen zewngtrznych i masowych, przemieszczen, odksztaltcen i na-
prezen). Glowne, znane S$ciste rozwiazania wymienionych zagadnien beda
podane nizej.

Rozkiad temperatury | naprezen cieplnych w przewodzqcej ustalony przeptyw
ciepla scianie wydrqzonej kuli

T(r)=T,+ (T, —T) (T—z) (L),

r—1 r—1
gdzie oznaczenia odpowiednio te same jak w przypadku walca;

172

op(r) = a(T, = Ty) {(r;-rls) [(’"1 try) = ATTeE) ﬁ]} £

r r3 (1-v)

T2

0y (r) = Ty = T {772 [ty + 1) -

+ a-v

(rf+rar2+r§) rfrf] E
2r 213

gdzie gdzie o, i o, sa cieplnymi napreZeniami odpowiednio promieniowym
i obwodowym w $cianie kulistej; a jest wspotczynnikiem rozszerzalno$ci ciepl-
nej materiatu $ciany; E i v sa odpowiednio modutem sprezystosci podtuznej
i liczba Poissona tego materiatu.

Rozktad naprezen w Scianie kuli przy jednoczesnym obciqzeniu cisnieniem we-
wnetrznym | zewnetrznym roznej wartosci.

ar(r)

@ = Pw(@ =D -p, (e~ )

E‘Q(gf?) = Pw (% 0 + 1) — Pz (Qg +%Q3)1

gdzie o, i g, i sa naprezeniami odpowiednio promieniowymi i obwodowymi
wywotanymi w §cianie wydrazonej kuli przez ci$nienia wewngtrzne p,, 1 ze-
wnetrzne p, (por. Rys. 3.24); d, i d,, odpowiednio zewnetrzna i wewnetrzna
srednicami kuli (¢ = d,/d,,), r promieniowa wspolrzedna punktu okreslania
naprezen (o = d,/2,).
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Rys. 3.24. Interpretacja sktadowych wektora naprezen w punktach $ciany wydrazonej kuli

Przyktad 3.13. Wstepny test programu MES, przygotowanego do rozwiqzan
zagadnien osiowosymetrycznych [23]

Program zakladat obliczenia obiektoéw osiowosymetrycznych, przy koto-
wo-symetrycznych wielkosciach weztowych. Testowane byly charakterystyki
trojkatnych, osiowosymetrycznych elementéw skonczonych (por. tablica Z.8
W Zataczniku), obliczane z uzyciem metody catkowania przyblizonego.

Zastosowany model kontrolny byt wycinkiem poosiowo rozciaganej rury
grubo$ciennej (por. Rys. 3.25a). Weryfikowane tak bylo pole przemieszczen
(por. Rys. 3.25b) i pole naprezen na powierzchni poosiowego przekroju bada-
nego wycinka rury. Blad przyblizenia zmiescit si¢ w obu przypadkach w utam-
ku procenta.

z

)

05]— 1 g 1" 5 2f

b)
4 £ 4 19 Podz.10:1

a)Podz. 1:1

- MN

] Tpeazn 2 (g0
Q'I_ P 2 7 2 17 22 ?
[T )
420
L lsa 5 o 15 log
{1
Lot I 3 8 /18 23

Skala przemieszezed  fem=01-10"%em

Rys. 3.25. Zalozenia modelowe, siatka elementéw skoniczonych i wynik obliczen przemieszczen
punktéw poosiowego przekroju rozciaganego kotowo symetrycznego pierscienia



Metoda elementow skoriczonych 145

Przykiad 3.14. Plyta kolowo-symetryczna z otworem. Model standardowy teo-
rii plyt i badan doswiadczalnych

Tutaj model ten wykorzystany zostal do eksperymentu numerycznego
Z uzyciem tego samego programu MES, o ktéorym byta mowa w przyktadzie
3.13. Testowany byl wptyw zaggszczenia siatki (weztdow) elementow skonczo-
nych na ugigcie tej modelowej ptyty. Rysunek 3.27a przedstawia skonkretyzo-
wane zalozenia modelowe, rysunek 3.26 dwie z uzytych w eksperymencie sia-
tek elementow skonczonych, rysunek 3.27 natomiast pokazane wspdlnie z teo-
retycznym wyniki obliczen metoda przemieszczen MES. Pokazuja one oczeki-
wanga tendencje poprawy wyniku po pierwszym zaggszczeniu siatki.

P
q
z 3 4 5 £ 7 -] g L4
o L3 1 7 13 7] 15 3 17 8 19
i 2; 23 24 25 26 7 8|29
z T 1P
t g2 4 5 & 7 & g g f 12 B 1 15 £ 7
0 \ /21 24 7 /23
o
2 31 \/35 4 a7 50
I3
1 /53 7 il 5

Rys. 3.26. Warianty siatek osiowo-symetrycznych elementow skonczonych zastosowanych
w numerycznym eksperymencie badania wptywu gestosci siatek (wielko$ci elemen-
tow skonczonych) na doktadno$¢ obliczen MES ugigcia kolowo-symetrycznej ptyty

Opis zalozen uzytego modelu standardowego ponize;j.

Ugiecie plyty kolowo-symetrycznej z otworem (model standardowy).

v ={m@)ralt- () e () m @

przy czym

_ @] e )@ | 204w
-

Eh3

b= 12(1—v2)’q = 2mb’
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gdzie P jest catkowity sita poprzeczng przylozona na krawedzi otworu (por.
Rys. 3.27a); 2a jest $rednica plyty; 2b $rednica otworu; h gruboscia ptyty; E i v
sa odpowiednio modutem spregzystosci podtuznej i liczba Poissona materiatu

plyty.

Maksymalne ugigcie:

e = 90) = 20 (2) 4.6, |1 (] + € (&) m (D)}

vx 102 )]
cm

|20

Rys. 3.27. Zalozenia modelowe ptyty kotowo-symetrycznej, zastapionej elementami skonczo-
nymi wg Rys. 2.26., oraz wyniki przeprowadzonych obliczen teoretycznych (na
wykresie 3) i metoda przemieszczen MES dla roznych wielkosci elementow (1 —
dla siatki z Rys. 3.26a, przy czym vp,qx = 0,94Vmaxteor, 2 — dla siatki z Rys.
3.26b, przy czym vipax = 0,98Vinax teor.)

Uwagi koncowe

Powyzsze wprowadzenie w metode elementéw skonczonych, opisang
przede wszystkim w podstawowych zrodtach [26, 27, 28, 29], nie wyczerpuje
oczywiscie tematu. Zainteresowanemu kontynuowaniem studiow i praktycznym
wykorzystywaniem MES Czytelnikowi stuzy¢ moze pozostata czgs¢ dotaczonej
i do tego dobranej literatury. Takze temu celowi stluzy¢ powinien dotaczony
zatacznik, obejmujacy biblioteke, wyprowadzonych $cisle co do modelu, cha-
rakterystyk elementéw skonczonych pierwszego rodzaju. Poznawanie zaprezen-
towanego materiatu, zwlaszcza zawartego w zatacznikach, wymaga od Czytel-
nika wiedzy, nie wychodzacej poza ramy aktualnych standardow studiow poli-
technicznych (lub kierunkéw inzynierskich na uczelniach innych niz politech-
niki). Niemniej, zainteresowany metoda Czytelnik powinien przegryz¢ sig przez
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podang tres¢ z otowkiem i kartka papieru w reku, powtarzajac wywody teore-
tyczne, jak i przeprowadzone w przytoczonych przyktadach.

Istotnym — i wymagajacym nabycia umiejgtnosci — problemem MES jest
przygotowywanie siatek podzialu na elementy skoniczone badanych ta metoda
obszarow obiektow materialnych, oraz wybor wiasciwych rozwigzywanemu
zagadnieniu funkcji ksztaltu i charakterystyk tych elementow. W tym zakresie
poczatkujacym rowniez potrzebne sa ¢wiczenia z otdwkiem, gumka i kartka
papieru. Kazdy program lub system programéw obliczeniowych MES wyposa-
zony jest w zabezpieczenia przed blgdami siatek podziatu, a to dopehnia takie
przygotowawcze ¢wiczenia. W drugiej fazie nauki zastosowan MES pomocne
tez bedzie ¢wiczenie budowy siatki podziatu na elementy skonczone z pomoca,
powszechnie znanych i dostgpnych systeméw AUTOCAD.

Umiejetnos¢ modyfikowania funkeji ksztattu itworzenia bogatszych lub
wygodniejszych charakterystyk elementéw skonczonych zdobywa sie¢ po za-
awansowanej praktyce obliczeniowej. Jest to droga nazywana eksperymentem
numerycznym, na podstawie ktorego dopiero mozna oceni¢ skutki itak po-
twierdzi¢ sens probnych modyfikacji. Taka sama praktyka obliczeniowa wpro-
wadzi uczacych si¢ MES w efektywne korzystanie z podprograméw automa-
tycznego tworzenia siatek podzialu, wystepujacych w dostgpnych na rynku
wspotczesnych systemach wspomagania projektowania.

W XXI wieku trudno bagatelizowa¢ potrzebe poznania MES i specjalizowa-
nia si¢ w jej zastosowaniach, gdyz jest dzi§ ona najistotniejszym elementem sys-
temow wspomagania tworczej dziatalnosci konstruktora. Upowszechniona przed
pot wieku temu przez inzynieréw praktykow MES, niezaleznie od typu kryterium
konstruowania, pozwala tez juz dzi$§ wskazywac¢ zbiory optymalnych zmiennych
decyzyjnych (wymiaréw), dajacych dopiero po tym mozliwos¢ sensownego bu-
dowania geometrycznej formy i funkcjonalnosci konstruowanego urzadzenia.
Podobnie jak wszystkie systemy CAD, takze i MES wiaczona w systemy CAD,
ani nie zastapi, ani nie wyeliminuje konstruktora.

Nie ulega tez watpliwosci, ze zarowno korzystanie z rynkowych oprogra-
mowan MES, jak i samodzielne, w konkretnym celu, wytwarzanie takich narze-
dzi przez konstruktoréw np. maszyn i urzadzen technicznych nie moze odbywac
si¢ bez pomocy matematyka—informatyka, bieglego w zakresie informatycznych
zagadnien wystepujacych w tej metodzie, albo najlepiej — specjalizujacego si¢
przy tym w dziedzinie modelowania matematycznego rzeczywistych procesow.
Wykorzystujacy partnerstwo informatyka konstruktor, z drugiej strony, powi-
nien jednocze$nie podnosi¢ swe umiejetnosci w praktykowanej dziedzinie, jak
i w stosowanej matematyce (np. w zakresie metod optymalizacji czy gromadze-
nia, przetwarzania i zarzadzania zasobami danych), ale tez to on, a nie nikt inny,
powinien inspirowaé istawia¢ przed swym partnerem—informatykiem nowe
zadania w tym zakresie.
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Jan Witkowski
FINITE ELEMENT METHODS FOR BEGINERS

Summary

The paper presents approximate methods of solving differentia equations, dealing most-
ly with practical aspects FEM such as principles of formulating finite elements and
super-elements, transforming their mechanical and thermo-mechanical properties. The
paper presents also numerical algorithms of FEM including non-linear problems. All
examples of application refer to machine design. The finite elements in a set included in
the paper relate to the same problems.
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Zalaczniki

Tablica Z.1. Liniowy element skoficzony
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Tablica Z.2. Liniowy element skoficzony (spr¢zyna)
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Tablica Z.3. Liniowy skrecany element skonczony
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Tablica Z.4. Liniowy zginany i $ciskany element skoficzony
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Tablica Z.5. Liniowy zginany i rozciagany element skonczony
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7' {P} {P} - [Pll'PZII MSL' Plk'PZk'M3k]t [K]{u}
8. {w} {w} = [N]{u}
9. {e} {e} = [Bl{u} = [BI[K]'{P}
10. {o} {o} = E[B]{u}




Tablica Z.6. Plaski trojkatny element skoficzony

psias.  Ga=bl
{g} = {0},
(P} = {0},
‘._x;» (01 = {0
Lp. | Wielkos¢ Zalezno$¢ wg MES
L W ) = [ {w) W' wd = [ug upr 1t = i),k
2. {4} {4} = [aq,ay, ..., ag]*
1 0O 0 O
3| [X] = [[%,], [X.]] AR ] AR P
[:11] [)Eiz]
4. | [X] [X]=|[X1] [Xp]
(X2l (Ko




= 1 _[1 Xip0 Xop = ,_[0 O 0 .
[Xrl] - [O O O [XTZ] - 1 xl‘r xz-r r = l,],k
_ 1 [1] L
[N] = [ [V [N], [N [Ny] = =< (@ + Bty + ¥ x2) r=ijk
1 xy; xy
28 =det|l x5 Xy
1 i Xk
[V] X1j  X2j _ X1k X2k _ X1i  Xi
a; = det [xlk Xop a; = det [xu Xy ay = det [XU Xy
_ 1 xy _ A 1 Xy
Bi = —det [1 X2k By = —det [1 X2i P = —det [1 X2
- _ X 1 _ _ X1 1 _ x1p 1
Vi = —det [X1k 1 vy = —det [xu' 1 Vie = —det [X1j 1]
d 0
w0 an
_ 1 2
0] o=, %




[B] = [[B.1,[B;], (B

Br O
[B] [Br]:%[o yr]
Yr Br
r=1ijk
1 v 0
[k] W ptaskim stanie naprezen: [k]:lEle 1 . 0 };
oo S(1-w
[Kil [Kiy]  [Ki
[K1=|[K:] [K;]  [Kue]
(Kt [Kij]  [Kik]
[K]

Eh

(K] = 4(1 - v2)S

1 1 ’
E (1 - v)ﬁrys + vyrﬁs E (1 - v)ﬁrﬁs + YrV¥s

1 1
ﬁrﬁs + E (1 - U)Vr)/s vﬁrys + E (1 - U)Vrﬁs\

rs=1jk




{P} = [{P}.{P;}. {P}!

10. | {P}
(B} = [Por, Pl = (Kl [Kg] (K] G, 7= ik
11. | {w} {w} = [wy,w,]* = [N]{u}
12. {e} {e} = [e11, &2, €12]" = [Bl{u}
13.| {0} (0} = (011, 022,0121° = [KI[B{us)




Tablica Z.7. Trojkatny ptaski element skonczony (zag. przewodnictwa ciepta i termosprezystosci)

—"91 . brzegowy
ke Ay, Tl ~LNITY I s T - temperatura,
Bi , @=const: \\ "7%'“’"52 Q - objetosciowe wewnetrzne zrodlo ciepla,
-~ i i (" 00¢ q - zewnetrzne zrodio ciepla,
: €| uw R (R, ) , . oo,
""I 0 - k — wspotczynnik przewodzenia ciepta,
— - @y, - wspdlczynnik przejmowania ciepta.
Lp. | Wielkos¢ Zalezno$¢ wg MES
t
1. (T} {T} = [T, T}, Ty |
t
[N] = [ (VL[] DN
1
[N,] = E(ar + Brxq + VrX2),
r=1,j,k.
2. N
) 1 xy xy
2S =det |1 x1; Xy
1 X X2k
_ X1j xZJ'] _ [xlk x2k] [xu X2
a; = det [xlk Xon a; = det Xy Xy ap = det X1 Xz




Xy 1 Xok 1 X2j
——dt[ ’] .= —det ] —d t[ J
ﬁl e 1 ok 18] 1 2i ﬁk e 1 ok
o1 X 1 X 1
_ 1j _ 1k 1i
Vi det [xlk 1] Vi det[ 1i 1] Vi =—d t[xlj 1
0 6N aN E)Nk
—[N{T} = = i, Bi T
dax,,
w=12) ON; ON; 0N,
e NNy = 5[5 20 ]{ = ey mlim
a (0T
ﬁ(ﬁ) i(a_T):& i(a_T):V_r r=iik
w15 oT, \ox;) 25" T, \ox,) 25’ '
ﬂ[ JoT 0 6T)+k aT o0 ( )]d p (h1(T)
. 1 9x, 9T 6x1 dx, 0T \ax, )| “1 %2 = s It
1 ..
[hs] = E(kl[ﬁil ﬁji ﬁk]ﬁs + kZ [Yil yj; )/k]ys); s = l,],k.
1
[H] [hrs] = E (klﬁrﬁs + kz)’r)’s): r,s =1}, k,




i BiBi  BiBi BrBi
[H] =Zl BiB; BiBj BkB; +ﬁ
BiBr BiBr BrBrk

Yivi ViYj YkYj

Yivi  VjYi YkVi]
Yive ViYk VYkVk

Wtedy, gdy k, = k, =k, to:

k . .
[hrs] = E (ﬁrﬁs + yrys): rs=1j, k.

Bf +vi BiBi +vjvi BiBit+ vrvi
[H] = 75 BiBi+vivi  Bi+vi BB+ vky;
BiBr +vivk BjBr +Vjvk Br + Vi

{Fv}

{Rv} = [Fwi'ij: ka]t'

_ or __Q Qs
er - Q oT. dxldxz - _E (ar + .Brxl + erz)dxldxz - _?:
r
QS
{Fw} = —? [1,1,1]t.

{F;}

(dot. elementu brzegowego o weztachm, ;)  {E,} = [F,m, Enlt,




Br = e[ @6 + [ 0@ d] = 3100+ o),

2= (xlm - xln)2 + (x2m - xZn)Z

9. {1} {T} = [HI*{R,}.
10. {e}r {e}r = [aT,aT,0]* (a- wspdtczynnik rozszerzalnosci cieplnej)

t .

{P}r = [{Pi}T' {Pj}T' {Pk}T] , {Prir = [Py, PZr]tT r=1ijk,
11. (P},
Py = [[ 811k sz,
" ) {ulr = [K]7*({P} + {P}1)
- ’ {P} — sity weztowe pochodzenia nietermicznego; [B], k], [K] wg tablicy Z.6.

13. {o}r {o}r = [k][B{u}r




Tablica Z.8. Osiowosymetryczny element trojkatny

Lp. | Wiclkosé Zaleznoéé wg MES
L w = [ w), wd], O R T r=ijk
2. {4} {A} = [ay, ay, as, a4,as, aglt
s | [X] =[x, 1%.]], =[5 o %) =[] .
4 (%] . H’;]lj gjzﬂ Fal =[] ) r=ijk




= 0 O 0
[XTZ]_[O X1r er],

[N] = IV, [N, [N

[N]:i(a + Brx +yx)[1 0] r=1j,k
1 ZS T i1 ri2 O 1’ ')

1 xq; 2y
2§ =det |1 x15 Xy
1 X Xk

X251 X1k X2k
a; = det[
X2k 7 X1i  Xpil
Xy i] 1 x5
2j B; = —det [1 2k
X2k X2 ]
17 xlk 17
1) vi = —det [Xu' 1]




: 0
[B] 1 ﬁO Yr
B = ¢ L az3 o T=LRK
2§ xlar+ﬁr+x1w 0
Yr B
201-v) 2w 2v 0
B E 2v 2(1-) 2v 0
[k] [kl = 2(1+v)(1—2v) l 2v 2v 2(1-v) 0 \
0 0 0 (1 -2v)
[Kul [Kiy]  [Kud
E [Ky K
(K] [K1=|[K:] [K;5] (K] [Krs] :4(171 v)S Ki KZ]
[Kii]  [Kij] (K]




1
Xl = §(x1i +X1j + xlk),

1
XZ = §(X2l' +XZ] + ka),

r,s=1jk

2(1- v)

2(1 ) 2(1 )
- 11 ras + T Xlﬁrﬁs [Xl - Is]VrYs P (Wﬁs"‘“sﬁr)‘*‘

L(ayys +

Kll -
asyr) + 1 Xz (Brys + Bsyr)
2v 4v 2v
Kip = 1-2v arys + Xl.Ber + X1 Bsyr + _ Xzyrys
2v 4v 2v
Ky = 1— as¥r + Xlﬁsyr + Xlﬁrys XZVTVS

_ 2(1—v) _
Kao = X1BrBs + 75 Xa1r¥s

SIl = (A}l — Aik)ln X1i + (Akj - A]l) In xlj + (Aik — Ak]) In X1k




1
SI, = = [(A% — A% ) In xq; + (A% — A%) Inxyj + (Af — Af;) Inxqy |
2
+ [AuBi 1k — x10) + AgjBij (1) — x1x) + A;iBji(x1; — x15)]

1
+ > [Bfi(xf — x5;) + Bl%j(xlzj —xZ) + szi(xlzi - x12j)]

SI; = %[(A}sz — Af ) Inxy + (Ai,- - Afi) Inx;; + (A3 — Aij) Inoxyp | + [A5Bix Cerpe — x10) +
AR Byj(x1j — x1i) + A7y (1 — x15) ] + % [A Bl (x3 — x3;) + ABR(xf — x%) +

9.
A Bf(xf; — xfp)] + % [Bf (i — x30) + B (x3) — x3) + Bji (xf; — x3))]
Ak a; a;
A..:——’ A = ——, A = ——
ot Yk e Vi 1 Yi
__B __b __bB
ﬁ]l - Vk’ ﬁlk Vj’ ,Bk] - Vi,
P} = [(P}.{P}. {P}]'
10. (P}

(P} = [Prr, Py ]t = (Kl [Ky] (K] |G}, 7 =ik




11. {w} {w} = [wy,w,]* = [N]{u}
12. {e} {e} = [e11, €22, €33, V121" = [BI{u}
13. {o} {0} = [011, 022, 033, T12]* = [k][Bl{u}




Tablica Z.9. Czworoécienny element skonczony

3173

{ Qo
oy = {0}’

{oo} = {0},
[ - {0
-.g} = {0},
{P} = {0},

St St N,

0}.

_--
o
\ot

|
s 7

Z

w.
i

X“

Lp. | Wielkos¢ Zaleznos$¢ wedtug MES

1' {u’} {u} = [{ui}l {uj}l {ul}l {uk}] t; {uT} = [ulr: uZT! u37‘]tl r= itjt l, k

2. {A} {A} = [a1, az, a3, a4, as, ag, ay, ag, ag, ayg, A11, as2 "




1 x; x; x3 0 0 0 O 0 0 0 O
[X;]=]0 0 o0 Ol, X.]=1(1 % x5 x5, [X;1=10 0 O Ol,
00 0 0 00 0 0 1 x, % xs

[)Em] [)Eiz] [)EB]_

[X] = [)fjl] [)512] [)513]

[Xi]  [X2]  [Xis]

Xl [Xi2]l  [Xpes

B 00 0 0
[Xr2]= 1 X1r  Xor X3r|

1 X1r  Xor x3rl
0 0 0 0

[Xrl]z[o 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
[X’r'l] = [0 0 0 0 ll r= iljlk
1 X1r  Xor X3r

Tox xy X3

1 xlj le- x3j

[N] = [N, [N, DV, [N D), [
6V =det|,




1
[Nr] = (ari Brx1 + ¥r X2
6V

100 r=1j,1k,
+3d,x3)(0 1 0
0 0 1
X1j Xzj  X3j Xu X2 X3
a; =det|X1 Xz X3 a; = det | X1 X2k X3k
X1k X2k X3k [ X1;  X2i  X3i
[ X1k X2k X3k X1i  X2p X3
a; =det X1 X2 X3i a, =det|X1j X5 X3j
[ X1 X2 X35 X1 X1 X3
1 x5 x5 (1 X3 Xy
Bi = —det|1 x5 x5 B; = —det 1 x5 X3
1 X X3 11 xy X3
1 Xy X3 1 xy Xy
By =—det|1l Xy X3 B = —det |1 Xz; X3j
|1 Xz X35 1 xy Xy
x5 1 X35 xy 1 X3
yi =—det|xy; 1 x5/, y; = det [x1; 1 X3,
X 1 X3y X 1 X3




Xy 1 X3 X1i

yi=det|xy 1 x3], Vi = det | X4
X5 1 X3 X1
X1 Xz 1 (X1 Xz 17
6; =—det|x;; x5 1, 0; = —det |xy Xz 1),
X Xz 1 L% Xp; 1
X1 X2k 1] X1i
8, = —det|x1 x5 1|, 8, = —det x4
Xij X 1 X1
d 0 d
w0 0
i} G} i}
G} i} G}




B 0 0
0 y O
1
(2] R [CAEANCARTA Bl=l, 5 Gl =ik
0 6
5 0 B
E (v [W [O]D
[K] [k] = —( [ 5 [3x3
1+v\6x6 1-2v [0] [0]
(Kl [Ki]  [Kal  [Kid
|l (K] (Kl (K]
[K] =
(Kul [Kj]  [Kul  [Kul
[Kiil [Kij] [Kial  [Kik)
2(1 —v) 2v 2v
[K] 1—Brﬁs +VYs t+ 6 5 1— ﬁrys Vrﬁs ﬁﬁr‘gs + 6rﬁs
K,.] = 1 2v ( V) 2v
rsl — 12(1 + 17) 6V ﬁr‘ys + 1—yrﬁs ﬁrﬁs —2v VrVs + 6 6 1—2vp yr5 + Srys
5. 2v 5, 2v 5 2(1—-v) 5.5
ﬁr + rﬁs Vr +t— 1—2v r¥s Brﬁs + VrVs + m rUs
r,s=1ijLk




(P} = [P} {P}, (P}, (P

0. | @ (B} = [Pry, Poy, Py 1t = (Kl [Koj 1K1 K] €02}
r=1ijLk

11. {w} w} = [wy, wy, ws]* = [N]{u}

12. (e} {e} = [e11, €22, €33, V12, V23, V311" = [Bl{u}

13. {00} {0} = [011, 022, 033, T12, T23, T31]° = [k][B]{u}




Tablica Z.10. Czworo$cienny element skoficzony (zag. przewodnictwa ciepta i termosprezystosci, 0znaczenia por. tablica Z.7)

5ol
p, o B&A R Scigna
Fs L r28pou R
( N, B, (Bi)r 4
| ] R T —
%] ). Tl %, x9=INHT] ko
QL =const = comst
» -‘rl,ka %eemt-
/ *“_(d_‘_/#lb' Toneo = const
X, &
Lp. | Wielkos¢ Zalezno$¢ wg MES
t
1. {1} {1} = [T, T}, Ty, T
t 1 ..
[N] = [Nil Ivj' Nk: Nl] ’ [N'r] = W(a‘r + Brxl + VrX2 + 6rx3)' r= l']!k' L.
2. [N] 1 x; xy X3
oV =det|t U Yu Xy
1 X Xoe X3k
1 xy Xy X3




495

X1j  X2j  X3j X1j X1 X3 X1 Xy X3 X1k X2k X3k
;= X X X .= X = X1i X X

a; =det xll xzz xsl ) a; = det xlk §2k 3;3k , = det [XU Xpj Xz, a; =det xu' le- xsk ,
1k 2k 3k 1i 2i 3i xll le ‘x3l 1j 2j 3k

) ag i i

1 x5 x35 1 xu X3 1 xy X3 1 Xz X3
ﬁi = —det |1 X1 X31)» ﬁ] = —det|1 X2k X3k |, = —det 1 x2j x3]. , ﬁl = —det|1l xy X3k |,
_1 X2k X3k 1 Xpi  X3j 1 Xy X3 _1 X2j ng_

x5 1 x5 Xy 1 xy] X 1 xg Xie 1 X3k
Yi = —det xy 1 X3 | y] = —det X1k 1 X3k |, Y = —det xlj 1 x3]’ ’ Y = —det|x; 1 X3k |,

X 1 Xk [xy; 1 x3] xy 1 xg X1 1 X

x1; Xz 1] Xy Xy 1 Xyg Xy 1 (X1 xo 1]
51' = —det X111 Xy 11, 61 = —det X1k X2k 1 B 61{ = —det xlj xzj 1 , 61 = —det | X1i X2i 1 ,
_xlk X2k 1_ xu xZi 1_ xll x2l 1 _xlj x2]‘ 1_

aT

0x,,
(w
=12,3)

) 1 [0N; ON; dN, ON, 1

—[NiTYV = —|— L &% = =—1|8; B:

G M) = 5[5 S S o] () = g 8o By B BT,
0 1 [ON; ON; ON, 0N 1

VKT = [524 52 22 S2 ) = [ v T

6v




d (0T>
0T \0x,,

=1,2,3)

a (OT)_ﬂr a (OT)_
aT, \ox,/ eV’  OT.\ox,)

Vr

W}

aT,

=— r=1ijkl

[hs]

fff JdT o0 6T)+k oT 0 (6T)+k
16x16T 0x, 2 0x, 0T, \0x,

[hs] = 3¢

T a
3 0x3 0T,

aT
57 (3 Jeadadxs = [I(T)

(kl [ﬁu ﬁj' Bk' ﬁl]ﬁs + k2 [yu y]' Vi yl]ys + k3 [61' 5 ) 5k: 51]55)

[H]

hrs - —(klﬁrﬁs + szer + k 6 ) )

36V

s=1ij,kl

BiB:
k(BB
36V | BiBxk
BiB

[H]

B;Bi
BiB;
BiBr
BiBy

BicBi
BiB;
BicBr
BiBu

BiB;
B.B;
BiBi
BB

YivVi

ky |viv;
36V |Vivk
Yivi

YiYi
YiVij
ViVk
Yivi

YrYi
YiYj
1424
YV

YivYi
YiYj
YiYk
Yiri




5.8, 68, 8.8, 86
ky |86 6,8, 8.8 6,9
36V |66 5.6 55 6,5
5.8, 68, 8.5, 80

W przypadku izotropowego przeptywu ciepta, tj.gdy ki =k, = k; = k:

k -
hes = 35 (BrBs + Vs + 8:85) 75 = i,j, ke L

[H]
B +vi + 6%, BiBi +vivi +6;6i,  BiBi +vivi+ 66, BiBi +vivi + 616,
[H] = kBB tviyy + 665, B +v} + 67, BiB; +viyi + 885, BB + vy + 616;
36V |BiBrkt+viVk + 66k,  BiBrx +Vj¥k + 66k, Bk +vi + 8¢, BB + vivi + 616k
BBy +vivi+ 66,  BiBi+vivi+ 66,  BiBi+ vy + 6k, B +vi+6f
t
{Fw} = [Fwi' ij: ka'le] )
{3

Qv

Q
Fyr = _Wfff(ar + Brxy + ¥rXz + 8rX3) dxydxydxs = T




{F,}=—- Q4—V [1,1,1,1]%

dot. elementu brzegowego o weztach i,j,k:

9. {Fz} {Fz} = [in' sz' sz]t
d 1 S
Fpr = o U qT (¢, m)ds + ﬂ 72pT(, n)dS] =3 (a+apTy).
10. {T} {T} = [H]7'{F,}
11. {e}r {¢}, = [aT,aT,aT, 0]t @ = wspblczynnik
rozszerzalnoSci cieplnej
Yy = [(P3r. (B}, P ]
12. {P}r

{Pr}T = [Plr: Py P3r]t




{P}T = fff[B]t [k]{S}deldX2d3, r= i,j, k,l

13.

{u}r

{Wr = K17 ({P} + {P}1); ([B], [k, [K] wg tablicy Z.9)

14,

{o}r

{o}r = [k][Bl{u}r




Tablica Z.11. Trojkatny ptaski (ptytowy, powtokowy) element skoficzony

| K73 (i)

ke

-2

&= (1 ‘?Jt“,:)r
(=t k)
Lp. | Wielkos¢ Zalezno$¢ wg MES
t
1 ) {u} = [{ui}' {uj}’ {uk}] ) {u} = [uzr, @17, 0215
: u r=1ijk
_ v (= = 1t _ _ ..
{u} = [{ui}' {uj}' {uk}] ) {ur} = [(plr; (pZT]tl r= l!]!k
{u} = [THu},
gdzie
¢ 20 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0
~b; 0 20 —-bj 0 0 —b 0 O
G 0 0 ¢ 24 0 Ck 0 0
M=l_p, 0 0 —=b 0 24 -b, 0 0
2. {w} ¢ 0 0 g 0 0 ¢ 20 0
~b; 0 0 —bj 0O 0 —b, 0 2A
1 Xy xy
20=det |1 x5 Xy
1 Xy Xk
b; = x3; — X2, b; = x5 — x5, by = x3; — X3,
Ci = X1k — X1j) G = X1i — X1k Cr = X1j — X1
3.1 V] N =[N0 [N]L N, [N = [Ny, Npy ), =4k




Ny; = (beL; — biLy )L3; Ny = (el — ¢iLi ) L%

Nyij = (bl — beL)LE; Noj = (ciLy — cicly)LE;

le = (b]Ll - blL})L%(; NZk = (CjLi - ClLJ)L%(

. _ (aj+bjxy+cix;) _
gdzieL; = a0 W T XjXop — XikXaj,

L= (aj + bjx; + csz)

Ai = X1k X2i — X1i X
‘j 2A j 1k*2i 1it2kr

(g + brxy + cixz)

k= oA y Qg = XqiX2j — X1 X3,
2 a2 a2 1
P 0= |53 5051
[B] = [[B.).[B]. [B]]
PNy 9Ny
[B] ax? ’ ax?
B1=|-58 T | r=ijk
9%Nyy 0%Npr
9x,0x5° 0x10x,
e 1 v 0
v 1 0
[k] [k] = 1201 = v . 1—vp
2
K] = f [B]* [k][Bldx, dx,
(K] K] = f B,] [K[BJdxidx,, 7,5 = i),k
[K] = [TI[RI[T].
- {P} = K1}, (P} = [[PI[R]IP]],

[PT] = [PSTl MlTI M2r]t: r= iljl k




9. w} {w} = [N][T]{u}
10. {e} {e} = [B][T]{u}
11. {o} {o} = [K][BI[T]{u}




Tablica Z.12. Czworoboczny plaski (ptytowy, powlokowy) element skonczony

A0 %G)

3 l

" -(%A
?"'['?xs)r

Gr=1/,44)

Lp. | Wielkos¢ Zaleznos¢ wg MES
t PR
1. {u} {u} = [{ui}l {uj}l {uk}l {ul}] ) {u’r} = [u3’r‘i P1r, (Pzr]t; r=1ij kr L
2. {A} {A} = [all Q;, as, 4, ds, dg, A7, Ag, Ag, A19, A11, alZ]t
3. | [x]

_ 2 2 23 22 2 3
[X] = [1, x5, %5, xF, %1 %2, X3, X3, X325, X1 %3, %3 %5, %, %3]




1: X1r, Xzr, xlzr: X1rX2r) xzzr' x13r: xlzerT' xlrxzzrr x23r: x13x2r xlrx23r
[_r] == |0, 0, -1, 0, —X1p,  —2Xay, 0, _xlzr' —2X1rXor, _3x22r: _x13r' _3x1rx22r
0 1, 0, 2x17, —X2r 0 3x12r 2X1rXar,) xzzr' 0, lezerrl x23r
[X]
r=1ijk,lL
— — — — .t
[x] = %], %1, (%] %]
(V] = [XI[X] " = [INI[N] NN
[N]= (G =D —-DREG -G -1 =26+ DG+ D) -4 - 1D —4@F -1), 4b(E - 1),
—4a(gf - 1)],
[N]= (G- DG+ DR2G - DG+ D =26+ D(G - D +4EF - D +4EE -1, 4b(G - 1),
[N] 4a(3f — D],
[Ne] =G+ DG - DREG+ DG -1 =2(G - DG+ D +4GE -1 +4(@F -1, —4b( - 1),
—4a(f - 1),
[N] =G+ DG +DR20G-DG+D -2(G+D(G-1D —4G - 1) -4 - 1), —4b(G - 1),

4a(¢f — D).




a
(1 :x_!CZ =

1 X2
92 9% 9% |
6. (D} b} = _a_xl'_a_xz'axlaxz
18] = [c1[x] "’
7. [B] 000 —2 0 0 —6x;, —2x, O 0 —6x,x, 0
[c]=]0 0 0 0 0 -2 0 0 —2x, —6x, 0 —6X,%,
000 2 0 0 0 4x,  4x, 0 6x2 6x2
i 1 v 0
8 | [k =V 1 2
12(11:)[0 0 1-v)
2
90 | [K] [K]={[ﬂ_1}t( f (€1 (K] Cldx,dox, ) (%]
0| ) = {-(%1 7Y ([ 1 qaxiax,)
1. {p} P} =[P} {P}{P} (PL]", (R} =[P, My, My, Y, (P} = [K1{u}.




{w} = [Nl{u}
12. {w}
{e} = [Bl{u}
13. {e}
{o} = [k][Bl{u}
14, {o}




Tablica Z.13. Osiowosymetryczny, powlokowy element skoficzony

%
xy- -~
[ @, o/
}; Koc }
0
Lp. | Wielko$ci Zalezno$¢ wg MES
1 {u} {”Ll} = [{ui}: {uj}]t: {ur} = [ulr:uZW (pr]tt r=1,j.
2. v({) v=a; +a,{, (e(0,])
3. w({) w=az+ a,{ +as{® + a3, (e(0,0)
4. | 9@ = ay+ 2as + 3ag?, Ce(0,)
5. | ) ) = [v.w 2] =, r=iJ.

azl,




—sina cosa O
cosa sina 0
0 0 1

gdzie [T] =

) =l =[] 2] = [y i) e

(V] = [Ivi], [V

(V] gdzie [N,] = [N/][T], r =1i,].
el = 15C 1—3(<'>2+2(<')3 l[z'—za'o)2+<z')3]]
W1=[o et oy —@rrerl =
" () = ;l_? ' (wcosax—ll— vsina)'cci:(vzv’_siza ccii_vg] -

(81 = [181171, [B/]IT1],




1

-7 0 0
(-¢Nysina [1-3(8")*+2(¢")?|eosa 1[¢"-2(2")*+(¢")*|cosa
. "o X1 X1 X1
gdzie [B;] = 0 (—6+12¢") (—a+67")
12 1
[6('—6((')2]sina [—1+4('—3((')2]sina
0 1xq X1
1
[ - 0 0
{'sina [3({")? —2(¢")lcosa  1[-({)? + ({')3]cosa
2 X1 X1 X1
[5i] == . (6 - 12¢") (-2 +60")
12 l
0 [-6¢" + 6(")?]sina [2¢" — 3(¢")?]sina
[ Xy X4
1 v O 0
v 1 0 0
Eh h?  vh?
Lk] W=7z ° 7 =
0 vh? h?
12 12




1

[K]==f[BP[kHB]2nxﬂd(’

0

9. [K] prey czym
[Krs] = 21rl[T]t<f1 “[k][Bslxy d()[T],
0| () {P} = [Py, Py, Mg, Mp]" = [K1{u}
11. w} w} = [v,w]* = [N]{u}
12. {e} {e} = [Bl{u}
13. {0} {0} = [K][B]{u}.




Tablica Z.14. Macierze-wektory sit powierzchniowych dla wybranych elementéw skonczonych (definicje)
Lp. | Nazwa elementu Macier sit weztowych {P(p)} Sktadowe sit wegztowych (p = const)
Element liniowy (Tabl. (p¥) = p
Z.1) l
X1k
- ; t pS Wr
{P(@)} = [Pi(p), P ()] A =22 f ey — x1) ity
X1i
L Po) = [ %10 as, _f-ldar=t
5 "= Wdlar =k
r=1ik r=1ik
S, — pole powierzchni
dziatania p™*
. i, N i it
Ptaski element trojkatny t i} = [pY,p!]
(Tabl. 2.6) P@)} = [P @B @}P )] Y
()} = [P (), P )] = Pur(pr') = 55 f [(@vic = @ere) + Brvie = Bivr)xaldxy
2. X1i
= f [Nr]t{pl} ds i, X
D2 i 125 h
S PZr(pz = 28 [(arﬂk - akﬂr) + (ﬂkak - ,3r}’k)x2]dxz
r=1ijk B J
X2i
r=1ijk




Osiowosymetryczny
element trojkatny

(Tabl. Z.8)

(P} = [(P.}P @ }P @)
{P-()} = [P, (), Por )]t =
= f [N,]¢ {52} ds

S

r=1ijk

. : et
{p’*} = [p*,p)"]

Plr(p{k) =

- f [(ryi — an) + Brve — By xaradx,

X1j

Pzr(pék) =

2 f [(arBi — aifsy) + (Bivy — Bryi)xz] (a;

+ yixz)dx;
r=1ijk




Element czworo$cienny

(Tabl. Z.9)

t

P} == [P @}P, @ HP@)}HP@)}]
{F- ()} = [Py (@), Por ), P3r (D)) =

P1
= [ w1 {paf ds)
Sp D3
r=1ijkl

S, — pole powierzchni

dziatania p

(i) = [p7*, pl*, p*]°

l]k
Plr(pljk) - 6Vﬁ (arﬁl - alﬁr) + (ﬁlyr - ﬁryl)xz
S
+ (ﬁl5r = Br8)x3] dxydixs
l ik
Py ”k) = m f [(aryi — aryr) + By — Bivr)xs
Sljgk
+ (V16; — ¥r8)x3] dxydxs
L]k
Py (pf) = 22 5, ) o= ad) + (o= fuon,
S
+ (}’r51 = ¥16:)x;] dxydx;,
r=1ijlLk
ijk oijk cijk . : cijk
S$15,53 553 rzuty powierzchni S

na ptaszczyzny uktadu

wspotrzednych




Tablica Z.15. Macierze-wektory sit objgtosciowych wybranych elementéw skonczo-
nych (definicje)

Lp. Macierz sit weztowych Sktadowe sit weztowych
Nazwa elementu P(g)} (g = const) P.(g)
{g}=y
{P(9)} = [P(9), P (9)TF _ Bo=
_gEwy X1k
1. Element Iiniowy P.(g9) = f[Nr]t {g}av _fou (1r — x1)dxy
(Tabl. 2.1) 7 W = {—1 dlar =i
. T ldlar =k
rEbk F — pole powierzchni
przekroju elementu
{9} = 91, 9.]"
{P(9)} = [{P(D}L{P (D} o o
Plaski element Pl (@)} = 7512w g}
askl elemen _ t
2. tréjkqtny {Pr(g)} - [Plr(g)'Pzr (g)] . f(ar + Brx1 + yrx)dxdx;,
(Tabl. 2.6) _ f[zv,]t{g}dv 5 -
v r=ij,
r=1ijk S — pole powierzchni
elementu
P} = [P (P} (1= low gl
9)s = Wi\g)skjlg)y, T g1
Osi Pl (k@) = 51l (g}
SIOWOosyme- t
3. tryczny eIZment (R (9)} = [P1r(9), P2y (9)] f(ar + Brxqy + Vrx2)x1dxqdix;
(Tabl. 2.8) _ f [N.]¢ {g}dv s .
7 r=1ij,
r=1ijk S — pole powierzchni
przekroju elementu
{9} = [91, 92, 95
P} =[P, (9} {Pi(9)} ()] o 1. zl
P, L Ho} ==y e
Element czworo- | ¢p (5)} = [Py, (), Por (9),
4, scienny . J’(ar + Brx1 + Vrxy + 6px3) -
(Tabl.Z9) | (o))t =[] (dav | ¥

14
r=1ijLk

sdxydx,dxs
r=1jlLk

V — objeto$c elementu




Tablica Z.16. Definicje macierzy masy dla wybranych elementow skonczonych

Lp. | Nazwa elementu Macierz masy [M] Podmacierz masy (o = const) [m;s]
oFw,w.
vl = € [ NIV @V = S
14
X1k
L | Element liniowy (M] = [[mu] [m] f (e — x1) (X35 — x1)dxy
’ (tabllca Zl) [ml‘k] [mkk] X11
_(—1ldlar,(s) =1,
W, (Ws) = { ldlar, (s) = k
r,s=1k
) = ¢ [ 14101 v
v
Ptaski element [m;] [mif] [me] oh
2. tr(')j.ka‘tny [M] = [mji] [‘I’I’ij] [mjk] = E [1]2><2 f(ar + Brxl + erz)(as + ﬁsxl
(tabllca Z.6) [mki] [mkj] [mkk] S
+y,x,)dx dx,
r,s=1Jk




[mys] = 0 f [N, 1¢[N,] dv
|4

tlgltsllz?lv)\/l()eslzm;t [m] [mij] [m] o
= =——[1]2x r r T s s
tréjkqtgys(tablica [M] = [[mji]] [[mji]] [[mjk]] 252[ I 2! (@ + Brxy +yrx2) (a5 + foy
. my; myi m
) * Y kk +YsXp)x,dx,d X,
r,s=1ijk
) = ¢ [ 14101 v
[m;] [mij] [myl  [myl 4
Elem;ril'élcl:rzl;voro— [M] = el [y L] e = % [1]3x3 f(ar + Brxy + Vpxz + 8,23) (@5 + Bsxy
(tablica Z.9) [mu] [my]  [mal [mud )

[my] [mkj] [Mmu]  [Myec]

+Ysxy + 05x3) dx;dx,dxs

r,s=1,jLk




Tablica Z.17. Wartosci sktadnikow macierzy mas skupionych i mas roztozonych dla wybranych elementéw skonczonych

Macierz masy roztozonej w obszarze elementu [M]

Lp. Nazwa elemen Maci kupionej tach [M
p azwa elementu acierz masy skupionej w weztach [Mg] (0 = const)
Element liniowy
1 | (tablicaz.1) oAl 0] 0Alr2 1
' 2 o1 6 2
Element belka
(tablica Z.4) 1000 156 221 54 —13l
5 eAllo 0 0 0© oAl 412 131 -3
' 210 0 1 0 420 156 —221
0 00O (sym) 412
Element ptaski
trojkatny 10 0 00 0 2 010 10
tablica Z.6 010000 020101
3( ) ¢hSfo 0 1 0 0 0 ¢hS11 0 2 0 1 0
' 310 00 10 0 1210 1 0 2 0 1
000 0 10 1010 20
000001 01 0 1 0 2




