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Jak wiadomo, rodzina zbioréw otwartych O(X) dowolnej przestrzeni to-
pologicznej X tworzy algebre Heytinga, ktérej zerem jest zbiér pusty a
operacje okresla si¢ w nastepujacy sposéb: dla dowolnych A, B € O(X),
AVB=AUB,ANB=ANB,A— B =int ((X\ A)UB). Wiadomo po-
nadto, iz kazda algebra Heytinga jest izomorficzna z tak okreslona algebra
zbioréw otwartych pewnej przestrzeni topologicznej.

Majac wiec dang algebre Heytinga A i przestrzen topologiczna X mo-
zemy rozwaza¢ homomorfizmy algebry A w algebre O(X) — lub krétko: w
przestrzen X. Oczywiécie, poniewaz wlasnosci algebry O(X) zaleza za-
zwyczaj od wlasnosci topologicznych przestrzeni X, charakter topologii
przestrzeni X przesadza zazwyczaj o cechach zanurzalnych w nia algebr
Heytinga. Fakt ten stanowi punkt wyjscia do postawienia nastepujacego
problemu:

Dana jest klasa algebr Heytinga K oraz przestrzen topologiczna
X. Jakie warunki spetniac¢ musi przestrzen X, aby byly w nig
zanurzalne algebry klasy K?

Dzigki rezultatom M.C.C. McKinsey’a i A. Tarskiego, wiadomo, iz dla do-
wolnej skonczonej algebry Heytinga A i dowolnej przestrzeni metrycznej w
sobie gestej X istnieje podprzestrzen otwarta X, przestrzeni X, taka ze al-
gebra A jest zanurzalna w podprzestrzen X,. Jednakze, gdy przestrzen
X nie jest przestrzenia calkowicie niespéjna, nie zawsze mozna przyjaé
Xo = X, czyli nie zawsze istnieje zanurzenie algebry A w (cala) prze-
strzen X. Fakt ten nie pozwala wiec (poza klasa przestrzeni caltkowicie
niesp6jnych) na udzielenie odpowiedzi na postawiony problem w przypadku
klasy skonczonych algebr. Z drugiej strony wskazuje on, iz zanurzalno$é
wszystkich skoncznych algebr ma zwiazek z silnymi wilasnoéciami topolo-
gicznymi.

Rozwazmy klase K wszystkich skonczonych jednogenerowanych algebr
Heytinga. Pokazemy, iz algebry klasy K, z wyjatkiem algebry cztero— i
szescioelementowej, zanurzalne s w dowolna przestrzen metryczna w so-
bie gesta. Pokazemy réwniez, ze gdy algebra A klasy K jest algebra sil-
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nie zwarta, rézna od algebry piecio— i siedmioelementowej, i % jest jej
najwiekszym elementem réznym od elementu najwiekszego, to zanurzenie
moze byé wybrane tak, by obrazem x byl dowolny, z géry zadany podzbior
otwarty i gesty przestrzeni X (wlasnos¢ te moga miec tylko otwarte i geste

podzbiory przestrzeni).

Algebry klasy K mozemy opisa¢ odwolujac sie do tak zwanej algebry
Riegera—Nishimury, bedacej wolng jedno-generowana algebra Heytinga.
Przypomnijmy, iz elementy algebry Riegera-Nishimury R zdefiniowaé

mozemy nastepujaco:
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Dla kazdego n > 1 rozwazmy algebre ilorazowa R,

Rn = R/[a"ﬂ-):

gdzie [an) oznacza filtr generowany przez element an,. Poniewaz kazdy filtr
w R jest filtrem gléwnym, kazda skoriczona jednogenerowana algebra jest
izomorficzna z algebra R, dla pewnego n. Zatem w rozwazaniach naszych
ograniczy¢ sie wystarczy do algebr postaci Ry,.

Zauwazmy, iz elementy as, sa elementami V-nierozkiadalnymi algebry
R oraz, dla kazdego n > 2, algebra Rop jest silnie zwarta. Zatem alge-
bry Ron (dla n > 2) skladaja sie na klase wszystkich jedno-generowanych
skonczonych algebr Heytinga silnie zwartych.

Odnotujmy przy tym, ze algebra Ron_3 jest zanurzalna w przestrzen
topologiczna X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm ¢ algebry
Ron w X, taki ze @(*2,) = X oraz p(a) # X dla kazdego elementu a
algebry Ra, réznego od * i elementu najwiekszego. Wystarczy wiec roz-
patrzeé homomorfizmy algebr silnie zwartych w przestrzenie topologiczne
uwzgledniajac przy tym, jakie elementy przestrzeni topologicznej moga by¢
obrazami elementéw *.

Przypadek algebr dwuelementowych R1i Ry oraz tréjelementowej al-
gebry silnie zwartej R4 jest trywialny. Sa one, oczywiscie, zanurzalne w
dowolna przestrzen topologiczna. Zauwazmy, ponadto iz dla dowolnego
n > 3,n # 4, dowolnej przestrzeni topologicznej X i dowolnego homomor-
fizmu ¢ algebry R w X, zbiér ¢(a,) jest zbiorem otwartym i gestym w
X . A zatem obrazem elementu x nietrywialnej algebry silnie zwartej moze
byé wylacznie pewien otwarty i gesty podzbiér przestrzeni X. W sposéb
naturalny nasuwa sie pytanie, czy kazdy otwarty i gesty podzbiér danej
przestrzeni topologicznej moze mie¢ te wlasnoéé. Nietrudno zauwazy¢, iz
w przypadku algebry R4 odpowiedz jest pozytywna.

Okazuje sie, iz istotna role dogrywaja w naszych rozwazaniach naste-
pujace algebry:
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W odréznieniu od rozpatrywanych dotad przypadkéw, zanurzalnosé
algebr R3 i R¢ wymaga dodatkowych zalozen o wiasnoéciach topologicznych
przestrzeni. Mozna udowodnié, ze algebra R jest zanurzalna w przestrzen
X wtedy i tylko wtedy, gdy w X istnieje zbiér otwarty i gesty P bedacy
suma dwéch roztacznych, niepustych zbioréw regularnie otwartych. Jedynie
taki zbiér moze bowiem byé obrazem (poprzez postulowane zanurzenie)
elementu *g. Ponadto, wynika stad, iz algebra Rj3 jest zanurzalna w X
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen X jest niespdjna.

Nietrudno jest zauwazy¢, iz w dowolnej przestrzeni metrycznej istnieje
zbiér otwarty i gesty bedacy suma dwéch rozlacznych zbioréw regularnie
otwartych. Nasuwa sie jednak pytanie, czy kazdy otwarty i gesty podzbi6r
takiej przestrzeni ma te wilasnoéé. Okazuje sie, ze —generalnie— odpo-
wied na to pytanie jest negatywna. Ponadto, przykladéw dostarczaja
nam podzbiory tak naturalnych przestrzeni topologicznych, jak domknigte
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w sobie geste podprzestrzenie prostej rzeczywistej czy przestrzenie IR™ dla
n > 1 (z naturalna topologia). Z drugiej strony jednak okazuje sie, ze kazdy
otwarty i gesty podzbiér przestrzeni Cantora oraz prostej rzeczywistej jest
suma dwdéch rozlacznych zbioréw regularnie otwartych. Algebre Rg mozna
wiec zanurzy¢ w dowolng przestrzen metryczna w sobie gesta oraz, ponadto,
w przypadku prostej rzeczywistej (i kazdej otwartej podprzestrzeni prostej)
oraz przestrzeni Cantora, dla kazdego otwartego i gestego podzbioru P za-
nurzenie takie mozna wybraé tak, by P byl obrazem elementu *g.

Rozwazmy zanurzalno$é algebr Rs i Rg. Okazuje sie, iz jezeli algebra
Rg jest zanurzalna w przestrzen X, to obrazem elementu xg musi by¢ pew-
nie otwarty 1 gesty podzbidr przestrzeni X bedacy suma dwdéch rozlacznych
zbioréow regularnie otwartych. A zatem, algebra Rg jest zanurzalna w do-
wolna przestrzen metryczna w sobie gesta. Ponadto, algebra Rs jest za-
nurzalna w X wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen X jest, dodatkowo,
niespéjna.

Dotychczasowe rozwazania moga nasuwaé przypuszczenie, ze zanurzal-
nos¢ poszczegdlnych algebr rozwazanej przez nas klasy wymagaé moze coraz
to innych wlasnoéci topologicznych. Nieoczekiwanie okazuje sie jednak, ze
problem ten rozwiazuje sie jednolicie dla przestrzeni metrycznch w sobie
gestych 1 wszystkich pozostalych algebr klasy K. Dokladniej, dla kazdego
n > 5 algebra Ry, jest zanurzalna w dowolna przestrzen metryczna w sobie
gesta X. Co wiecej, okazuje sie, iz dla kazdego zbioru otwartego i gestego P
przestrzeni metrycznej w sobie gestej X istnieje zanurzenie ¢ algebry Ro, w
X, takie ze p(x9,) = P. Wynika stad, ze w dowolna przestrzen metryczna
w sobie gesta zanurzaja sie wszystkie algebry Roy,_3, dla dowolnego n > 5.

Przytoczone wyniki podsumujmy w formie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie Niech K' bedzie podklasa klasy skoriczonych, jedno—genero-
wanych algebr Heytinga nie zawierajaca algebr Rz 1 Rs. Wiwezas wszystkie
algebry klasy K' sq zanurzalne w dowolng przestrzeri metryczng w sobie
gestq X. Algebry R3 @ Rs sa zanurzalne w przestrzen X wtedy @ tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniq niespdjnag.

Ponadto, dla kazdego n # 3,4 @ dla dowolnego zbioru otwartego ¢ gestego
P przestrzeni X istnieje zanurzenie ¢ algebry Ron w przestrzen metryczng
w sobie gestq X, takie Ze p(*2,) = P. Zanurzenia takie istnieja réwniez
dla algebr R¢ 1 Rg wtedy ¢ tylko wtedy, gdy, dodatkowo, kazdy podzbidor
otwarty i gesty przestrzeni X jest sumq dwdch rozlgcznych zbioréw regular-
nie otwartych.
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