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Abstract

W pracy ponizszej zajmiemy si¢ problemem konstruowalnosci za
pomoca operacji boolowskich niezaleznego zbioru generatoréw
danego filtra F' w algebrze Boole’a z dowolnego zbioru genera-
toréw tego filtra. Okazuje si¢, ze wykonalnos¢ takiej konstrukcji
zalezy, podobnie jak to bylo w przypadku istnienia niezaleznego
zbioru generatoréw [por.3|, od minimalnej mocy zbioru genera-
toréw danego filtra.

Niech B =< B,A,V,—,0,1 > bedzie niezdegenerowans algebra Bo-
ole’a.

Podzbiér A zbioru B jest niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy przy
dowolnym wyborze réznych elementéw a, ..., a, ze zbioru A zachodzi

gay N\ ... \ean # 0,.

przy czym ea € {a,—a} dla dowolnego a € B.

Zbiory niezalezne byly wielokrotnie badane, zaréwno w algebrze ogélnej
(m.in. przez Sikorskiego [6]) jak i w topologii (np. [1]). Wiaza sie one §cisle
z pojeciem algebr wolnych, poniewaz kazdy zbidr niezalezny generuje pewna
wolng algebre Boole’a.

Problem rozwazany w tej pracy dotyczy jednak nie tyle samych zbioréw
niezaleznych, ile konstruowalnosci za pomoca operatoréw boolowskich nie-
zaleznych zbioréw generatoréw dla filtréw w algebrach Boole’a.

Niech F bedzie filtrem algebry B. Przypomnijmy, ze zbiér G jest zbio-
rem generatoréw filtra F jesli dla dowolnego elementu z € F istnieja ele-
menty g1, ...,gm € G takie, ze

gl/\.../\ng.CC. .

'Pelna wersja ponizszej pracy ukaze si¢ w terminie pézniejszym



o8 Konstruowalnosé niezaleznych zbioréw generatoréw filtréw

Piszemy wtedy F = [G). .

Jezeli istnieje niezalezny zbi6r G taki, ze F = [G), to powiemy, ze F
Jest niezaleznie generowany.

Zbidr generatoréw filtra nie musi byé i najczesciej nie jest zbiorem gene-
ratorow dla calej algebry, powyzej zdefiniowane pojecie generowania filtra
— posiadajace logiczny rodowéd — rézni sie zasadniczo od algebraicznego
pojecia generowania algebry. Zatem fakty dotyczace konstruowalnoéci nie-
zaleznych zbioréw generatoréw dla algebr Boole’a nie daja sie przetozyé na
odpowiednie twierdzenia zwiazane z kostruowalnoscia niezaleznych zbioréw
generatoréow filtréow w danej algebrze.

Konstruowalnoé¢ niezaleznego zbioru generatoréw danego filtra F w
algebrze B okazuje si¢ zaleze¢ nie tyle od ksztaltu calej algebry B ile od
samego filtra F, a w szczegdlnosci istotnym parametrem dla rozwazanej
kwestii jest minimalna moc zbioru generatoréw filtra F.

Jesli istnieje jednoelementowy zbi6r generatoréw filtra F', to F nazy-
wamy filtrem gléwnym. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku filtr F' jest
niezaleznie generowany wtedy i tylko wtedy, gdy F jest filtrem wlasciwym,
tzn. F # B oraz F # {1}.

Jesli filtr F' nie jest filtrem gléwnym i istnieje przeliczalny zbiér gene-
ratoréw F', to F' nazywamy przeliczalnie generowanym.

Jesli minimalna moc zbioru generatoréw filtra F jest nieprzeliczalng i
regularna liczba kardynalna, to powiemy, ze filtr F jest regularnie genero-
wany.

Dla danego filtra F' przez m(F) bedziemy oznacza¢ minimalna moc
zbioru generatoréw tego filtra.

Problem istnienia i kostruowalno$ci niezaleznych zbioréw generatoréw
filtréw w algebrach Boole’a wyniknal z rozwazan dotyczacych zastosowania
pojecia algebraicznej niezaleznosci w logice. Jest ono bowiem naturalnym
wzmocnieniem pojecia logicznej niezaleznosdci, ktéra z kolei, algebraicznie
rzecz biorac, odpowiada tzw. niezaleznodci filtrowej.

Roéwnowaznikiem istnienia logicznie niezaleznej aksjomatyki dla teorii
T w logice klasycznej jest istnienia filirowo niezaleznego zbioru generatoréw
filtra odpowiadajacego teorii T w algebrze Tarskiego — Lindenbauma. Tym
samym, teoria T' bedzie algebraicznie niezaleznie aksjomatyzowalna wtedy
1 tylko wtedy, gdy odpowiadajacy jej filtr algebry Lindenbauma bedzie
niezaleznie generowany. Zatem pytanie o mozliwo§é konstruowania nie-
zaleznych zbioréw generatoréw danego filtra za pomoca operacji boolow-
skich z dowolnego innego zbioru generatoréw tego filtra ma swa geneze w
pytaniu o mozliwo$¢ skonstruowania algebraicznie (a wiec silnie) niezalezne;j
aksjomatyki danej teorii klasycznej T' za pomoca podstawowych spdjnikéw
logicznych i dowolnie obranej aksjomatyki tej teorii.
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Jedna z podstawowych obserwacji dotyczacych mozliwosci konstruowa-
nia za pomoca operacji boolowskich niezaleznych zbioréw generatoréw jest
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 Jezeli L jest nieskoriczonym laricuchem malejacym ele-
mentow algebry Boole’a B, to filtr [L) nie ma niezaleznego zbioru genera-
toréw zbudowanych z kombinacji boolowskich elementéw tego laricucha.

Prawdziwo$¢ powyzszego faktu wynika miedzy innymi z tego, ze w su-
peratomowych algebrach Boole’a ( a taka jest kazda algebra Boole’a gene-
rowana przez dowolny lancuch ) nie isnieja nieskoniczone zbiory niezalezne
(121, [4)).

W powyzszym twierdzeniu nie zakladalimy nic o mocy laricucha L
(poza tym, Ze jest on nieskonczony), zatem w przypadku filtréw przeliczal-
nie generowanych mozemy wnioskowaé, ze:

Whniosek 1 Jezeli F jest filtrem przeliczalnie generowanym, to istnieje taki
zbior generatoréw filtra F, z ktérych nie da sie przy pomocy operacji boo-
lowskich skonstruowaé niezaleinego zbioru generatordw tego filtra.

Istotnie, jesli F' nie ma niezaleznego zbioru generatoréw, to teza jest
oczywista. Zalézmy zatem, ze {a,aq, ...} jest niezaleznym zbiorem genera-
toréw filtra F'. Wtedy L = {a1,a1 Aaz,a1 Aaz Aag,...} jest nieskoriczonym
lanicuchem malejacym, ktéry generuje filtr F', a zatem zgodnie z twierdze-
niem 1 nie istnieje niezalezny zbiér generatoréw filtra F' zbudowanych z
kombinacji boolowskich elementéw laricucha L.

Whiosek analogiczny do powyzszego nie jest prawdziwy dla filtréw re-
gularnie generowanych.

Twierdzenie 2 Niech F bedzie regularnie generowanym filtrem algebry
Boole’a B majgcym niezalezny zbior generatoréw. Wtedy dla dowolnego
zbioru generatoréw Y filtra F':

(a) ze zbioru wszystkich skoriczonych iloczyndw elementéw zbioru' Y mozna
wybrac podzbior niezalezny mocy m(F).

(b) z elementéw zbioru Y mozna za pomoca operacji boolowskich skonstru-
owac niezalezny zbior generatoréw filtra F.

Dowdd twierdzenia 2 opiera si¢ w duzej mierze na nastepujacym teo-
riomnogosciowym twierdzeniu [4]:

Twierdzenie 3 (Twierdzenie o A - systemie) Jesli A jest liczba kar-
dynalng regularng i nieprzeliczalng, A = {Aq : a < A} jest rodzing zbioréw
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skoriczonych, to istnieje podrodzina B rodziny A i skoriczony zbiér A takie,

ze card A = cardB oraz A; N Aj = A dla dowolnych réznych zbioréw
A;, Aj € B.

Twierdzenie 2 okazuje sie réwniez byé prawdziwe, gdy m(F') jest sin-
gularna liczba kardynalna o nieprzeliczalnej kofinalnosci:

Twierdzenie 4 Niech F' bedzie niezaleinie generowanym filtrem algebry
Boole’a B takim, ze m(F) = &, gdzie s jest singularnq liczbq kardynalng i
cf & > w. Wtedy z dowolnego zbioru generatoréw filtra F mozna za pomocq
operacji boolowskich skonstruowac niezaleziny zbidr generatordw tego filtra.

Dowéd w tym przypadku jest dosé analogiczny do dowodu twierdzenia
2, ale tym razem w oparciu o nastepujacy fakt [5]:

Twierdzenie 5 (Twierdzenie o podwdjnym A-systemie) Niech  be-
dzie singularng liczba kardynalng, takg, e cf k > w i niech < Ay <
cf k > bedzie scisle rosngcym ciqgiem regularnych liczb kardynalnych ogra-
niczonym przez a i takim, ze A > cf Kk dla o < ¢f k. Zaléimy, ze A =
{Ag; € < K} jest rodzing zbiordw skoriczonych. Wtedy istnieja zbiory T', A
oraz ciqgi < Yoy o €' >, < Ay; a € T' > spelniajace nastepujoce wa-
runks:

(a) < Zo; a € T > jest rodzing zbioréw parami roztacznych taka, ze
card Xy = Ao dla wszystkich a € T',

(b) cardI = cf k,

(c) < Ag € € Xy > jest A-systemem z jadrem A, dla kazdego a € T, tzn.
AcN Ay = Aq dla dowolnych réznych (,n € g,

(d) dia réinych o, € T' mamy Aq N Ag = A. Ponadto, jesli £ € T, i
n € Xg, to Ac N A, = A.

Pozostaje otwarte pytanie o mozliwosé konstruowania przy uzyciu tylko
operacji boolowskich niezaleznych zbioréw generatoréw z elementéw dowol-
nego zbioru generatoréw dla filtréw ktérych minimalna moc zbioru gene-
ratoréw jest liczba kardynalna singularna o przeliczalnej kofinalnosci.
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