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O idei bezpunktowych teorii przestrzeni
na przykladzie Tarskiego geometrii bryl”

Streszczenie

W pracy przedstawiona zostata istota bezpunktowych teorii przestrzeni w oparciu o system geo-
metrii bezpunktowej Alfreda Tarskiego. Na wstepie omowiona zostata ogdlna idea tzw. ontologii
bezpunktowej oraz przemawiajace za jej przyjeciem racje epistemologiczne i metodologiczne. Na-
stepnie przedstawiona zostala Whiteheada metoda ekstensywnej abstrakcji, stanowigca metodolo-
giczng podstawe dla konstrukcji bezpunktowych teorii przestrzeni oraz oméwione zostaly podsta-
wowe pojecia mereologii. Glowng czgs¢ pracy stanowi omowienie Tarskiego geometrii bryt, jej
postulatow oraz metateoretycznych wiasnosci. Prace konczy krotka charakterystyka wktadu pol-
skich badaczy w rozw¢j badan nad bezpunktowymi teoriami przestrzeni.

Slowa kluczowe: ontologia bezpunktowa, bezpunktowe teorie przestrzeni, mereologia, Tar-
skiego geometria bryt.

Wstep

Pojecie przestrzeni jest jednym z centralnych poje¢ ontologii. Problemem jej
natury zajmowali si¢ mysliciele kazdej epoki: od starozytnosci, przez czasy no-
wozytne, az do wspodtczesnosci. W czasach nowozytnych refleksje nad statusem
przestrzeni podejmowali zarowno filozofowie, jak i przyrodnicy (np. rozwazania
Kanta, Kartezjusza, Newtona i Leibniza), wspotczesnie za$ refleksja nad prze-
strzenig stata si¢ przede wszystkim domeng fizyki. O ogromnej doniostosci po-
trzeby badan nad przestrzenig $wiadczy stworzenie uwazanej za jedno z najwigk-
szych osiggnie¢ mysli ludzkiej teorii fizycznej — ogdlnej teorii wzglednosci. To
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wlasnie ogolna teoria wzglednosci dostarcza obecnie najbardziej adekwatnego
opisu fizycznej przestrzeni, czyli tzw. przestrzeni bezposredniego doswiadcze-
nia. Zgodnie z ta teoria, przestrzen rozumiana jest wspotczesnie jako jeden
z aspektow bardziej zlozonego tworu — czasoprzestrzeni. Czasoprzestrzen jest
z kolei dynamiczng strukturg, ktorej lokalny stan zalezy od rozmieszonej w niej
materii. Jednak jeszcze w okresie nowozytnym zaro6wno czas, jak i przestrzen
traktowane byly oddzielnie, zresztg, i w taki sam sposob sg one traktowane row-
niez obecnie w zyciu codziennym, czyli poza obszarem refleksji naukowej. Dy-
chotomiczny podziat czasoprzestrzeni na czas i przestrzen najpetniej w okresie
nowozytnym wykorzystat Newton, tworzac historycznie pierwsza, powazng teo-
ri¢ fizyczna, czyli mechanike. W teorii tej przestrzen byta areng dla zjawisk, kto-
rych nastepowanie po sobie porzadkowat czas.

Badania nad wlasno$ciami przestrzeni oraz nad osadzonymi w niej obiektami
zyskaty bardzo dojrzalg oraz zaawansowana postac juz w starozytnosci. Stalo si¢
to za sprawe Euklidesa i jego Elementow. Co ciekawe, to wlasnie wiedza na temat
przestrzeni i jej wlasnos$ci jako pierwsza przybrala postac¢ teorii aksjomatyczno-
dedukcyjnej. Fakt ten z jednej strony dowodzi, ze sama przestrzen byta z ré6znych
wzgledow czyms§ dla cztowieka waznym, z drugiej za$ strony pokazuje, ze zdo-
byta na jej temat wiedza byta ugruntowane na tyle dobrze, aby wtasno$ci prze-
strzeni bada¢ w oderwaniu od mozliwych, praktycznych zastosowan uzyskanych
wynikow!. W zwigzku z tym, wraz z powstaniem geometrii Euklidesa powstato
réwniez abstrakcyjne pojecie przestrzeni.

Prowadzone zarowno przez Euklidesa, jak i przez nastepne pokolenia mate-
matykow rozwazania nad wlasno$ciami przestrzeni oraz figur geometrycznych
oparte byty na pewnym paradygmacie, ktéry mozna nazwac ontologiq punktowq
lub ontologiq mnogosciowg. Ontologia punktowa polega na zatozeniu, ze stano-
wigca przedmiot badan geometrii przestrzen bezposredniego doswiadczenia jest
rozciaglym, trojwymiarowym tworem zbudowanym z bezwymiarowych punk-
tow, a ponadto, ze w przestrzeni tej istniejg wszelkiego rodzaju twory zbudowane
z punktow, takie jak odcinki, linie, powierzchnie etc. Chociaz historia nauki zna
ontologiczne spory dotyczace natury przestrzeni, jak chociazby toczong pod ko-
niec XVII wieku dyskusje pomi¢gdzy Newtonem a Leibnizem nad absolutnym
badz relacyjnym jej charakterem, to jednak zaden z tych sporéw nie dotyczyt
omawianej tutaj punktowej natury przestrzeni. Tak bylo do poczatku XX wieku,
kiedy to angielski filozofii i matematyk Alfred North Whitehead zakwestionowat
punktowa natur¢ przestrzeni, podajac szereg argumentéw epistemologicznych,
ontologicznych oraz metodologicznych. W ten sposob narodzita si¢ nowa onto-
logia przestrzeni, tzw. ontologia bezpunktowa.

! Poslugujgc sie terminologia sformutowang przez Kazimierza Ajdukiewicza, o dojrzatosci geo-

metrii Euklidesa §wiadczy fakt, Ze jest ona teorig dedukcyjng w stadium aksjomatycznym abs-
trakcyjnym, stanowigcym wg Ajdukiewicza najbardziej zaawansowang postac teorii dedukcyj-
nej (zob. Ajdukiewicz 1975, 188-192).
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Celem niniejszej pracy jest przedstawienie istoty bezpunktowych teorii prze-
strzeni w oparciu o system geometrii bezpunktowej autorstwa Alfreda Tar-
skiego?. Sposrod wielu teorii stanowigcych propozycje realizacji idei bezpunkto-
wej ontologii przestrzeni wybieramy teori¢ Tarskiego z dwoch powodéw. Po
pierwsze, teoria Tarskiego pozwala na bardzo intuicyjne uchwycenie problemu
konstrukcji systemow ontologii bezpunktowej, gdyz obiekty, ktorymi teoria ta
operuje, sg nietrudne do wyobrazenia. Po drugie, zaréwno teoria Tarskiego, jaki
1 stanowiaca jej podstawe mereologia pokazuja, jak istotny wktad do badan nad
tego typu systemami wniesli oraz stale wnosza polscy badacze.

W zwigzku z tym, Ze niniejsza praca w calosci stanowi probe nieformalnego
omowienia w petni formalnych teorii matematyczno-ontologicznych, unikamy
jak to tylko mozliwe jakichkolwiek formalizméw. Wybrane wlasnosci omawia-
nych tutaj poje¢ i konstrukcji staramy si¢ wypowiedzie¢ w jezyku naturalnym,
przedktadajac odwotujace si¢ do intuicji opisy nad formalno-logiczna $cistosc.
Ponadto, nie przywotujemy réwniez stosowanych w literaturze specjalistycznej
rysunkow i diagramow ilustrujacych omawiane tezy oraz definicje, gdyz naszym
celem jest o calej sprawie po prostu opowiedzie¢. Czytelnika zainteresowanego
technicznymi szczegotami omawianych tutaj zagadnien odsytamy do lektury zro-
det wykorzystywanych w niniejszej pracy.

1. ldea ontologii bezpunktowej

Idea ontologii bezpunktowej jest w zasadzie bardzo prosta i mozna jg opisaé
nastepujaco:

Ontologia bezpunktowa ma dotyczy¢ realnego $wiata [...]. Wyklucza ona z ogbdhu jego
sktadnikéw punktowe obiekty, jak rowniez takie, ktore maja charakter odcinkow, linii
badz ich kawatkow, powierzchni badz ich kawatkow. Wykluczamy zatem wszystko to,

co — wedlug Elementow Euklidesa — nie ma dlugosci lub nie ma szerokosci lub nie ma
wysokosci. Dodajmy, ze w tej teorii wykluczamy takze wszelkie ,,mieszaniny” wymie-
nionych obiektow, jak rowniez ich ,mieszaniny” z obiektami fizycznymi (Pietruszczak
2020b, 144).

Ontologia bezpunktowa powstata wigc jako przeciwienstwo ontologii punk-
towej. W tej drugiej zaktada si¢, ze w realnym $wiecie istniejg zar6wno punkty,
jak 1 réznorodne ich mieszaniny, takie jak odcinki, linie czy ptaszczyzny. Za-
roéwno ontologia punktowa jak i bezpunktowa dotyczg w istocie natury samej
przestrzeni, a konkretnie — jej sktadnikéw. Paradygmatycznym w pewnym sensie

2 W polskim pis$miennictwie przez reprezentujacych ten nurt badaczy uzywane bywa rowniez

sformutowanie ,,niestandardowe teorie przestrzeni”. Sformutowanie to ma bowiem poprawniej
oddawac¢ intencje budowania omawianych tutaj teorii, w ktorych przeciez finalnie dochodzi si¢
do pojecia punktu. Czytelnika zainteresowanego tym problemem odsytamy do monografii Ra-
fata Gruszczynskiego (Gruszezynski 2016).
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przykladem teorii przestrzeni, bedacej wyrazem ontologii punktowej, jest znana
od starozytno$ci geometria euklidesowa. W teorii tej przestrzen rozumiana jest
bowiem jako zbior sktadajacy si¢ z punktow, natomiast odcinki, linie, ptaszczy-
zny etc., bedace fragmentami przestrzeni, rozumiane sg jako podzbiory ztozone
z punktow.

Naczelng ideg ontologii bezpunktowe;j jest przekonanie, ze realna przestrzen
jest tworem rozciaglym, i ze fragmentami tej przestrzeni sa tylko takie obiekty,
ktére maja identyczng jak ona naturg, a wiec rdwniez sg rozciagte i przestrzenne.
Fragmenty (lub kawatki) przestrzeni, bedace jednoczesnie jej sktadnikami, nazy-
waé bedziemy regionami. W zwiazku z tym regiony sa takimi fragmentami prze-
strzeni, ktore matematycznie scharakteryzowaliby$Smy poprzez okreslenie ich
jako trojwymiarowych. Status obiektow posiadajacych wymiar nizszy niz prze-
strzenny jest w takiej ontologii zupetnie inny — ontologia bezpunktowa przyj-
muje, ze wszelkiego rodzaju obiekty punktowe, jak rowniez wszelkie ich miesza-
niny, ktére nie maja charakteru przestrzennego, nie sa sktadnikami realnej prze-
strzeni, lecz stanowig rezultat konstrukcji dokonywanych przez podmiot pozna-
jacy i jako takie sg jedynie abstrakcjami istniejgcymi w umysle. Postulat istnienia
tego typu obiektow w przestrzeni jest w mysl ontologii bezpunktowej niczym
nieuzasadniong reifikacja odnoszacych si¢ do nich poje¢, albowiem zadne do-
$wiadczenie o realnym istnieniu tych obiektow nas nie przekonuje. O ile w za-
stosowaniach czysto matematycznych pojecia te nie budza zastrzezen, gdyz sa
takimi samymi abstrakcjami, jak wszystkie inne pojecia matematyczne, to jednak
traktowanie opisywanych przez nie obiektow jako realnych sktadnikow rzeczy-
wistej przestrzeni budzi juz powazne watpliwosci.

Istnieje kilka powodow sklaniajacych do przyjecia ontologii bezpunktowe;
w miejsce ontologii punktowej. Pierwszy powod jest natury epistemologiczne;.
Glosi on, ze podmiot poznajacy, czerpigc wiedze na temat przestrzeni z bezpo-
sredniego doswiadczenia, poznaje tylko rozciagle, trojwymiarowe obszary (re-
giony) tej przestrzeni. W bezposrednim poznaniu nie sg dostepne obiekty o wy-
miarach nizszych niz wymiar przestrzenny, a jezeli nawet bysSmy twierdzili, ze
takie obiekty sa naszemu poznaniu dostgpne, to postulowanie ich istnienia nalezy
uznac raczej za efekt wynikajacy z ograniczen naszych zdolno$ci poznawczych,
anizeli za rezultat ich realnego istnienia. Mowigc o ograniczeniach poznaw-
czych, mamy tu na mysli fakt, ze zarowno obiekty, ktore uwazamy za punktowe,
jak i obiekty, ktoére uwazamy za odcinki lub plaszczyzny, po doktadniejszym ich
rozpoznaniu okazujg si¢ by¢ trojwymiarowe, do uznania ich za$ za posiadajace
wymiar nizszy niz przestrzenny sktaniajg nas jedynie ich mate rozmiary. W przy-
padku bowiem bardzo matych obiektow informacja o ich przestrzennym charak-
terze niejako zaciera sie¢ w wyniku duzej réznicy skali, jaka zachodzi miedzy nimi
a innymi otaczajacymi je obiektami przestrzennymi. Istotnie, biorgc np. mape ja-
kiego$ terenu i stawiajac w jakim$ miejscu kropke w celu wskazania pewnej lo-
kalizacji, w percypowanej przez nas skali kropke t¢ uznamy z punkt. Jednak gdy-



O idei bezpunktowych teorii przestrzeni... 161

by$my skale t¢ powiekszyli, punkt ten zaczalby si¢ rozciagac i przybierac postac
by¢ moze bardzo matego, ale jednak tréjwymiarowego obszaru. Dziatoby si¢ tak
nawet wowczas, gdyby$my postawili ,,mniejszg” kropke wewngtrz wczesniej
rozciagnietej kropki i gdybysmy nawet dodatkowo wsparli si¢ np. przyrzadami
optycznymi. Analogiczne rozumowanie mozna rowniez zrekonstruowa¢ w od-
niesieniu do odcinkéw, linii, ptaszczyzn etc., stowem — wszystkich obiektow wy-
miaru nizszego niz przestrzenny.

Na pierwszy rzut oka mozna by sadzi¢, ze sformulowanego wyzej zarzutu,
jako odnoszacego si¢ jedynie do posiadanych przez podmiot mozliwosci poznaw-
czych, nie nalezy uznawa¢ za argument natury ontologicznej, ktory podwazatby
realne istnienie obiektow, o ktorych w tym zarzucie mowa. Znane s3 nam bowiem
obiekty, ktorym nie odmawiamy realnego istnienia, chociaz nie sa obecne w bez-
posrednim do§wiadczeniu. Mozna wigc sadzi¢, ze analogiczna uwaga odnosi si¢
do opisanego wyzej zarzutu, $wiadczac o jego nietrafnhosci. Oprocz jednak pro-
blemow natury epistemologicznej, z obiektami punktowymi istniejg rowniez po-
wazne ktopoty natury ontologicznej.

Z ontologicznego punktu widzenia teorie punktowe okazuja si¢ by¢ bowiem
problematyczne z co najmniej dwoch powodoéw. Pierwszy dotyczy relacji, jaka
zachodzi pomig¢dzy naturg sktadnikow przestrzeni a sama przestrzenig. W pode;j-
$ciu punktowym przestrzen traktowana jest wprost jako obiekt zbudowany z bez-
wymiarowych punktow. Otaczajaca nas przestrzen jest jednak trojwymiarowa.
Powstaje wiec pytanie, w jaki sposob ,,nagromadzenie” lub tez ,,zebranie w jedng
cato$¢” obiektéw bezwymiarowych ma w konsekwencji wygenerowac obiekt
rozciagly, trojwymiarowy? Owo ,,nagle” wylanianie si¢ trojwymiarowej prze-
strzeni z konglomeratu odmiennych od niej co do natury, bezwymiarowych
obiektow, jest jednym z gldéwnych zarzutow ontologicznych, jakie stawiane sa
punktowemu traktowaniu przestrzeni.

Aby jednak nie powstato nieporozumienie, podkreslmy wyraznie, ze wysu-
wany wobec punktowych teorii przestrzeni zarzut nie dotyczy tego, ze teorie te
mowig o punktach, lecz tego, Ze teorie te przyjmujg zatozenie, zgodnie z ktérym
sama przestrzen bezposredniego doswiadczenia jest obiektem zbudowanym
z punktow, a wiec Ze jest ona obiektem stanowigcym niejako bezposredni, empi-
ryczny model dla uzywanych w tych teoriach poje¢. W ontologii bezpunktowe;j
chodzi jedynie o ustalenie wlasciwego statusu epistemologicznego oraz ontolo-
gicznego obiektow punktowych. Krotko mowigc:

Zadaniem ontologii bezpunktowej jest matematyczna konstrukcja tych abstrakcyjnych
obiektow. Po jej podaniu nadal mozna z powodzeniem stosowaé metody fizyki matema-
tycznej i (punktowej) geometrii. Bez takich metod trudno moéwié¢ o rozwoju badan doty-
czacych natury czasu i przestrzeni. Musimy jednak odnalez¢é wiasciwa role obiektow
punktowych w ontologii (Pietruszczak 2020b, 144).

Drugi problem dotyczacy ontologicznej natury przestrzeni zwigzany jest ze
sposobem traktowania jej jako catosci ztozonej z punktowych sktadnikow. Do-
ktadniej mowige, problem ten dotyczy natury ,,zebrania” owych sktadnikéw
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w jedna, tworzacg przestrzen catos¢. Jego istota zwigzana jest ze sposobem rozu-
mienia tego, czym sg zbiory, dlatego podniesiony jest tez wobec innych teorii,
niezaleznie od tego, jakiej natury obiekty sg w nich rozpatrywane. Chodzi o to,
ze w podejsciu punktowym przestrzen traktowana jest wprost jako dystrybu-
tywny, teoriomnogosciowy zbior punktéw. Zbiory w sensie dystrybutywnym sa
jednak zawsze tworami catkowicie abstrakcyjnymi, a zatem nieposiadajagcymi
zadnej lokalizacji i jest tak niezaleznie od natury ich sktadnikow. O abstrakcyjne;j
naturze zbiorow dystrybutywnych trafnie przekonuje wyjasnienie podane np.
przez Quine’a w jego Logice matematycznej (zob. Quine 1974). Wyjasnienie to
mozemy na nasze potrzeby zrekonstruowac¢ w nastepujacy sposob.

Zatézmy, ze zbiory dystrybutywne sa obiektami konkretnymi, a wigc posia-
dajacymi przestrzenna lokalizacje. Wowczas, w szczegolnosci, obiektem kon-
kretnym musi by¢ rowniez dystrybutywny zbior utworzony z konkretnych obiek-
tow, a poniewaz sktadajace si¢ na ten zbidr obiekty konkretne posiadaja prze-
strzenng lokalizacje, réwniez sam ten zbidr musi ,,gdzie$ si¢ znajdowac”. Oczy-
wiscie, jedynym takim miejscem jest miejsce zajmowane przez tworzace ten
zbidr elementy. Innymi stowy, ,,sumaryczne” miejsce zajmowane przez elementy
sktadajace si¢ na dany dystrybutywny zbior odpowiada w rezultacie miejscu zaj-
mowanemu przez sam ten zbior. Przestrzenne ulokowanie tego typu zbioréw ro-
dzi jednak bardzo powazny problem. Aby to wyjasni¢, wezmy pod uwage naste-
pujace dwa zbiory dystrybutywne: zbior A — zbior, ktorego jedynym elementem
jest Polska (rozumiana jako obszar geograficzny), oraz zbior B — zbior, ktorego
elementami sg polskie wojewodztwa (rowniez rozumiane jako geograficzne ob-
szary). Zbiory A oraz B sg niewatpliwie ro6znymi zbiorami, gdyz wystarczy zau-
wazy¢, ze majg one rozng ilos¢ elementow: zbidr A posiada jeden element, a zbior
B posiada elementow szesnascie. W zwigzku z tym oczywiste jest, ze zbiory te
nie mogg by¢ identyczne. Przyjmujac, ze zbiory A i B sg obiektami konkretnymi,
musimy zgodnie z poczynionymi wyzej uwagami przyjac, ze znajduja si¢ one
w miejscu, w ktorym znajduja si¢ tworzace je, konkretne elementy. W obu przy-
padkach jedynym takim miejscem jest obszar geograficzny, ktory ograniczony
jest obszarami zajmowanymi przez Morze Battyckie, Niemcy, Czechy, Stowacje,
Ukraing, Biatoru$, Litwe oraz Rosje. Ale zbiory A oraz B sg rdzne, a zarazem
konkretne, zatem w dokladnie tym samym miejscu muszg istnie¢ dwa rozne
obiekty konkretne, a tak by¢ przeciez nie moze. Rozumowanie to przekonuje
wigc, ze zbiory dystrybutywne traktowac nalezy jako twory abstrakcyjne, w prze-
ciwnym bowiem wypadku popadamy w sprzecznos¢.

Opisany wyzej sposob traktowania przestrzeni jako dystrybutywnego zbioru
punktow rodzi wigc powazny problem juz na samym poczatku jej badan: kon-
kretna, otaczajgca nas przestrzen, dana w bezposrednim doswiadczeniu, okazuje
si¢ by¢ tworem abstrakcyjnym, a wigc nieposiadajagcym przestrzennego charak-
teru. Takie traktowanie przestrzeni stoi wigc w jawnej sprzecznosci z naszym
codziennym do$wiadczeniem.
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Ideg oraz metodologiczne podstawy dotyczace sposobu konstruowania teorii
przestrzeni, majacej by¢ wyrazem ontologii bezpunktowej, sformutowat Alfred
North Whitehead w ksiazce An Enquiry Concerning the Principles of Natural
Knowledge. Opisang tam w rozdziale VII, pt. The Anatomy of Some Scientific
Ideas (zob. Whitehead 1919), pierwotng koncepcje Whitehead nastgpnie istotnie
poprawial, najdojrzalsza za$ jej wersj¢ zaprezentowal w swoim stynnym dziele
Proces i rzeczywistos¢® (Whitehead 2021).

W stanowiacych punkt wyjscia dla swoich propozycji badaniach epistemolo-
gicznych koncentrowat si¢ Whitehead na rozpoznaniu podstawowych zasad, na
bazie ktérych konstruowane jest nasze pojecie fizycznego Swiata (zob. Lowe
2019, 95 i nn.). Szczegodlnie interesowat go sposdb, w jaki podstawowe pojecia
geometrii, takie jak punkt, linia czy pfaszczyzna, zakorzenione sg w naszym po-
strzeganiu rozciaglych obiektéw przestrzennych oraz jak na podstawie poznania
tych obiektow dochodzimy do doktadnych definicji geometrycznych pojec.
Oprocz tego Whitehead zainteresowany byt sposobem tworzenia definicji czaso-
wych odpowiednikéw owych geometrycznych obiektow, tj. pojecia chwili czy
przedziat czasu. Problem trafnej rekonstrukcji sposobu tworzenia pojg¢ geome-
trycznych zajmowal Whiteheada na tyle istotnie, ze w jego rozwigzaniu upatry-
wal mozliwosci dalszego rozwoju pozostatych prowadzonych przez siebie badan,
o czym pisat w grudniu 1908 r. w liscie do Bertranda Russella:

Odkrytem, Ze nie moge posunac¢ si¢ ani o krok w geometrii metrycznej, dopdki jasno nie
ustale w swym umysle fundamentalnej natury bytow geometrycznych (Lowe 2019, 96)*.

W poprawnym rozpoznaniu relacji, jaka zachodzi pomigdzy mechanizmem
tworzenia poje¢ geometrycznych a postulowanym na tej podstawie statusem on-
tologicznym przestrzeni, widzial Whitehead nie tylko konieczny warunek pozna-
nia prawdziwej natury rzeczywistosci, ale rowniez warunek rozwoju nauki
w ogole. Potrzebe doktadnego przeanalizowania oraz gruntownego przeformu-
lowania koncepcji przestrzeni postulowat bowiem Whitehead w zwiazku ze
sformutowanymi przez siebie zrodtami ograniczen, jakie w jego opinii hapo-

8 W sprawie krytyki pierwotnej wersji systemu Whiteheada zob. prace Vakarelova (2020, 9),
gdzie omowiony jest pokrotce system geometrii bezpunktowej Theodora de Laguny (przedsta-
wiony przez niego w: de Laguna 1922), oparty na zmodyfikowanej metodzie zaproponowanej
przez Whiteheada.

Potrzeby doktadniejszego okreslenia tego, czym jest punkt, prosta oraz plaszczyzna, mozna sie
dopatrywa¢ juz w tzw. wyjasnieniach podanych przez Euklidesa na poczatku jego Elementow.
Przypomnijmy, ze wedlug Euklidesa punkt jest tym, co nie ma czgsci, linia jest dlugoscia bez
szerokos$ci, a powierzchnia jest tym, co ma tylko dlugosc i szeroko$é, nie ma za$ glgbokosci.
Chociaz podane przez Euklidesa wyjasnienia zawarte zostaly w I ksigdze jego dzieta zatytuto-
wanej Definicje, to nie mogg by¢ one uznane za definicje we wspodtczesnym znaczeniu tego
stowa, gdyz uzyte do ich okre$lenia pojgcia czesci, diugosci, szerokosci oraz glebokosci same
nie maja dobrze okreslonego znaczenia. Owe definicje traktowaé nalezy raczej jako pewne in-
tuicyjne wyjasnienia uzywanych przez Euklidesa podstawowych pojec¢ geometrii.
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tkata mys$l nowozytna w uprawianiu nauk przyrodniczych (zob. Jusiak 1992,
37). Whitehead uwazat, ze sposdb operowania przez nowozytnych przyrodni-
kow pojeciami geometrycznymi jest przyktadem tzw. btedu ,,zle umiejscowio-
nej konkretnosci”:

Zdaniem Whiteheada blad ten popetniony jest wowczas, kiedy abstrakcyjnym konstruk-
cjom logicznym nadany zostaje status konkretnych faktow, czyli gdy abstrakcyjny wy-
twor mysli mylony jest z bezposrednio doswiadczanym konkretem. (Jusiak 1992, 46)

Mozna zatem powiedzie¢, ze Whitehead wyraznie zwrocit uwage na fakt, iz
stosowane przez badaczy abstrakcyjne pojecia geometrii, ktore stuzyly im do uj-
mowania $wiata, zostaty btednie przez nich uznane za odnoszace si¢ do czegos
bezposrednio istniejacego w przyrodzie. Zwracajac uwage na ten problem,
Whitehead nie chciat jednak sugerowac, ze wszelkie nasze konstrukcje intelek-
tualne, jako nieodpowiadajace wprost zadnym faktom, nalezy catkowicie wyeli-
minowa¢ z przyrodoznawczego dyskursu. Wrecz przeciwnie, nasze koncepcje
bytow geometrycznych uwaza Whitehead za niezbgdne dla uprawiania fizyki teo-
retycznej, jednak ostrzega, aby nie popehi¢ btedu polegajacego na uznaniu ota-
czajacego nas $wiata jako identycznego ze sposobem, w jaki go postrzegamy
(zob. Lowe 2019). W rozwiazaniu dostrzezonego przez siebie problemu widzi
Whitehead wlasciwe zadanie, jakie stoi przed filozofia:

Jednym z najwazniejszych zadan stojacych przed filozofia nauk przyrodniczych jest, zda-
niem Whiteheada, wyjas$nienie pochodzenia oraz epistemologicznego statusu podstawo-
wych poje¢, jakimi operuje uczony-przyrodnik. Punkt, prosta, odcinek, ptaszczyzna, czas,
przestrzen, ruch, obiekt materialny — to terminy znajdujace zastosowanie w kazdym przy-
rodniczym opisie $wiata. Terminy te sg zarazem elementami potocznego ujmowania ze-
wnetrznej rzeczywistosci. To szerokie ich uzycie nie pociaga jednak za soba powszechne;j
zgody w rozumieniu ich statusu. W historii mysli pojawiaty si¢ rdzne teorie czasu, prze-
strzeni 1 materii, r6znie thumaczace sens ontologiczny i znaczenie przypisywane w nau-
kowym opisie przyrody wywodzacym si¢ z nich kategoriom poznania. Podkreslajac po-
zytywng wymowe tego faktu, Whitehead jednak uwaza, iz wspdlnym rysem tych teorii
bylo oderwanie proponowanych przez nie rozwigzan od bezposrednio do§wiadczanej
konkretnos$ci przyrody. Sadzi takze, ze chcae uniknaé uproszczen i deformacji wyptywa-
jacych z przypisywania obiektywnego sensu termiom wyst¢pujacym w tradycyjnych teo-
riach czasu, przestrzeni i materii, nie wystarczy poprzesta¢ na konstatacji negatywnego
wplywu teorii na rozwoj wspoélczesnej wiedzy naukowej lub na stwierdzeniu ich nieade-
kwatnos$ci wobec nasuwanego przez dzisiejsza fizyke obrazu §wiata. Nalezy rowniez po-
kazaé, w jaki sposob podstawowe pojecia nauki mozna odnies¢ do bezposrednio doswiad-
czanego konkretu, czyli dowies¢, ze ich korzenie tkwig w bezposrednim ogladzie rzeczy-
wisto$ci (Jusiak 1992, 102-103).

2. Metoda ekstensywnej abstrakcji

Cel, jaki stawial Whitehead przed filozofig, polegat na wypetnieniu luki ist-
niejacej migdzy bezposrednim doswiadczeniem $wiata a posiadanymi przez nas
koncepcjami na jego temat, w szczegdlnosci za$ tymi, ktére wyrazone sg w po-
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staci naukowych teorii. Procedurg stuzaca do konstruowania uzywanych w nau-
kowym opisie $wiata poje¢, wyjasniajaca jednoczesnie ich genetyczne pochodze-
nie, byta zaproponowana przez Whiteheada metoda ekstensywnej abstrakcji (the
method of extensive abstraction)®:

Metoda ta ma by¢ pewng uniwersalng procedurg analityczng, dostarczajaca logicznych
narzedzi pozwalajacych konstruowaé podstawowe pojecia nauki, opierajac si¢ na bezpo-
srednio dos§wiadczanych tresciach zmystowych. Precyzujac blizej cel swoich zamierzen,
Whitehead wyjasnia, ze metoda ekstensywnej abstrakcji — podobnie jak w analizie mate-
matycznej rachunek rézniczkowy — dazy do ,,uczynienia procesu aproksymacji narzg-
dziem $cistego myslenia” (Jusiak 1992, 103).

Scislej rzecz biorac, metoda ekstensywnej abstrakcji ma byé narzedziem po-
zwalajacym na tworzenie abstrakcyjnych poje¢ geometrycznych w oparciu o da-
jace sie wyrdzni¢ w czasoprzestrzeni obszary, zdobyte za§ w ten sposob pojecia
miaty nastepnie stuzy¢ jako narzedzie badania samej czasoprzestrzeni:

Pod ta nazwa kryje si¢ skonstruowana przez Whiteheada interpretacja poje¢ geometrycz-
nych niezbednych do matematycznego opisu czasoprzestrzeni jako pewnych dystrybu-
tywnych zbioréw ztozonych z czterowymiarowo rozciaglych proceséw nazwanych prze-
zen zdarzeniami (events). W konsekwencji punkty, proste, zdarzenia elementarne, mo-
menty, etc., mozna wykluczy¢ z grona realnych sktadnikow przyrody i uzna¢ je za abs-
trakty uzyskane ze zdarzen za pomoca specjalnych konstrukeji logicznych. Prowadzi to
do ufundowania geometrii czasoprzestrzeni na specjalnej procesualnej ontologii przyrody
utozsamianej w tym przypadku z formalng teorig zdarzen (Gorzka 1992, 78).

Procedura badawcza stanowigca istote metody ekstensywnej abstrakcji miata
wiec motywacje osadzone gteboko w Whiteheada filozofii przyrody oraz w po-
stulowanym przez niego faktycznym stosunku tego, co konkretne, do tego, co
abstrakcyjne. Dlatego sformulowana przez niego metoda wychodzi od pojgcia
zdarzenia (event), gdyz to wtasnie zdarzenia sa wedtug Whiteheada elementar-
nymi sktadnikami do§wiadczenia $wiata. Poniewaz w niniejszym opracowaniu
skupiamy si¢ wylacznie na przestrzennym aspekcie ontologii bezpunktowej,
omawianie istoty sformutowanej pierwotnie dla zdarzen metody ekstensywnej
abstrakcji przedstawimy dalej wytacznie w terminach regionéw przestrzeni.

Kluczowe dla konstrukcji poje¢ geometrycznych przy uzyciu metody eksten-
sywnej abstrakcji jest pojecie klasy abstrakcji badz ukfadu abstrakcyjnego (zob.
Jusiak 1992, 104). Klasy abstrakcji sa odpowiednio dobranymi, dystrybutyw-

5 W pracy A. Pietruszczaka podjeta zostala krotka analiza sensu przyjetej przez Whiteheada na-
zwy dla zaproponowanej przez siebie metody budowania pojec: ,,Angielski przymiotnik ‘exten-
sive’ znaczy m.in.: rozlegly, rozciagly, obszerny; angielski czasownik ‘extent’ znaczy: rozle-
glosé, rozciagglosé, obszernosé, rozmiar, zasieg. W omawianej zatem metodzie chodzi o abstra-
howanie od rozciagloéci (rozlegtosci) rozwazanych obiektow (zdarzen; kul, bryt, regionow).
W wyniku tego powstaje punktowy obiekt danego rodzaju. Abstrahujemy od rozciagtosci kul,
bryl, regiondow — powstaja geometryczne punkty. Wydaje si¢ zatem, ze sens nazwy ‘the method
of extensive abstraction’ oddaje: metoda abstrahowania od rozciagtosci obiektow™ (Pietruszczak
2020b, 154-155).
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nymi zbiorami regionow, bedagcymi w pewnym sensie ,,no$nikami” abstrakcyj-
nych poje¢ geometrii. Miedzy regionami tworzacymi dang klase abstrakcji za-
chodzi pewna specyficzna relacja, nazywana przez Whiteheada relacja rozciggto-
sci i rozumiana jako ,,obejmowanie” jednego regionu przez inny region (zob. Ju-
siak 1992, 104). W zwiazku z tym, ze zachodzace w bezpunktowych teoriach
przestrzeni relacje miedzy regionami wyrazamy w terminach stosunku czgéci do
catos$ci, ktory jest w istocie relacja odwrotng do relacji rozciagtosci, pojecie klasy
abstrakcji sformutujemy dalej wtasnie przy uzyciu relacji bycia czescig®.

Klasq abstrakcji (Iub ukiadem abstrakcyjnym) jest dowolny, dystrybutywny
zbidr regiondw spetniajgcych nastepujace warunki’:

1) miedzy dowolnymi dwoma regionami nalezgcymi do tego zbioru zachodzi
relacja bycia czescig, tj. niezaleznie, jaka par¢ regiondw z tego zbioru wybie-
rzemy, zawsze jeden z nich bedzie cze$cig drugiego®;

2) nie istnieje region, ktory bytby czescig wszystkich innych regiondow z tego
zbioru, innymi stowy, nie istnieje region minimalny wzgledem relacji by-
cia czesciq.

Zgodnie z powyzszym okresleniem, klasy abstrakcji sa zbiorami sktadaja-
cymi si¢ z ,.kurczacych si¢” regionow, w ktorych kazdy kolejny region jest cze-
$cig poprzedniego i w ktorym nie znajdziemy regionu najmniejszego. Mozna po-
wiedzie¢, ze ciaggi regionow wchodzace w sktad klas abstrakcji ,,zbiegaja w nie-
skonczono$¢”. Zadaniem Klas abstrakcji zbudowanych z rozcigglych regionow
jest reprezentowanie danego pojecia geometrycznego. To, jakie pojecie geome-
tryczne bedzie przez dang klas¢ okresdlane, zalezy od rodzaju regionéow zalicza-
nych do tej klasy. W odniesieniu do punktdéw ,,dziatanie” klas abstrakcji mozemy
obrazowo scharakteryzowa¢ w nastgpujacy sposob.

Wyobrazmy sobie, ze mamy przed sobg mapg, na ktdrej chcemy wskaza¢ do-
ktadna lokalizacje¢ jakiegos$ miejsca, a wiec chcemy wskaza¢ na tej mapie pewien
punkt. Przyjmijmy, ze lokalizacj¢ t¢ mozemy okresli¢ wylacznie poprzez wska-
zania rozciaglych fragmentow tej mapy. Wowczas, w celu doktadnego wskazania
obranej lokalizacji, wybieralibySmy zawierajace si¢ w sobie, coraz mniejsze ka-
watki mapy, otaczajace te¢ lokalizacje. Powstaly w ten sposob cigg regiondw
mialby t¢ wlasno$¢, ze wraz ze wzrostem liczby jego elementow, wzrastataby
rowniez doktadnos$¢ okreslenia obranej lokalizacji. Ciag taki spelniatby wigc
pierwszy warunek naktadany na klas¢ abstrakcji, gdyz dowolne dwa wskazane
regiony mialyby te wtasnos¢, Zze region znajdujacy si¢ na dalszej pozycji w tym
ciggu bylby cz¢écig regionu znajdujacego si¢ w tym ciggu wezesniej. Zaktadajac

6 W sprawie $cistej definicji relacji bycia czescig w oparciu o pierwotng relacje rozcigglosci zob.
Biacino, Gerla 1991.

7 W sprawie pierwotnej definicji klasy abstrakcji sformutowanej w terminach zdarzer i relacji
rozcigglosci zob. Jusiak 1992, 104.

W tym momencie postugujemy si¢ jedynie intuicyjnym sensem pojecia bycia czescig. Doklad-
niejsza dyskusj¢ przeprowadzimy w czgéci poswigconej mereologii, gdzie w szczegdlnosci zo-
baczymy, ze dwa regiony nie moga by¢ nawzajem swoimi czesciami.
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dodatkowo, ze taka procedure wskazywania kolejnych regiondw mozemy konty-
nuowac bez konca, spetniony bytby réwniez drugi warunek definiujacy klase abs-
trakcji, gdyz nigdy nie doszlibySmy do regionu, dla ktérego nie mozna byloby
wskaza¢ mniejszego, tkwigcego w nim regionu. Wyrazem tej niekonczacej si¢
procedury wskazywania kolejnych, coraz mniejszych regiondéw jest utworzenie
abstrakcyjnego zbioru dystrybutywnego zawierajagcego wszystkie te regiony.
Owa nigdy niekonczaca sie, zstepujaca droga ku coraz wigkszej doktadnosci, kto-
rej w zwigzku z brakiem minimalnego obiektu odpowiadajacego granicy nigdy
nie mozna uzyskaé, jest postulowang przez Whiteheada procedurg uzyskiwania
wigkszej prostoty oraz doktadnosci w konstrukeji danego pojecia. Ponadto, kon-
struowane tg metoda obiekty geometryczne, poniewaz utozsamiane sg z wyzna-
czajacymi je dystrybutywnymi zbiorami regionéw, w naturalny sposob stajg si¢
obiektami abstrakcyjnymi, a wigec obiektami oddajacymi nature teoretycznego
poznania $wiata.

Ta sama, bo oparta na tworzeniu klas abstrakcji, procedura stosowana jest
w procesie konstruowania geometrycznych poje¢ innego rodzaju niz punkty.
Tworzenie odmiennych obiektow geometrycznych polega na odpowiednim do-
bieraniu regionow skladajacych sie¢ na ,,imitujgcg” taki obiekt klas¢ abstrakcji.
Dla przyktadu, chcac ta metoda wskaza¢ sposob konstruowania pojecia linii pro-
stej, nalezaloby rozwazy¢ np. dystrybutywny zbidr sktadajacy si¢ z regiondw
przestrzeni majacych ksztalt nieograniczonych walcow, kolejno zawierajacych
si¢ w sobie; zeby za$§ skonstruowac tg metoda pojecie ptaszczyzny, nalezatoby
jako elementy klasy abstrakcji wzia¢ np. dystrybutywny zbidr skladajacy sig
z nieograniczonych, kolejno zawierajacych si¢ w sobie warstw przestrzeni.

Opisana wyzej metoda ekstensywnej abstrakcji, stuzaca do definiowania
punktow (ale rowniez innych obiektow geometrycznych) za pomoca odpowied-
nio budowanych Klas abstrakcji, zostata przez nas silg rzeczy przedstawiona bar-
dzo pobieznie. Chcac przedstawic jedynie istote tej konstrukeji, nie uwzglednili-
$my w jej opisie calej ztozonosci tego zagadnienia. Dla przyktadu, nie rozwaza-
lismy w ogole pewnych zwigzanych z ta metoda ,,putapek” konstrukcyjnych, ja-
kie mozna napotka¢ podczas definiowania punktu. Putapki te dotyczg problemu
trafnosci takiej definicji oraz jej jednoznacznos$ci. Przytoczmy w tym miejscu
tylko krotki cytat wyjasniajacy istote tych putapek®:

Po pierwsze, zwezajace zbiory regionéw niekoniecznie musza si¢ ,.kurczy¢” we wszyst-

kich wymiarach, a przez to moga reprezentowa¢ inne obiekty geometryczne niz punkty,

np. linie proste [...]. Po drugie, rézne zbiory regionéw moga zbiega¢ si¢ do tej samej

lokalizacji w przestrzeni [...]. Konsekwencja [...] byloby przyjecie, ze rozne punkty

mogg istnie¢ doktadnie w tej samej lokalizacji w przestrzeni (Gruszczynski 2016).

°  Z tym wigze si¢ rowniez wspomniana wczesniej krytyka pierwotnej wersji systemu Whiteheada
przeprowadzona przez de Lagune (zob. Vakarelov 2020, de Laguna 1922).
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Podsumowujac, mozemy powiedzie¢, ze wedlug prezentowanego przez
Whiteheada podejécia do natury poje¢ geometrycznych, podmiot nie zdobywa
o tych pojeciach wiedzy wprost na podstawie bezposredniej ich percepcji, gdyz
nie s3 one sktadnikami otaczajacej go przestrzeni, ale ma o nich jedynie ,,wyob-
razenie” dzigki ich konstrukcji opartej na sformutowanej wyzej metodzie eksten-
sywnej abstrakcji. Przestrzeni ztozonej z bezwymiarowych punktow nie nalezy
wigc traktowac jako realnie istniejacej przestrzeni fizycznej, bedacej jednocze-
$nie przestrzenig naszego bezposredniego do$wiadczenia, ale nalezy mysle¢
0 niej jako o skonstruowanej przez podmiot abstrakcyjnej przestrzeni wszystkich
mozliwych lokalizacji.

3. Mereologia

Geometria bezpunktowa ma by¢ teoria, ktorej pojgcia pierwotne odnoszg si¢
wprost do przestrzeni bezposredniego do§wiadczenia, dlatego obok bliskich ta-
kiemu doswiadczeniu obiektow, bliskie doswiadczeniu powinny by¢ roéwniez
uchwytywane przez podmiot poznajacy relacje zachodzace migdzy tymi obiek-
tami. Poniewaz bezpunktowe teorie przestrzeni za obiekty swych rozwazan
przyjmuja przestrzen oraz jej fragmenty, naturalnym jest wybor jezyka umozli-
wiajacego wyrazanie zachodzacych miedzy tymi obiektami relacji stosunku cze-
sci do calosci. W zwiazku z tym wspolng podstawg bezpunktowych teorii prze-
strzeni jest mereologia®®.

Mereologia jest teorig zbioréw kolektywnych. Zostata stworzona w latach
dwudziestych XX wieku przez polskiego logika i matematyka Stanistawa Le-
$niewskiego!. Mereologie mozemy scharakteryzowaé¢ w nastepujgcy sposob:

Ogolnie rzecz biorac, pojecie zbioru kolektywnego mozna zdefiniowaé, uzywajac jedynie

relacyjnego pojecia bycia czgécia. Mereologia moze by¢ zatem uwazana za teori¢ ,,Sto-

sunku cze$ci do catosci” (z gr. pépog [meros]; czg$é). Mowiac obrazowo, zbiory kolek-
tywne sa pewnego rodzaju cato$ciami ztozonymi z czgsci, ktore sa zarazem ich kolektyw-
nymi elementami i podzbiorami. Ponadto, zbory kolektywne ,,zachowuja natur¢” swoich

sktadnikow (elementow, czgsci). Jesli sa zlozone wytacznie z obiektow fizycznych, to
takze sg takimi obiektami (Pietruszczak 2020b, 146-147).

10 W gruncie rzeczy wszystkie rozwazane systemy bezpunktowej teorii przestrzeni opierajg sie
albo wprost na mereologii, albo na systemie, w ktorym definiowalne sg podstawowe pojgcia
mereologii. Dzieje si¢ tak dlatego, ze wszystkie systemy geometrii bezpunktowej i — szerzej —
topologii bezpunktowej, jako teorie matematyczne, nadbudowywane sa na tzw. systemach al-
gebr Boole’a, ktore maja Scisty zwiazek z mereologia (zob. np. Pietruszczak 2000; Pietruszczak
2018; Gruszezynski 2016; Gruszezynski, Pietruszczak 2009).

11 Znakomitym studium nad systemem Le$niewskiego sg prace Andrzeja Pietruszczaka (Pietruszczak
2000; Pietruszczak 2018). W jego publikacjach z 2013 i 2020 badane s3 propozycje systemow
mereologii z tzw. nieprzechodnig relacja bycia czescig. Opracowaniem podejmujacym liczne watki
filozoficzne zwigzane z mereologia jest ksiazka: Cotnoir, Varzi 2021, wieloaspektowym za$ stu-
dium nad rozmaitymi zastosowaniami mereologii jest rOwniez pozycja: Skowron 2022.
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Chociaz Les$niewski zbudowat mereologi¢ z my$la o jej zastosowaniu w pod-
stawach matematyki, gdzie miata ona zastapi¢ teori¢ mnogosci, to jednak szcze-
golnie uzyteczna okazuje si¢ ona wlasnie w badaniach nad bezpunktowymi teo-
riami przestrzeni. Uniwersa dyskurséw tych teorii dostarczaja bowiem natural-
nych modeli, w ktorych pojecia mereologiczne zyskuja przejrzysta interpretacje.
Do zastosowania mereologii w tego typu badaniach sktania rowniez fakt, ze moz-
liwe do budowania za pomoca zbioréw kolektywnych catosci ztozone z konkret-
nych obiektow, jakimi sa przestrzenne regiony, zachowuja nature swoich sktad-
nikow, a wigc same sg konkretnymi obiektami. Inaczej jest w omawianej wcze-
$niej teorii mnogosci, w ktorej catosci budowane pryz uzyciu zbioréw dystrybu-
tywnych zawsze sa obiektami abstrakcyjnymi, niezaleznie od natury tworzacych
je elementow. Mereologia stanowi zatem z jednej strony jezyk opisu relacji prze-
strzennych, z drugiej za§ — w naturalny sposob jest teorig.

Budujac mereologie jako formalng teori¢ stosunku czgsci do calosci, Le-
$niewski starat si¢ w formalny sposdb wyrazi¢ te sposroéd wiasnosci relacji bycia
czescig, ktore zgodne s3 z jej naturalnym, codziennym uzyciem. Dlatego charak-
teryzujace t¢ relacje dwa pierwsze aksjomaty stwierdzaja, ze relacja bycia czescig
jest przeciwsymetryczna i przechodnia (zob. Pietruszczak 2000, 61 i nn.). Wyja-
$nijmy pokroétce, na czym te wlasnos$ci polegaja.

Zaktadajac przeciwsymetrycznosc¢ relacji bycia czescig mamy na mysli, iz nie
dopuszczamy sytuacji, w ktorej dwa przedmioty moga by¢ nawzajem swoimi
czg¢sciami. Dla uzasadnienia przyjecia tej wlasnoSci wystarczy odwotaé si¢ do
codziennego do$wiadczenia: palec wskazujacy prawej dloni jest czgscig prawej
dtoni, ale nie odwrotnie; Polska (rozumiana jako obszar na kuli ziemskiej) jest
czgscia Europy (rowniez rozumianej jako obszar na kuli ziemskiej), lecz nie od-
wrotnie. Podobnie, codzienne doswiadczenie przekonuje nas, ze relacja bycia
czgscig jest rowniez przechodnia: palec wskazujacy prawej dtoni jest czescig pra-
wej dloni, a prawa dlon jest czeScig prawej reki, zatem palec wskazujacy prawej
dloni jest czgscig prawej reki; Czgstochowa jest czescig Polski, a Polska jest czeg-
$cig Europy, zatem Czestochowa jest czescig Europy®2. Przyjecie takich wiasno-
$ci relacji bycia czescig pociaga za sobg rowniez inne wlasnosci. Dla przyktadu,
przeciwsymetrycznos$¢ relacji bycia czescig pociaga za sobg fakt, Ze jest ona row-
niez relacja przeciwzwrotna, tj. zaden przedmiot sam nie moze by¢ swojg czgscia.
Wydaje sie, ze taka wlasno$¢ tej relacji zgodna jest z jej zwyczajowym uzyciem.

12 Nie wchodzimy tutaj w problem przechodnio$ci relacji bycia czescig, ktora przez niektorych
autorow bywa kwestionowana. Na poparcie tez o nieprzechodnio$ci relacji bycia czescig podaje
si¢ przyktady inkorporujace pewne dodatkowe zalozenia zwigzane ze strukturalnymi wlasno-
$ciami przedmiotow. Dla przyktadu, mowi sie, ze skoro dyrygent jest czgscig orkiestry, a czescia
dyrygenta jest jego palec, to palec ten jest rowniez czescig orkiestry. Jedyne znane w literaturze
badania dotyczace prob zbadania tzw. nieprzechodnich relacji bycia czescig pochodza od An-
drzeja Pietruszczaka i przedstawione sg w jego pracach (Pietruszczak 2013 oraz Pietruszczak
2020a). Wynikow tych prac nie omawiamy tutaj, gdyz wykraczaja one daleko poza nasze obecne
zainteresowania.
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Relacja bycia czescig porbwnywana jest do teoriomnogosciowej relacji in-
kluzji. W teorii mnogo$ci mamy jednak dwa rodzaje inkluzji: wlasciwa i niewta-
sciwg. Ta pierwsza nie dopuszcza réwnosci miedzy zbiorami, ta druga za$ do-
puszcza. Relacja bycia czescig ma zwigzek wlasnie z inkluzjg wlasciwag, ktora,
jako niedopuszczajaca rownosci, podobnie jak relacja bycia czescig, jest relacja
przeciwzwrotng. Z inkluzja niewlasciwa ma zwigzek pewna rozszerzona relacja
stosunku czesci do catosci, ktorg wprowadzit Lesniewski. Jest to relacja bycia
ingrediensem. Les$niewski nie nazwat tej relacji ,relacjg bycia czescig niewta-
sciwg”, gdyz chciat unikna¢ niepotrzebnego zamieszania terminologicznego, ja-
kie mogtaby wywotac proba interpretacji natury tej relacji w oparciu o jej nazwe.
Ingrediensem danego przedmiotu jest on sam oraz kazdy inny przedmiot, ktory
jest jego czescig. Taka relacja jest juz zwrotna.

Relacja bycia ingrediensem istotnie wzbogaca jezyk mereologii, pozwalajac
definiowac kolejne, uzyteczne relacje. Szczegdlnie uzyteczne sa stanowiace na-
wzajem swe dopelnienia relacje zachodzenia na oraz bycia zewnetrznym wzgle-
dem. Pierwsza z nich odpowiada sytuacji, gdy dwa przedmioty posiadajg jakis
wspolny ingrediens, druga zas, gdy taki wspolny ingrediens nie istnieje. Dla przy-
ktadu, rozwazmy dwa geograficzne obszary: obszar zajmowany przez wojewodz-
two mazowieckie oraz obszar Polski znajdujacy si¢ na wschod od rzeki Wisty.
Wowczas obszary te zachodza na siebie, gdyz istnieje obszar, np. obszar zajmo-
wany przez miasto Ciechandw, ktory znajduje si¢ w obu tych obszarach, a wigc
istnieje obszar, ktory jest ich wspolnym ingrediensem. Zewnetrzne wzgledem
siebie beda natomiast obszary zajmowane np. przez wojewddztwo dolnos$laskie
i $laskie, gdyz nie ma takiego obszaru, ktory znajdowalby si¢ w obu, a wigc nie
istnieje ich wspdlny ingrediens.

Okreslone wyzej relacje zachodzenia na oraz bycia zewnetrznym wzgledem
posiadaja szereg r6znych wlasnosci, a oprocz nich mozna za pomocg relacji bycia
czescig zdefiniowa¢ w mereologii jeszcze wiele innych relacji (zob. np. Gorzka
2003, s. 11; Pietruszczak 2000, s. 62 i nn.; Gruszczynski 2016, s. 20). Jednak
z punktu widzenia stanowigcej przedmiot naszego zainteresowania bezpunktowej
teorii przestrzenie w ujgciu Tarskiego wprowadzone wyzej dwie relacje beda wy-
starczajace.

Kluczowa dla mereologii jest konstrukcja pojecia klasy kolektywnej lub
zbioru kolektywnego. Jak zaznaczylismy na poczatku, pojecie to jest mozliwe do
zdefiniowania wylacznie przy uzyciu relacji bycia czegscig oraz — oczywiscie —
wszystkich relacji w stosunku do niej pochodnych. Mowigc obrazowo, tworzenie
z jakiej$ grupy przedmiotow klasy kolektywnej (zbioru kolektywnego) polega na
wskazaniu takiego przedmiotu, ktoéry uznamy za calo$¢ zbudowanag ze wszystkich
przedmiotow z tej grupy. Wskazanie obiektu stanowigcego cato$¢ zbudowanag
z przedmiotow z danej grupy polega wigc na ustaleniu pewnej relacji migdzy da-
nym przedmiotem a grupg przedmiotow zachodzaca wowczas, gdy przedmiot ten
uznajemy za cato$¢ utworzong z przedmiotow tej grupy. Relacje t¢ nazywamy
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relacja sumy mereologicznej. Dla wygody zdefiniujemy jg przy uzyciu relacji po-
chodnych w stosunku do relacji bycia czescig, tj. za pomoca relacji bycia ingre-
diensem oraz relacji zachodzenia na:

przedmiot X jest suma mereologiczna grupy przedmiotow Z wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy przedmiot z grupy Z jest ingrediensem X-a oraz kazdy ingrediens X-a zachodzi na
jaki$ przedmiot z grupy Z.

Sprobujmy wyjasnic istote tej na pozoér skomplikowanej definicji. Spetnienie
pierwszego cztonu w sformutowanej w okresleniu tej relacji koniunkcji gwaran-
tuje, ze tworzac sum¢ mereologiczng przedmiotéw z danej grupy, zaden z nich
W procesie sumowania nie zostanie ,,pominiety”. Istotnie, zgodnie z warunkiem
wyrazonym w tym cztonie, kazdy przedmiot z grupy Z ma swdj udziat w tworzone;j
sumie mereologicznej (czyli przedmiocie X) jako ingrediens, innymi stowy, kazdy
przedmiot z grupy Z sktada si¢ na bedacy jej suma mereologiczng przedmiot X.

Spetnienie drugiego cztonu sformutowanej wyzej koniunkcji gwarantuje
z kolei, ze przedmiot majacy by¢ sumg mereologiczng grupy przedmiotow nie
jest w pewnym sensie ,,za duzy”, tzn. nie zawiera w sobie ingredienséw niema-
jacych niczego wspolnego z jakimkolwiek przedmiotem z sumowanej grupy.
Dziatanie obu uzytych w definicji sumy mereologicznej warunkéw zilustrujmy
na prostym przyktadzie.

Zat6zmy, ze grupa przedmiotow Z sktada si¢ z wojewodztw polskich, rozu-
mianych jako geograficzne obszary. Wowczas geograficznym obszarem bedzie
rowniez obiekt stanowigcy sume mereologiczng tej grupy. Oczywiscie, powinien
nim by¢ obszar geograficzny zajmowany przez Polske. Rozwazmy w zwigzku
z tym zbudowany zgodnie z przytoczona wyzej definicja sumy mereologicznej
obszar i sprawdzmy, czy odpowiada on obszarowi zajmowanemu przez Polske.
Po pierwsze, spetnienie pierwszego warunku definicji sumy mereologiczne gwa-
rantuje, ze obszar kazdego wojewoOdztwa stanie si¢ ingrediensem tworzonego
jako suma obszaru, a co za tym idzie, nie zostanie ,,zgubiony” Zaden fragment
obszaru geograficznego zajmowanego przez Polske. Aby zilustrowaé dziatanie
drugiego warunku koniunkcji, zaldzmy nie wprost, ze sumg mereologiczng ob-
szarOw wojewodztw jest obszar bedacy obszarem geograficznym wigkszym od
obszaru zajmowanego przez Polske. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest to
taczny obszar zajmowany przez Polske oraz Niemcy. Wowczas, oczywiscie,
pierwszy czton definicji sumy mereologicznej bedzie spetniony, gdyz biorgc ob-
szar wickszy niz obszar zajmowany przez Polske, bierzemy tym samym kazdy
jej fragment, w szczegdlnosci — bierzemy wszystkie obszary zajmowane przez
wojewodztwa. Jednak taki powickszony obszar nie bedzie spetnial drugiego
cztonu koniunkcji uzytej w definicji sumy mereologicznej. Czton ten méwi, ze
kazdy ingrediens obiektu wskazanego jako suma mereologiczna obiektow z dane;j
grupy musi mie¢ wspolny ingrediens z jakims obiektem z tej grupy. Aby si¢ prze-
kona¢, ze wskazany przez nas powigkszony obszar nie spetnia tego warunku, wy-
starczy rozwazy¢ obszar zajmowany np. przez jaki$ niemiecki land. Wowczas
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obszar zajmowany przez ten land nie ma nic wspolnego z zadnym z obszardéw
zajmowanych przez ktorekolwiek z polskich wojewodztw, tj. nie zachodzi na za-
den z tych obszarow. Zatem obszar ten nie moze by¢ brany jako sktadnik budo-
wanej sumy, a w zwigzku z tym nalezy go w jej tworzeniu poming¢. Przeprowa-
dzajac analogiczng operacj¢ w stosunku do obszarow zajmowanych przez kolejne
niemieckie landy i sukcesywnie pomijajac je jako wnoszace nadmiarowe frag-
menty do obszaru budowanej sumy, uzyskamy ostatecznie obszar doktadnie od-
powiadajacy obszarowi zajmowanemu przez Polske. Takie rozumowanie mozna
powtorzy¢ dla dowolnego, wigkszego niz zajmowany przez Polske, obszaru,
ktory uwazaliby$Smy za sumg¢ mereologiczng grupy wojewodztw. Jedynie wzigcie
obszaru doktadnie odpowiadajacego obszarowi zajmowanemu przez Polske gwa-
rantuje, ze obszar ten bedzie speknial sformutowane wyzej oba warunki sumy
mereologicznej.

Mimo iz dwa pierwsze aksjomaty mereologii sprawiaja, ze definicja sumy
mereologicznej] w poprawny sposob pozwala tworzy¢ cato$¢ ze wskazanej
grupy przedmiotow, to jednak nie gwarantujg one ani tego, ze dla dowolnej grupy
przedmiotow zawsze taka catos$¢ istnieje, ani tez tego, ze jeSli nawet catos¢ ta
istnieje, to jest doktadnie jedna. Innymi stowy, dwa pierwsze aksjomaty mereologii
nie gwarantujg ani istnienia sum mereologicznych, ani ich jednoznacznoéci — fakty
te trzeba przyja¢ aksjomatycznie. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze Le$niewski
przyjatl tzw. nieograniczony aksjomat istnienia sum mereologicznych. Owa nieo-
graniczona posta¢ tego aksjomatu stwierdza, ze suma mereologiczna istnieje dla
dowolnego, niepustego, dystrybutywnego zbioru przedmiotéw. Podkreslamy ten
fakt, poniewaz istnieja warianty teorii ,,czesci i catosci”, w ktorych zaktada sie
istnienie sum mereologicznych jedynie dla zbiorow skonczonych. Przyjecie
przez Lesniewskiego aksjomatu istnienia sum w wersji nieograniczonej mozna
odczytywaé jako wyraz tego, ze w tworzonej przez niego teorii stosunku czesci
do catos$ci, oprocz wlasnosci samego relacyjnego pojecia bycia czegscig, nie przyj-
mujemy zadnych dodatkowych zatozen dotyczacych natury rozpatrywanych
obiektow, a w szczegolnosci takich, ktore przektadatyby si¢ na ograniczenia
w budowaniu sum mereologicznych. Mozemy wiec obrazowo powiedziec, ze
sformutowana przez Lesniewskiego mereologia jest ,,czysta” teorig stosunku cze-
$ci do catosci.

Na podstawie zarysowanych wyzej poje¢ mereologii mozna na pierwszy rzut
oka przypuszczaé, iz dostepne w tej teorii Srodki wyrazu sg wystarczajace do
opisu calej réznorodnosci relacji zachodzacych migdzy przestrzennymi regio-
nami. Tak jednak nie jest. Istniejg bowiem takie relacje migdzy przedmiotami,
ktorych nie mozna w adekwatny sposob wystowi¢ w terminach mereologicznych.
Aby to zilustrowacé, przyjrzyjmy si¢ nastepujacemu przyktadowi.

Rozwazmy ponownie geograficzne regiony zajmowane przez polskie woje-
wodztwa. Jak ustaliliSmy wcze$niej, zewnetrznym wobec obszaru zajmowanego
przez wojewodztwo slaskie jest obszar zajmowany przez wojewodztwo dolno-
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slaskie, gdyz nie istnieje region, ktory bytby ich wspdlnym ingrediensem. Podob-
nie, zewngtrznym wobec obszaru zajmowanego przez wojewodztwo §laskie jest
obszar zajmowany przez wojewodztwo malopolskie. Wiemy jednak, Ze prze-
strzennie obie te sytuacje r6znig si¢ od siebie, gdyz wojewodztwo $laskie ,,przy-
lega” do wojewodztwa matopolskiego, dzielgc z nim wspdlng granicg, natomiast
wojewddztwo matopolskie jest od wojewddztwa dolnoslaskiego catkowicie od-
separowane. Ogdlnie rzecz biorac, w terminach mereologii nie jeste§my w stanie
odrézni¢ sytuacji, w ktorych dwa obiekty sa wzgledem siebie zewngtrzne, ale
dodatkowo odseparowane jakims innym obiektem, od sytuacji, gdy sa wzglgdem
siebie zewngtrzne, ale jednoczesnie ,,nic ich nie oddziela”, zachodzaca za$ mig-
dzy nimi relacj¢ w jezyku potocznym okreslilibysmy jako ,,stykanie”.

Niedajace si¢ uchwyci¢ w mereologii relacje tego typu w naturalny sposob sg
odrdoznialne w punktowych teoriach przestrzeni, w ktorych mamy do czynienia
zard6wno z punktami, jak i r6znego rodzaju ich zbiorami. W teoriach tych mamy
bowiem mozliwos¢ zdefiniowania pojecia brzegu zbioru, ktéry, mowigc obra-
Zowo, jest obiektem ograniczajacym dany zbidr, a jednoczesnie oddzielajagcym
go od otoczenia®®. Postugujac sie takimi $rodkami wyrazu powiemy o dwoch
zbiorach, ze si¢ stykaja, gdy ich brzegi maja co najmniej jeden wspdlny punkt.
Nie wnikajac jednak w szczegoty takich konstrukcji, mozemy tylko powiedziec,
ze w zwigzku z tym, ze brzegi sg zawsze tworami o wymiarach nizszych niz
obiekty przez te brzegi ograniczane, a w bezpunktowych teoriach przestrzeni
z zatozenia mamy do czynienia z obiektami wylgcznie trojwymiarowymi, relacje
odpowiadajace stykaniu si¢ regionéw nie sag w mereologii mozliwe do zdefinio-
wania w sposob analogiczny do definicji w teoriach punktowych. Okazuje sig¢, ze
niemozliwo$¢ wystowienia takiej relacji w terminach czesci i catosci tkwi w sa-
mej istocie mereologii (zob. np. Biacino, Gerla 1991).

Aby jednak nie pozbawia¢ si¢ mozliwosci ,,wgladu” w opisane wyzej konfi-
guracje obiektow, a jednocze$nie moc stosowac naturalny do opisu przestrzeni
jezyk stosunku czgsci do catosci, jedynym rozwigzaniem zarysowanego wyzej
problemu jest rozszerzenie systemu mereologii 0 dodatkowe, niedefiniowalne
w terminach czesci i catosci relacje, ktore pozwola problematyczne konfiguracje
miedzy obiektami odrozni¢. W tak rozszerzonym systemie mereologii chodzi
wiec 0o mozliwos¢ odrdznienia sytuacji, w ktorej jakie$ obiekty sa od siebie od-
separowane, od sytuacji, w ktorej obiekty te sg w jakim$ sensie potaczone®®. Tego
typu rozszerzony system mereologii mozna uzyska¢ na dwa sposoby: poprzez
aksjomatyczne dodanie do pojg¢ mereologii dodatkowego, relacyjnego pojecia
pozwalajacego wyrazi¢ np. relacje bycia w kontakcie lub poprzez aksjomatyczne

13 Méwiac doktadniej, pojecia tego typu jestesmy w stanie zdefiniowaé w topologii.

14 Przyjecie jakiegokolwiek $rodka wyrazu pozwalajgcego na mowienie o tego typu relacjach pro-
wadzi w rezultacie do rozszerzenia systemu mereologicznego o komponent inspirowany narzg-
dziami topologicznymi, dlatego uzyskane w ten sposob teorie nosza wspdlne miano teorii me-
reotopologicznych.
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wyrdznienie w uniwersum rozwazan jakiej$ specyficznej grupy obiektéw, ktore
nastepnie tego typu relacje pozwolityby okresli¢. Drugi z opisanych tu wariantow
rozszerzenia mereologii w tworzeniu bezpunktowej teorii przestrzeni wybral Al-
fred Tarski.

4. Tarskiego geometria bryl

Stworzona przez Tarskiego bezpunktowa teoria przestrzeni wykazuje swego
rodzaju cigglo$¢ w stosunku do mereologii, stanowigcej podstawe wszystkich
tego typu teorii. Jest ona bowiem teorig bedaca nie tylko rozszerzeniem mereo-
logii, ale ponadto stanowiaca kontynuacje badan nad jej zastosowaniami zapro-
ponowanych przez samego jej tworce, Stanistawa Le$niewskiego, ktorego Tarski
byl uczniem. Jak mozna bowiem przeczyta¢ na samym poczatku liczacego zale-
dwie kilka stron artykutu zatytulowanego Foundation of the geometry of solids
(zob. Tarski 1956), w ktorym Tarski podat zarys swej teorii, sformutowana tam
przez niego geometria bryl stanowi rozwigzanie pewnego problemu teoretycz-
nego postawionego przez Lesniewskiego:®

Kilka lat temu Le$niewski postawit problem ustalenia podstaw geometrii bryt, rozumiejac
pod tym terminem system geometrii pozbawiony takich figur geometrycznych, jak
punkty, linie i powierzchnie, a uznajac za figury jedynie bryty — intuicyjne korelaty otwar-
tych (lub domknigtych), regularnych zbiordw trojwymiarowej geometrii euklidesowe;.
Specyfika takiej geometrii bryt — w odroéznieniu od wszystkich geometrii punktowych —
ukazana jest zwlaszcza w prawie, zgodnie z ktorym kazda figura zawiera inng figure jako
cze$¢ wlasciwg (Tarski 1956, ttum. wiasne).

Pelng rekonstrukcje jedynie zarysowanej przez Tarskiego teorii przeprowa-
dzili R. Gruszczynski i A. Pietruszczak, a uzyskane wyniki opisali w pracy Full
Development of Tarski’s Geometry of Solids (zob. Gruszczynski, Pietruszczak
2008). W pracy tej autorzy dokonali bardzo wnikliwego odczytania zapropono-
wanego przez Tarskiego systemu, zwracajgc uwage na konsekwencje wszystkich
sformutowanych tam zatozen, zarowno tych wypowiedzianych jawnie w formie
tzw. postulatow, jak i tych przez Tarskiego przemilczanych, ale majacych w re-
zultacie sprawic, iz geometria bryt stanie si¢ zgodnie z zamierzeniem jej autora
tzw. teorig kategoryczna, czyli, mowiac obrazowo, teoria, ktora nie dopuszcza
roznych interpretacji'®. Praca Gruszczynskiego i Pietruszczaka nad systemem
Tarskiego, oprocz wynikoéw ,,wewnatrz” samej teorii, zawiera wyniki natury me-

15 Pierwotnie tekst Tarskiego, napisany w jezyku francuskim, ukazat sie¢ w roku 1929 w Ksiedze pa-
migtkowej pierwszego polskiego zjazdu matematycznego (zob. Tarski 1929), pdzniejsze zas thuma-
czenie na jezyk angielski ukazato si¢ w tomie dziet zebranych Tarskiego (zob. Tarski 1956).
Teoria kategoryczna to taka teoria, ktorej wszystkie modele sa ze soba izomorficzne, czyli dzie-
dziny tych modeli posiadaja réwna ilo$¢ elementdw, a same te dziedziny sa ze soba strukturalnie
identyczne. Innymi stowy, ze strukturalnego punktu widzenia, modele danej kategorycznej teo-
rii sg od siebie strukturalnie nieodroznialne.

16
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tateoretycznej, dlatego podjete przez nich studium uzna¢ nalezy za kompletne.
Niejako na marginesie tych rozwazan autorzy ci zbadali rowniez pewna specy-
ficzna teori¢ geometryczng autorstwa wloskiego matematyka Mario Pieriego (zob.
Gruszezynski, Pietruszczak 2007), ktora stanowi istotny komponent geometrii bryt.
Ponizej postaramy si¢, w oparciu 0 wspomniane wyzej prace autorstwa Gruszczyn-
skiego i Pietruszczaka, krotko przedstawi¢ istote systemu Tarskiego.

Uniwersum dyskursu teorii Tarskiego stanowi przestrzern oraz jej kawatki,
zwane regionami. Regiony maja stanowi¢ wyrazong w formalne;j teorii idealiza-
cje trojwymiarowych obszarow z przestrzeni bezposredniego doswiadczenia.
W zwiazku z tym, ze zaré6wno przestrzen, jak i jej fragmenty sg regionami,
a kazdy r6zny od przestrzeni region jest jej czescig, przestrzen staje si¢ regionem
maksymalnym wzgledem relacji bycia czescig.

Wsrod regiondw wyrdznia Tarski pewien specyficzny ich rodzaj — kule me-
reologiczne. Kule mereologiczne maja stanowi¢ idealizacje tych obszarow
z przestrzeni bezposredniego doswiadczenia, o ktorych powiemy, ze maja ksztalt
kuli Iub Ze sg kuliste. Pojecie kuli jest w teorii Tarskiego kluczowe, gdyz to wla-
$nie ono jest nosnikiem pojecia punktu. Dalsza aksjomatyzacja teorii ma na celu
takie uchwycenie formalnych wtasnosci pojecia kuli, ktore po zastosowaniu na-
rzgdzi znanych z metody ekstensywnej abstrakcji umozliwia peing rekonstrukcje
pojecia punktu, samo za$ pojecie kuli mereologicznej stanie w jednoznacznej ko-
respondencji z jej teoriomnogosciowym korelatem, znanym ze zwyklej geome-
trii, czyli z tzw. kulg euklidesowa.

Ze stanowigcg rdzen systemu Tarskiego mereologia wigze sie¢ wystepujace
W nazwie tej teorii pojecie bryfy. Brylami sa bowiem mereologiczne sumy do-
wolnych zbioréw kul. Jako takie, bryly moga by¢ obiektami o roznej postaci, tj.
moga to by¢ obiekty zwarte, bedace niejako ,,w jednym kawatku”, ale moga to
by¢ tez obiekty sktadajace si¢ z odseparowanych od siebie fragmentow. Przykta-
dem takiej ,,rozcztonkowanej wewnetrznie” bryly bylaby np. suma mereolo-
giczna dwoch kul, ktore znajduja si¢ w réznych, niejako odlegtych, miejscach
w przestrzeni. Chociaz bryly maja stanowi¢ swego rodzaju ,,pomost mereolo-
giczny” migdzy kulami a regionami, to jednak ich wzajemny stosunek jest w sys-
temie Tarskiego problematyczny. Sprobujmy opisac krotko istote tego problemu.

Poniewaz bedace elementami uniwersum dyskursu teorii Tarskiego kule me-
reologiczne sg regionami, regionami beda rowniez dowolne ich ,,zlepki”, czyli,
mowigc Scislej, regionami beda sumy mereologiczne dowolnych uktadéw kul.
Oczywiscie, nie kazdy region jest kula, jednak wobec zagwarantowanej przez
narzgdzia mereologii operacji tworzenia cato$ci z czgéci mozna zada¢ pytanie,
czy kazdy region da si¢ przedstawi¢ jako ,,zlepek” kul mereologicznych, czy da
sie niejako w catosci ,,wypetni¢” kulami? Chodzi oczywiScie o to, czy kazdy re-
gion jest sumg mereologiczng jakiego$ zbioru kul, a wigc — czy jest bryla.

Okazuje si¢ jednak, iz to, czy kazdy region jest bryla, nie wynika ani z aksjo-
matow mereologii, ani tez ze sformutowanych jawnie przez Tarskiego dodatko-
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wych postulatow (o ktorych bedzie mowa dalej). Do takiego wniosku prowadza
teoriomodelowe rozwazania zaprezentowane w pracy Gruszczynskiego i Pie-
truszczaka (2008). Szczeg6lnie interesujace z filozoficznego punktu widzenia sg
te wynikajace z przeprowadzonych tam konstrukcji wlasnosci samej przestrzeni.
Autorzy wskazuja bowiem taki model teorii Tarskiego, w ktérym pierwotna prze-
strzen jest w pewnym sensie wigksza niz obszar bgdacy suma mereologiczna
wszystkich kul'’. Mereologiczna przestrzen nie da si¢ wigc w catosci ,,wypelni¢”
mereologicznymi kulami, tj. zawsze znajdziemy taki fragment przestrzeni, w kto-
rym nie istnieje zadna kula. Z tego wzgledu, bez uprzedniego wprowadzenia do-
datkowych aksjomatow, wyrozni¢ mozna dwa rodzaje przestrzeni: przestrzen,
ktora jest sumg mereologiczng wszystkich kul, oraz tzw. super-przestrzen (ang. su-
per-space), ktora jest sumg mereologiczng wszystkich regiondw, a wigc przestrze-
nig z pierwotnego uniwersum dyskursu. Mozna obrazowo powiedzie¢, ze prze-
strzen okazuje si¢ by¢ jedynie ,,zanurzona” w wigkszej od niej super-przestrzeni.

W pracy Gruszczynskiego i Pietruszczaka (Gruszczynski, Pietruszczak 2008)
opisany wyzej fakt stat si¢ podstawa do wyroznienia trzech ré6znych teorii zwia-
zanych z proponowanym przez Tarskiego systemem geometrii bryt. Najsilniejsza
z nich, bo prowadzaca w efekcie do wspomnianej kategorycznosci, jest teoria
zakladajaca réwnos¢ migdzy brytami a regionami. W zwiazku z tym, w dalszej
czesci niniejszej pracy opierac si¢ bedziemy na tej wlasnie, najsilniejszej sposrod
mozliwych do okreslenia teorii i nazywac jg bedziemy geometrig bryt. Poniewaz
w geometrii bryt pojecie regionu pokrywa si¢ z pojeciem bryly, do konca niniej-
szej pracy bedziemy si¢ postugiwali wytacznie tym drugim pojeciem.

Jak juz wspomnieli$my, pojgcie punktu jest w teorii Tarskiego konstruowane
na bazie kul mereologicznych. Istota tej konstrukcji opiera si¢ na odpowiednim
przeniesieniu do uniwersum bryt pewnej znanej z geometrii euklidesowe;j relacji
zachodzacej miedzy kulami euklidesowymi, a nastepnie wykorzystaniu tej re-
lacji do reprezentowania lokalizacji w przestrzeni. Chodzi o tzw. relacje koncen-
trycznosci kul lub wspotsrodkowosci kul. W zwyklej geometrii, w ktorej dyspo-
nujemy pojeciem punktu, dwie kule uznamy za koncentryczne, gdy maja one
wspolny srodek. Oczywiscie, relacja ta nie da si¢ w analogiczny sposéb zdefinio-
wac¢ w odniesieniu do kul mereologicznych, gdyz w tym uniwersum bryt z zato-
zenia nie dysponujemy poj¢ciem punktu. Zauwazmy jednak, ze gdyby$Smy w uni-
wersum bryt mieli przed sobg zbiér wielu kul mereologicznych, tworzacych
uktad odpowiadajacy zarysowanej wyzej relacji koncentrycznosci, to nie majac
wspolnego $rodka tych kul, mogliby$my mie¢ o nim wyobrazenie jako o abstrak-
cyjnej granicy, do ktorej zbiegajg coraz bardziej ,,kurczace” si¢ kule tworzace ten
uktad. Na tej obserwacji oparta jest istota zaproponowanej przez Tarskiego me-
tody definiowania punktu: zamiast definiowaé¢ koncentryczno$¢ przy uzyciu
punktu, ktéorym po prostu nie dysponujemy, sprobujmy relacje koncentrycznosci
kul mereologicznych zdefiniowaé¢ innymi dostgpnymi srodkami, a nastgpnie re-

17" Szczegbdlowa konstrukcja modelu zob. Gruszezynski, Pietruszczak 2008, 523-526.
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lacje t¢ wykorzysta¢ do zdefiniowania punktu. O zaproponowanej przez Tar-
skiego metodzie definiowania punktu mozemy wigc powiedzieé, ze polega nie-
jako na odwroceniu kolejnosci definiowania pojec¢, ktdéra ma miejsce w zwykte;j,
euklidesowej geometrii.

Oczywiscie, cigzar opisanej wyzej metody prowadzacej do definicji pojecia
punktu spoczywa na odpowiedniej definicji relacji koncentrycznos$ci kul. Te za$
wyrazi¢ mozemy wylacznie w terminach kuli mereologicznej oraz relacji bycia
czescig. Tarski w swej pracy podat bardzo pomystowy przepis na taka definicje.
Zaproponowana tam przez niego konstrukcja opiera si¢ na kilku zdefiniowanych
w dos¢ zawity sposob pojeciach pomocniczych, dlatego doktadne przytaczanie
jej w tym miejscu nadmiernie komplikowatoby opis. W zwigzku z tym postaramy
si¢ istote tej konstrukcji przedstawic tu w uproszczony, ale wierny sposob.

Aby to uczynié, potrzebujemy na poczatek przywotac istote jedynie dwoch
pierwszych, skonstruowanych przez Tarskiego, pomocniczych relacji, zachodza-
cych migdzy kulami mereologicznymi. Chodzi o relacje zewnetrznej stycznosci
oraz relacje wewnetrznej stycznosci kul. Mowiac obrazowo, relacja zewnetrznej
stycznos$ci kul odpowiada sytuacji, w ktorej kule sg wzgledem siebie zewnetrzne
i si¢ ,,dotykaja”, natomiast relacja wewnetrznej stycznosci odpowiada sytuaciji,
w ktorej jedna kula jest czescig drugiej i niejako ,,dotyka” od $rodka jej brzegu®®.
Dysponujac tymi wyjasnieniami, sprobujmy w tym miejscu sformutowac istote
definicji relacji koncentrycznos$ci kul mereologicznych. Ot6z dwie kule mereolo-
giczne uznamy za znajdujace si¢ w konfiguracji odpowiadajacej relacji koncen-
trycznosci, gdy jedna z tych kul jest czescig drugiej, oraz gdy kazda znajdujaca
si¢ ,,stycznie pomigdzy nimi” kulg, tj. kule znajdujaca si¢ wewnatrz kuli wickszej,
ale na zewnatrz kuli mniejszej, ktora do obu tych kul jest styczna (do mniejszej —
zewnetrznie, do wigkszej zas — wewngtrznie), mozna swobodnie pomiedzy tymi
kulami ,,przetoczy¢”, zachowujac caly czas te styczno$é®.

Relacja koncentrycznosci pozwala nastgpnie na sformulowanie definicji
punktu w Tarskiego geometrii bryt: punktem bedziemy nazywali zbior wszystkich
kul koncentrycznych z dang kulg. Aby wiec stworzy¢ w punkt w geometrii bryi,
nalezy wskaza¢ jakas kulg, a nastepnie zebra¢ wszystkich pozostate kule z nig kon-
centryczne. Uzyskany w ten sposob dystrybutywny zbior kul pozwala na traktowa-
nie go jako ,,imitujacego” pewna jednoznacznie okres$long lokalizacj¢ w prze-
strzeni, t¢ mianowicie, do ktorej zbiegaja kule tworzace zbior kul koncentrycznych.

18 Mozna by w tym miejscu poczynié zarzut, ze wobec wczesniejszych ustalen, wedtug ktorych
relacje stycznosci nie sa mozliwe do zdefiniowania przy uzyciu samych tylko poje¢ mereologii,
opisywane tutaj pojecia styczno$ci kul rowniez nie sa definiowalne. Tak jednak nie jest.
Zwro¢my bowiem uwage na to, ze definiowane tu relacje stycznosci odnosza si¢ do obiektow
stanowigcych odpowiednie rozszerzenie poj¢c pierwotnych mereologii — dalsza aksjomatyzacja
systemu pokaze, ze podawane przez nas wyjasnienia sa jednak poprawne.

Sytuacja ta przypomina nieco dzialanie stosowanego powszechnie w urzadzeniach mechanicz-
nych tzw. tozyska kulowego, z tym ze rolg kul koncentrycznych petnig w tym przyktadzie kon-
centryczne pierscienie.

19
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Z powyzszego okreslenia pojecia punktu wynikaja podstawowe jego wtasno-
$ci, przekonujace jednoczesnie o poprawnosci sformutowanej definicji. Dla przy-
ktadu, dany punkt okreslony jest jednoznacznie niezaleznie od tego, na bazie kto-
rej sposrod koncentrycznych kul skonstruujemy caty ich zbior, tj. dowolne kule,
ktore sg koncentryczne, wyznaczaja doktadnie ten sam punkt. Ponadto, rozne
punkty sa wyznaczane przez kule, ktore nie sg koncentryczne. Innymi stowy, bio-
rac dwie kule, ktére nie sa koncentryczne, wygenerowane na ich bazie punkty
beda rozne. Definicja punktu jako uktadu koncentrycznych kul doskonale odzwier-
ciedla wigc przedstawione wczesniej pojecie klasy abstrakcji w zaproponowanej
przez Whiteheada konstrukcji geometrycznych poje¢ metoda ekstensywnej abs-
trakcji. Dodatkowo, z racji odpowiedniego dobrania pojg¢ pierwotnych i oparcia
definicji punktu na pojeciu kuli mereologicznej, opisane przez Tarskiego konstruk-
cje niejako samoistnie omijajg sformutowane wczesniej konstrukcyjne putapki.

Tworzac zbior ztozony ze wszystkich zdefiniowanych w opisany wyzej spo-
sob punktow, otrzymujemy w rezultacie punktowsg przestrzen, ktéra moze sta¢
si¢ z kolei no$nikiem zwyklej geometrii. Aby jednak tak si¢ stato, nalezy ja wzbo-
gacic o specyficzne dla geometrii narzgdzia, ktore pozwalaja m.in. na poréwny-
wanie odleglo$ci migdzy punktami. Okazuje sig, ze w pojeciu kuli tkwi tego typu
relacyjne pojecie — jest to tzw. relacja tréjkqta réwnoramiennego lub relacja
rownej odleglosci. Pozwala ona wyrazi¢ w sformulowanych wyzej terminach
fakt, ze dwa punkty sa rownoodlegle od trzeciego. Aby jednak wprowadzi¢ t¢
relacje, jak rowniez aby sformutowaé pozostate postulaty geometrii bryt, musimy
okresli¢ dwa bardzo uzyteczne pojecia: pojecie punktu wewnetrznego bryly oraz
pojecie punktu brzegowego bryly.

Oba niezbe¢dne pojgcia mozemy wyrazi¢ przy uzyciu wprowadzonych wcze-
$niej relacji pochodnych w stosunku do relacji bycia czescig, tj. relacji bycia in-
grediensem oraz relacji zachodzenia na. Powiemy, ze dany punkt (rozumiany
jako zbior koncentrycznych kul) jest punktem wewnetrznym danej bryty, gdy ist-
nieje taka kula nalezagca do tworzacego ten punkt uktadu kul, ktora jest ingredien-
sem tej bryty. Wowczas, oczywiscie, kazda koncentryczna kula znajdujaca si¢
,p0d” takg kula rowniez bedzie ingrediensem tej bryty. Dlatego abstrakcyjna lo-
kalizacj¢ wyznaczong przez taki uktad zbiegajacych kul bedzie mozna uznaé za
mieszczaca si¢ we wnetrzu danej bryly. Dalej, powiemy, ze dany punkt (rozu-
miany jako zbior koncentrycznych kul) jest punktem brzegowym danej bryty, gdy
kazda kula nalezaca do tworzacego ten punkt uktadu kul koncentrycznych zacho-
dzi na te¢ bryle, ale jednoczesnie nie jest jej czescig. W takiej sytuacji, zstepujacy
cigg kul nalezacych do takiego punktu wyznacza lokalizacje, ktéra nie znajduje
si¢ ani wewnatrz bryly (gdyz Zzadna z kul nalezacych do tego punktu nie jest in-
grediensem tej bryty), ani na zewnatrz bryly (gdyz kazda kula nalezaca do tego
punktu — w zwigzku z tym, ze zachodzi na t¢ bryte — nie jest wobec niej ze-
wnetrzna), lecz znajduje sie wtasnie niejako ,,na granicy” tej bryty. Majac do dys-
pozycji oba te pojgcia, mozemy przystapi¢ do opisania kolejnych definicji.
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Po pierwsze, za pomoca pojecia punktu brzegowego mozemy w dos¢ intui-
cyjny sposob okresli¢ zapowiadang wyzej relacje rownej odleglosci. Powiemy,
ze dwa punkty sg tak samo odlegle od trzeciego punktu, gdy w tworzacym ten
trzeci punkt uktadzie kul koncentrycznych istnieje taka kula, na ktorej brzegu leza
dwa pierwsze punkty. Okreslenie to odpowiada stosowanemu w zwyklej geome-
trii euklidesowej sposobowi definiowania pojecia sfery, czyli brzegu kuli. Istot-
nie, w zwyktej geometrii méwimy bowiem, ze sferg jest zbior wszystkich punk-
tow réwnoodleglych od danego punktu. Zatem, podobnie jak w przypadku defi-
niowania relacji koncentrycznosci, rowniez tutaj stosujemy niejako odwrotng niz
w geometrii droge definiowania — majac jako pierwotne pojecie kuli, ,,wydoby-
wamy” ukryte w nim pojecie rownej odlegtosci.

Zanim przejdziemy dalej, wlasciwym bedzie poczynienie w tym miejscu dosé
waznej uwagi. Ot6z dotychczasowe aksjomaty geometrii bryl, na ktorych oparte
sg wszystkie przedstawione wyzej konstrukcje, sa w istocie aksjomatami samej
mereologii. Chociaz sformutowane definicje wydaja si¢ by¢ poprawne oraz wy-
daja si¢ trafnie uchwytywaé stanowiace intencj¢ ich budowy pojecia, to jednak
owa ich ,,poprawno$¢” wynika jedynie z ,,inkorporacji” do naszego wyobrazenia
wlasnosci kluczowego dla tych konstrukcji obiektu — kuli mereologicznej, kto-
rych to wlasnosci jawnie w zaden sposob nie przyjeliSmy. Jest to przyktad jednej
z pulapek, na jakie mozna natrafi¢ podczas konstrukcji formalnych systemow de-
dukcyjnych. Putapka ta polega na tym, ze w rozwazaniach prowadzonych we-
wnatrz danej teorii, zamiast o stanowiacych przedmiot tej teorii obiektach mys$le¢
wylacznie w oparciu o to, co jawnie zostato o tych obiektach wystowione za po-
mocg aksjomatow, do myslenia o nich wykorzystujemy mozliwe ich whasnosci
czerpane np. ze znaczenia, jakie zwyczajowo nadajemy nazwom, ktorych akurat
uzywamy dla oznaczenia tych obiektow. Bez przyjecia specyfikujacych dany
obiekt postulatow, uzywanie dla niego jakiej$ nazwy stanowi bowiem jedynie
wygodny sposob mowienia o nim?°. W naszym przypadku kule mereologiczne
swa wilasciwa nature uzyskuja dopiero po przyjeciu przez Tarskiego aksjomatow
specyficznych, nazywanych przez niego postulatami. Postulaty te, odnoszac si¢
wprost do zdefiniowanych przy uzyciu kuli poje¢, ustalaja tym samym wiasnosci
samego poj¢cia kuli mereologicznej. Poniewaz postulaty te odnosza si¢ do abs-
trakcyjnych pojg¢ konstruowanych za pomoca teoriomnogosciowych narzgdzi,
sg one wyrazeniami wyzszych rzedow niz aksjomaty mereologii.

Przejdzmy teraz do krotkiego przedstawienia sformutowanych przez Tar-
skiego wlasciwych postulatow jego teorii. Pierwszy postulat geometrii bryt
stwierdza, ze uktad poje¢ ztozony ze skonstruowanego zgodnie z omowionymi

20 Bardzo pouczajgca w tym kontekscie jest uwaga poczyniona w pracy Gruszczynskiego i Pie-
truszczaka (2008, 490—491), gdzie autorzy podali konstrukcj¢ pewnego modelu, w ktérym nie
zachodzi jedna z oczywistych wlasnosci przystugujacych kulom. Uwaga ta obrazuje ryzyko wy-
nikajace z przesadnego interpretowania znaczen termindéw uzywanych do ,,méwienia” 0 obiek-
tach w danej teorii, gdy interpretacja ta wykracza poza jawnie wystowione w formalnych postu-
latach teorii wlasnosci tych pojec.
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wyzej definicjami zbioru punktow oraz relacji rownej odlegtosci spetnia aksjo-
maty tzw. struktur Pieriego. Struktury Pieriego stanowia aksjomatyzacj¢ geome-
trii euklidesowej, opartg na tych witasnie dwoch pojeciach, tj. pojeciu punktu
i relacji rownej odleglosci. Wykorzystane tu przez Tarskiego odkrycie wtoskiego
matematyka, Mario Pieriego, pozwala w efekcie zaopatrzy¢ skonstruowang za
pomoca zbiorow koncentrycznych kul punktowa przestrzen w strukture geome-
tryczng. W strukturach Pieriego mozemy nastepnie przy uzyciu teoriomnogoscio-
wych narzedzi skonstruowac pojecia pierwotne tzw. struktur Hilberta. Struktury
te stanowig w pewnym sensie paradygmatyczny wspotczesnie typ aksjomatyzacji
geometrii euklidesowej. Pierwotne w tych strukturach pojecia to: pojecie linii
prostej, pojecie plaszczyzny oraz dwa relacyjne pojecia: relacja przystawania,
ktéra mowi o tym, kiedy jedna para punktoéw jest od siebie tak samo odlegla, jak
inna para punktéw, oraz relacja lezenia miedzy odpowiadajaca sytuacji, gdy dany
punkt znajdujgcy si¢ na linii prostej lezy migdzy dwoma innymi punktami znaj-
dujacymi sie na tej prostej?. Aksjomaty struktur Pieriego gwarantuja, ze zdefi-
niowane w nich narzedziami teoriomnogo$ciowymi owe cztery pojecia spetniajg
aksjomaty struktur Hilberta. Wraz z przyj¢ciem pierwszego postulatu, w skon-
struowanym za pomoca koncentrycznych kul zbiorze punktéw dysponujemy
strukturg geometryczng rownowazng geometrii euklidesowe;.

Kolejne przyjmowane przez Tarskiego postulaty tworza swego rodzaju po-
most pomiedzy mereologicznym uniwersum bryt a abstrakcyjnym uniwersum
ztozonym z punktowych obiektow. Doktadniej mowiac, postulaty te ustalaja, ja-
kiego rodzaju obiekty geometryczne, tj. podzbiory punktowej przestrzeni, uzna-
jemy za abstrakcyjne korelaty dla odnoszacych si¢ wprost do przestrzeni bezpo-
sredniego doswiadczenia bryl mereologicznych.

Transformacja pozwalajaca skonstruowaé zwigzek migdzy tymi dwiema
dziedzinami jest tzw. operacja wnetrza. Polega ona na przyporzadkowaniu kaz-
dej bryle mereologicznej zbioru ztozonego ze wszystkich jej punktow wewnetrz-
nych. Otrzymany w ten sposob dla danej bryty zbiér punktow nazywamy jej wne-
trzem. Dzigki tej konstrukcji, wngtrza bryl staja si¢ niejako ,,0odbiciami” bryt
w punktowym uniwersum. W zwiazku z tym, ze zaden z dotychczasowych ak-
sjomatow nie postulowat jakiej$ specyficznej postaci zbioréw stanowigcych wne-
trza bryl, ich struktura moze by¢ dowolna. W szczeg6lnosci moga one miec po-
sta¢ zbiorow nie poddajacych si¢ naturalnej interpretacji w uniwersum bryt. Wy-
jasnijmy to na przyktadzie.

Rozwazmy dowolng bryt¢ mereologiczng oraz teoriomnogosciowy zbidr be-
dacy jej wnetrzem. Sprobujmy zastanowi¢ si¢ nad nastepujgcym problemem: czy
jest mozliwe, aby wnetrze tej bryly miato strukture zbioru, w ktérym np. istnieje
jaki§ punkt, ktory jest zupetie odseparowany od pozostatych punktow tego
zbioru? Lub czy moze to by¢ zbior, w ktorym posrod tworzacych go punktow
wystepuje ,,punktowa dziura”? Zatézmy, ze zachodzi pierwsza mozliwo$¢ i za-

21 Zob. Borsuk, Szmielew 1975.
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standwmy sie, jaka budowe musialaby mie¢ mereologiczna bryta, aby jej wnetrze
bylo zbiorem posiadajagcym odseparowany punkt. Oznaczatoby to, ze sama bryta
musiataby sktada¢ si¢ z co najmniej dwoch odseparowanych fragmentow. To,
zgodnie z uwagami poczynionymi podczas opisu bryl, jest oczywiscie mozliwe.
Problemem jest jednak natura takiego dodatkowego kawatka. Skoro kawatek
ten ma w efekcie wygenerowacé punktowy fragment wnetrza tej bryly, to row-
niez on sam musi posiada¢ punktowg nature. Innymi stowy, aby zbiory o roz-
wazane] tutaj postaci mogly istnie¢, musiatyby rowniez istnie¢ ,,punktowe
bryly”. Jednak tego typu obiekty z zatozenia nie istniejg w uniwersum bryl,
zatem, jak si¢ wydaje, zbiory b¢dace wngtrzami bryt rowniez nie powinny po-
siada¢ analizowanej tutaj struktury. Podobnie jest w drugim przypadku: gdyby-
$my zalozyli, ze wnetrzem danej bryty moze by¢ zbidr posiadajacy ,,punktowa
dziurg”, to rowniez sama ta bryta musiatby mie¢ w sobie pewien ,,brak” majacy
punktowg naturg. Analogiczne rozumowanie mogliby§my przeprowadzi¢ przy
zatozeniu, ze zbiory bedace wnetrzami bryt posiadaja sktadniki bedace frag-
mentami linii lub powierzchni, stowem — posiadajg w swej budowie jakie$
obiekty nizszych wymiarow badz sa w pewnych miejscach obiektow takich po-
zbawione. W zwigzku z tym, mimo iz mozliwe do skonstruowania w punktowe;j
przestrzeni, tego typu zbiory musimy jednak wykluczy¢ jako modelujace bryty.
W przeciwnym wypadku, do uniwersum bryt musieliby$my wprowadzi¢ twory,
ktorych z zatozenia tam by¢ nie powinno. Jako modelujace bryly musimy
w punktowe;j, tréjwymiarowej przestrzeni pozostawié tylko takie zbiory, ktore
same sg trojwymiarowe oraz ktore nie posiadajg ,,brakow” ani tez ,,naddatkow”
w postaci tworéw nizszych wymiaréw. Zbiory tego typu nazywa si¢ zbiorami
regularnymi??,

Zwiazek bryl z takimi zbiorami ustala kolejny postulat geometrii bryt. Glosi
on, ze wnetrze kazdej bryly jest zbiorem regularnym. Ustalona w tym postulacie
korespondencja wigze wigc bryly z takimi podzbiorami przestrzeni euklidesowe;,
ktore wydajg si¢ by¢ najlepszymi kandydatami do abstrakcyjnego modelowania
kawatkow przestrzeni bezposredniego doswiadczenia. Zbiory regularne w prze-
strzeni euklidesowej maja bowiem bardzo dobrze nadajaca si¢ do tego celu wia-
snos¢ — sg ,,w catosci” trojwymiarowe i1 z natury nie majg zadnego zwigzku
z obiektami nizszych wymiarow, podobnie jak modelowana przez nie przestrzen
uniwersum bryt oraz kazdy tej przestrzeni fragment?®,

22 Nie wchodzimy tu w szczegdtowa dyskusje nad rozréznieniem zbioréw regularnych na tzw.
zbiory regularnie otwarte i zbiory regularnie domknigte, ktorych oba typy umozliwiaja tak na-
prawde modelowanie uniwersum bryt (zob. Gruszczynski, Pietruszczak 2008, 523). W naszych
rozwazaniach skupiamy si¢ wylacznie na intuicji dotyczacej tych obiektdéw oraz obrazowych
wyjasnieniach posiadanych przez nie wlasnosci.

Pomijamy tutaj tez pewien dodatkowy, techniczny aspekt, Zze rodziny zbioréw regularnych sa
dodatkowo pewnymi naturalnymi strukturami modelujacymi samg mereologi¢ (zob. np. Grusz-
czynski, Pietruszczak 2008).

23
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Kolejny postulat geometrii bryt réwniez dotyczy relacji zachodzacej miedzy
brytami a zbiorami regularnymi, jednak odwrotnej w stosunku do relacji sformu-
lowanej we wczesniejszym postulacie. Poprzedni postulat stwierdzal bowiem, ze
wnetrze kazdej bryly jest zbiorem regularnym, ten za$§ postulat rozstrzyga to,
ktore sposrod zbiordéw regularnych zaliczamy do obiektéw modelujacych mereo-
logiczne bryty. Mozna bytoby si¢ bowiem zastanawia¢, czy modelami mereolo-
gicznych bryt maja by¢ wszystkie zbiory regularne, czy moze jakies$ specyficzne
ich rodzaj. Rozstrzygajacy te kwesti¢ postulat glosi, ze dowolny zbior regularny
w przestrzeni euklidesowej jest wnetrzem jakiej$ bryly. Innymi stowy, dla do-
wolnego zbioru regularnego przestrzeni euklidesowej istnieje taka bryta, ktorej
wnetrzem jest wlasnie ten zbior. Dlatego mozna powiedzieé, ze kazdy ze zbiorow
regularnych stanowi abstrakcyjny model dla jakiej$ bryty. Postulat ten wzigty ra-
zem z postulatem poprzednim gwarantuje, ze pomiedzy brytami a zbiorami regu-
larnymi istnieje jedno-jednoznaczna odpowiednios¢.

Dzicki ostatniemu z przyjetych przez Tarskiego postulatow, o ktorym teraz
bedzie mowa, oprocz wzajemnie jednoznacznego przeniesienia na siebie obiek-
tow przestrzeni mereologicznej i euklidesowej, wzajemnie jednoznacznie prze-
niesione zostaja na siebie rowniez podstawowe w tych przestrzeniach relacje, t;.
mereologiczna relacja bycia czescig oraz teoriomnogo$ciowa relacja bycia pod-
zbiorem, czyli relacja inkluzji. Z dotychczasowych postulatow geometrii bryt wy-
nika, ze jezeli jedna bryta jest czes$cig drugiej bryly, to miedzy stanowigcymi ich
wnetrza zbiorami regularnymi zachodzi odpowiednia relacja inkluzji. Mowiac
doktadniej, zbiér regularny bedacy wnetrzem bryly, ktéra jest czescig drugiej
bryty, jest zawarty w zbiorze regularnym bedacym wnetrzem tej drugiej bryly.
Tres$¢ ostatniego postulatu stwierdza natomiast implikacje odwrotna, tj. jezeli je-
den zbior regularny zawarty jest w sensie relacji inkluzji w drugim zbiorze regu-
larnym, to bryta, ktorej wnetrzem jest ten pierwszy zbior regularny, jest czescig
bryly, ktorej wnetrzem jest ten drugi zbior regularny. Dzigki przyjeciu tego postu-
latu mamy dodatkowo pewno$¢, ze wszystkie dajace si¢ zdefiniowaé za pomoca
relacji inkluzji teoriomnogos$ciowe relacje zachodzace migdzy zbiorami regular-
nymi znajduja swoje odpowiedniki w uniwersum bryl w postaci odpowiednich
relacji definiowanych za pomoca relacji bycia czescig. Dla przyktadu, mereolo-
giczna relacja zachodzenia na koresponduje z teoriomnogo$ciowa relacjg posia-
dania niepustego przekroju przez zbiory, relacja zas$ bycia zewnetrznym wzgle-
dem koresponduje z teoriomnogo$ciowa relacjg posiadania pustego przekroju.

Ze sformutowanych wyzej postulatow geometrii bryt wynika wprost, ze wy-
znaczona przez relacyjne pojecie bycia czescig struktura uniwersum bryt pozo-
staje w jedno-jednoznacznej odpowiednio$ci z wyznaczong przez relacje inkluzji
strukturg rodziny zbioréw regularnych. Zauwazmy, ze zbiory regularne, jako trdj-
wymiarowe zbiory przestrzeni euklidesowej, majg swojg geometryczng charak-
terystyke, tj. majg swoj geometryczny ,.ksztalt”. Powyzsze postulaty nie mowig
jednak bezposrednio niczego o tym, czy ,,geometryczny wyglad” zbiorow regu-
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larnych zgodny jest z naszym wyobrazeniem o wygladzie mereologicznych bryt,
ktorych zbiory regularne sa abstrakcyjnymi korelatami. Powstaje wiec watpli-
wos¢, czy abstrakcyjny obraz uniwersum bryt zbudowany ze zbioréw regular-
nych nie jest w pewnym sensie obrazem zdeformowanym. Jak si¢ jednak okazuje,
watpliwosci takie nie sg potrzebne.

Uzyskany przez Gruszczynskiego i Pietruszczaka w jednej z ich prac (Grusz-
czynski, Pietruszczak 2008) glowny wynik mowi bowiem o petnej odpowiednio-
$ci pomiedzy struktura uniwersum bryt a strukturg rodziny zbioréw regularnych,
czyli o tzw. izomorfizmie struktur (zob. Gruszczynski, Pietruszczak 2008, 518,
Fakt 14.2). Doktadniej méwiac, wynik ten pokazuje, ze operacja wngtrza, poza
sformutowana wprost w postaci postulatow jednoznaczng odpowiednioscia po-
migdzy brytami a zbiorami regularnymi, ustala rowniez jednoznaczna odpowied-
nio$¢ miedzy kulami mereologicznymi a kulami euklidesowymi. Innymi stowy,
operacja wnetrza ,,nie znieksztatca” mereologicznych kul, gdyz ich abstrakcyjne
obrazy, czyli euklidesowe kule, sg ich modelami w petni zgodnymi z modelem
zamierzonym. Dowdd tego faktu zaprezentowany we wspomnianej pracy (Grusz-
czynski, Pietruszczak 2008) jest niezwykle zmudny i wymagajacy wykazania ,,po
drodze” wielu niebanalnych faktow. Dzieki temu rezultatowi mamy jednak pew-
no$¢, ze abstrakcyjny obraz uniwersum bryt nie jest w zaden sposéb zdeformo-
wany 1 wiernie oddaje strukture obiektéw, stanowigcych idealizacje obiektow
bezposredniego doswiadczenia.

Podsumowanie

Omowiona pokrotce w niniejszej pracy bezpunktowa teoria przestrzeni au-
torstwa Alfreda Tarskiego stanowi tylko jeden z elementow w bardzo obszernej
klasie systemow tego typu. Sformulowana przez Whiteheada na poczatku XX
wieku koncepcja badan nad Zrédtem poje¢ geometrycznych zaowocowata bo-
wiem propozycjami wielu rozmaitych koncepcji mieszczacych si¢ w paradygma-
cie ontologii bezpunktowej. Chociaz w niniejszej pracy skupilismy si¢ wylacznie
na teorii stanowiacej przyktad badan w ramach bezpunktowej ontologii prze-
strzeni, to nalezy zaznaczyC, ze w oparciu o zaproponowang przez Whiteheada
metode ekstensywnej abstrakcji rozwijane byly rowniez bezpunktowe teorie
czasu, jedng za$ z pierwszych propozycji byla sformutowana przez Bertranda
Russella bezpunktowa teoria zdarzen (zob. np. Gorzka 1992; Pietruszczak
2020b). Czgs¢ wspotczesnie prowadzonych badan zmierza m.in. w kierunku ta-
czenia bezpunktowych teorii czasu i przestrzeni w celu stworzenia dynamicznych
modeli opisujacych ewolucje obiektow w przestrzeni (zob. np. Vakarelov 2020).

Badania nad bezpunktowymi teoriami przestrzeni stanowig dzi§ bardzo zaa-
wansowang gataz wiedzy, mieszczaca si¢ na styku kilku dziedzin matematycz-
nych. Glgbokie i wieloaspektowe studium nad tego typu systemami stato si¢ moz-
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liwe dzigki dokonanym w latach trzydziestych XX wieku odkryciom, budujacym
pomost pomigdzy dwiema kluczowymi dla tych badan dziedzinami matematycz-
nymi — algebrg i topologig?*. Odkrycia te pozwolity przenie$¢ badania bezpunk-
towych teorii przestrzeni na zupelnie inny, abstrakcyjny poziom, uzyskane za$
przez lata w tych teoriach wyniki pozwalajg na ich zastosowanie w zagadnieniach
dotyczacych m.in. semantyki logicznej, teorii modeli oraz szerzej — ontologii for-
malnej (zob. Aiello, Pratt-Hartmann, van Benthem 2007).

Omawiajac ideg bezpunktowych teorii przestrzeni nalezy wyraznie podkre-
sli¢ fakt, iz istotny wktad w t¢ dziedzing wiedzy wniesli oraz nadal wnosza polscy
badacze. Jest tak wlasciwie od samego jej poczatku, stworzona bowiem przez
Stanistawa Lesniewskiego mereologia oraz rownowazne jej lub jej fragmentom
teorie stanowia wspodlna podstawa dla wszystkich tego typu systemow. Nalezy
rowniez wspomnie¢, ze — obok systemu Tarskiego — przyktadem oryginalnego
systemu opracowanego przez polskiego badacza jest teoria zaproponowana przez
Andrzeja Grzegorczyka (Grzegorczyk 1960). W teorii tej Grzegorczyk opart si¢
na skonstruowanym przez siebie wariancie tzw. stabszego systemu mereologii
zaproponowana za$ przez niego definicja punktu wynika wprost z zastosowania
narzedzi algebraicznych (zob. Grzegorczyk 1960). Zaproponowane przez Tar-
skiego 1 Grzegorczyka systemy zostaly gruntownie przebadane przez grupe to-
runskich logikow (zob. Gruszczynski, Pietruszczak 2018; Gruszczynski, Pie-
truszczak 2019), uzyskane zas przez nich wyniki pozwalaja rowniez na zainicjo-
wanie zupelnie nowych, bo metaarytmetycznych badan w obrgbie bezpunktowe;j
geometrii Tarskiego (zob. Sitek 2017, Ajdukiewicz 1975).

Ontologia bezpunktowa jest zywa i niezwykle ciekawg dziedzing badan z za-
kresu ontologii formalnej. Stanowi ona réwniez doskonaly przyktad tego, jak fi-
lozoficznie motywowane problemy badawcze moga uzyska¢ $ciste, formalne
rozwigzanie.

Bibliografia

Aiello M., Pratt-Hartmann I.E., Benthem J. van (red.) (2007), Handbook of Spa-
tial Logics, Springer, Dordrecht; https://doi.org/10.1007/978-1-4020-5587-4.

Ajdukiewicz K. (1975), Logika pragmatyczna, Panstwowe Wydawnictwo Nau-
kowe, Warszawa.

Biacino L., Gerla G. (1991), Connection structures, ,,Notre Dame Journal of For-
mal Logic” 32 (2), 242-247; https://doi.org/10.1305/ndjfl/1093635748.

Borsuk K., Szmielew W. (1975), Podstawy geometrii, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa.

24 Chodzi o tzw. twierdzenie Stone’a o reprezentacji algebr Boole’a, ktére, méwiac obrazowo,
pozwala budowac¢ interesujace dla geometrii przestrzenie za pomoca narzedzi czysto algebra-
icznych (zob. np. Koppelberg 1989; Gruszczynski 2016).


https://doi.org/10.1007/978-1-4020-5587-4
https://doi.org/10.1305/ndjfl/1093635748

O idei bezpunktowych teorii przestrzeni... 185

Cotnoir A.J., Varzi A.C. (2021), Mereology, Oxford University Press, Oxford.

Gruszczynski R. (2016), Niestandardowe teorie przestrzeni, Wydawnictwo Nau-
kowe Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Torun.

Gruszczynski R., Pietruszczak A. (2007), Pieri’s Structures, ,,Fundamenta Infor-
maticae” 81 (1-3), 139-154.

Gruszezynski R., Pietruszezak A. (2008), Full Development of Tarski’s Geometry
of Solids, ,, The Bulletin of Symbolic Logic” 14 (4), 481-540;
https://doi.org/10.2178/bsl/1231081462.

Gruszczynski R., Pietruszczak A. (2009), Space, points and mereology. On foun-
dations of point-free Euclidean geometry, ,,Logic and Logical Philosophy”
18, 145-188; https://doi.org/10.12775/LLP.2009.009.

Gruszczynski R., Pietruszczak A. (2018), A Study in Grzegorczyk Point-Free To-
pology Part I: Separation and Grzegorczyk Structures, ,,Studia Logica” 1086,
1197-1238;https://doi.org/10.1007/s11225-018-9786-8.

Gruszczynski R., Pietruszczak A. (2019), A Study in Grzegorczyk Point-Free To-
pology Part Il: Spaces of Points, ,Studia Logica” 107, 809-843;
https://doi.org/10.1007/s11225-018-9822-8.

Grzegorczyk A. (1960), Axiomatizability of geometry without points, ,,.Synthese”
12 (2-3), 228-235; https://doi.org/10.1007/BF00485101.

Gorzka C. (1992), A.N. Whiteheada metoda ekstensywnej abstrakcji z ,, Process
and reality ”, ,,Acta Universitatis Nicolai Copernici, Logika” 3 (255), 77-92.

Gorzka C. (2003), Mereologia a topologia i geometria bezpunktowa, Wydawnic-
two Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Torun.

Jusiak J. (1992), Filozofia nauki i teoria poznania Alfreda Northa Whiteheada,
Wydawnictwo Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej, Lublin.

Koppelberg S. (1989), General Theory of Boolean Algebras, [w:] Monk J.D.,
Bonnet R. (red.), Handbook of Boolean Algebras, Vol. 1, North-Holland,
Amsterdam — New York — Oxford — Tokyo.

Laguna T. de (1922), Point, line and surface as sets of solids, ,,The Journal of
Philosophy” 19, 449-461; https://doi.org/10.2307/2939504.

Lowe V. (2019), Alfred North Whitehead: The Man and His Work. Volume I1:
1910-1947, Johns Hopkins University Press, Baltimore, Maryland;
https://doi.org/10.1353/book.72713.

Pietruszczak A. (2000), Metamereologia, Wydawnictwo Uniwersytetu Mikotaja
Kopernika, Torun.

Pietruszczak A. (2013), Podstawy teorii czesci, Wydawnictwo Uniwersytetu Mi-
kotaja Kopernika, Torun.

Pietruszczak A. (2018), Metamereology, The Nicolaus Copernicus University
Scientific Publishing House, Torun; https://doi.org/10.12775/3961-4.

Pietruszczak A. (2020a), Foundations of the Theory of Parthood. A Study of Mer-
eology, Trends in Logic 54, Springer; https://doi.org/10.1007/978-3-030-
36533-2.



https://doi.org/10.2178/bsl/1231081462
https://doi.org/10.12775/LLP.2009.009
https://doi.org/10.1007/s11225-018-9786-8
https://doi.org/10.1007/s11225-018-9822-8
https://doi.org/10.1007/BF00485101
https://doi.org/10.2307/2939504
https://doi.org/10.1353/book.72713
https://doi.org/10.12775/3961-4
https://doi.org/10.1007/978-3-030-36533-2
https://doi.org/10.1007/978-3-030-36533-2

186 Grzegorz SITEK

Pietruszczak A. (2020b), Ontologia bezpunktowa na przykiadzie formalizacji teo-
rii zdarzen Bertranda Russella, [w:] A.M. Karczewska, A. Staro$cic (red.),
Bdg, czas i wolnosé¢, Towarzystwo Naukowe Katolickiego Uniwersytetu Lu-
belskiego Jan Pawta II, Lublin, 143-181.

Quine W.V. (1974), Logika matematyczna, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa.

Sitek G. (2017), The Notion of the Diameter of Mereological Ball in Tarski’s
Geometry of Solids, ,,Logic and Logical Philosophy” 26 (4), 531-562;
https://doi.org/10.48550/arXiv.2004.14755.

Skowron B. (2022), Czesé i calosé. W strone topoontologii, Oficyna Wydawnicza
Politechniki Warszawskiej, Warszawa; https://www.orcid.org/10.17388/
WUT.2021.004.AINS.

Tarski A. (1929), Les fondements de la géométrie des corps, [w:] Ksigga pamiqgt-
kowa pierwszego polskiego zjazdu matematycznego, dodatek do ,,Annales de
la Société Polonaise de Mathématique”, Krakow, 29-33.

Tarski A. (1956), Foundations of the geometry of solids, [w:] Logic, semantics,
metamathematics: Papers from 1923 to 1938, Clarendon Press, Oxford, 24-33.

Vakarelov D. (2020), Point-free theories of space and time, arXiv:2004. 14755;
https://doi.org/10.48550/arXiv.2004.14755.

Whitehead A.N. (1919), An Enquiry Concerning the Principles of Natural
Knowledge, Cambridge University Press, Cambridge.

Whitehead A.N. (2021), Proces i rzeczywistos¢. Esej kosmologiczny. Wyktady
Gifforda wygtoszone na Uniwersytecie w Edynburgu w sesji 1927-1928, Wy-
dawnictwo Marek Derewiecki, Kety.

On the idea of point-free theories of space based on
the example of Tarski’s Geometry of Solids

Summary

The paper presents the main idea of point-free theories of space based on Tarski's system of
point-free geometry. First, the general idea of the so-called point-free ontology was discussed, as
well as the epistemological and methodological reasons for its adoption. Next, Whitehead's method
of extensive abstraction, which is the methodological basis for the construction of point-free theo-
ries of space, is presented, and the fundamental concepts of mereology are discussed. The main part
of the paper is a discussion of Tarski’s geometry of solids, its postulates and metatheoretical prop-
erties. The paper ends with a short description of the contribution of Polish researchers to the de-
velopment of research on point-free theories of space.

Keywords: point-free ontology, point-free theories of space, mereology, Tarski’s geometry of solids.
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