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WSTEP

Gtownym problemem poruszanym w pracy jest uniwersalno$¢ matema-
tyki. Pokazuje jej r6zne wymiary, ktore odstaniaty sie w kolejnych etapach
dziejow. Kolejnym zagadnieniem jest ukazanie, Ze rozw6j matematyki (i od-
krycia dokonywane w jej ramach) lezy u podstaw przemian kulturowych
i cywilizacyjnych. Pokazuje, poprzez analize wybranych odkry¢ matema-
tycznych, ze matematyka umozliwiata cywilizacji wejscie na wyzszy stopien
rozwoju. Dzieki odkryciom matematycznym odstaniaty sie i stawaty sie do-
stepne dla cztowieka kolejne obszary (aspekty) rzeczywistosci.

Uniwersalno$¢ matematyki byta obecna od poczatku rozwoju cywilizacji,
a zostata dostrzezona juz przez niektérych myslicieli starozytnej Grecji. Jed-
nym z elementoéw tej uniwersalnosci stala sie niezbedno$¢ nauczania mate-
matyki dla ksztattowania wtasciwych postaw intelektualnych, moralnych
i spotecznych. Metody dowodzenia stosowane w matematyce staty sie wzo-
rem S$cistej i racjonalnej argumentacji. Okazato sie tez, ze sprzecznosci do-
strzegane w $wiecie przyrody i w kulturze mogg by¢ rozwigzywane przez
rozwdj matematyki. Nawet sprzecznosci i paradoksy, ktére zdawaty sie do-
tykac¢ sama matematyke, byty przez nig samg rozwigzywane i staly sie im-
pulsem do pojawiania sie nowych teorii i metod badawczych oraz odkrywa-
nia nowych obszaréw rzeczywistos$ci dostepnych dla cztowieka.

Okazuje sie, ze jednym z wazniejszych aspektow uniwersalno$ci mate-
matyKi jest to, iz dokonywane w jej ramach odkrycia staja sie kluczowe dla
przemian cywilizacyjnych, a niektore z nich doprowadzaja do przetomow,
a nawet do rewolucji w kulturze. Istotne dla tych przetoméw sa nowe inicja-
tywy edukacyjne inspirowane dziatalno$cia matematyczng. Gtoéwnie po-
przez nowe formy edukacyjne nastepuje przenikanie matematyki do kul-
tury. Kolejnym elementem jest technika naukowa, mozliwa dzieki matema-
tycznemu aparatowi pojeciowemu i metodom. Najistotniejsze byty takie trzy
okresy rozwoju techniki naukowej: w czasach hellenistycznych w III wieku
p.n.e., w czasach nowozytnych - okres zwany rewolucjg przemystowa, oraz
wspotczesny nazwany rewolucja informacyjna. Te matematyczne odkrycia
sg ukazane jako klucz pozwalajacy na gltebsze czytanie dziejow i ukazanie ich
racjonalnego charakteru. Oddzialywanie idei matematycznych na kulture
jest bezsporne. Wielu uczonych i artystow czerpato swoje intuicje z wtasno-
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$ci roznych obiektéw matematycznych. Wiele nurtéw w sztuce, religii, mi-
styce (np. mistyka liczb) oraz koncepcje cztowieka i panstwa mialy swoje
matematyczne inspiracje. Najbardziej znana jest teoria proporcji matema-
tycznej (w tym tak zwana boska proporcja), ktéra stata sie podstawg opra-
cowania kanonow architektury $srédziemnomorskiej i teorii harmonii mu-
zycznej. Odniesienia do matematyki sg rowniez kluczowe w rozumieniu
i stosowaniu takich poje¢, jak: miara, analogia, perspektywa, dowdd, wzgled-
no$¢, nieskonczonos¢, metoda, algorytm, podobienstwo, odpowiedniosé¢, re-
lacja, symetria, ciggtos$¢, harmonia, sprawiedliwos¢, zwiazek przyczynowo-
-skutkowy i wiele innych. Dzieki matematyce jest ciagle ubogacany i rozsze-
rzany $wiat wartosci - chodzi o takie wartosci, jak piekno, porzadek, harmo-
nia, precyzja mySlenia, Scisto$¢ czy racjonalnos$¢, a réwniez o réznorodne
wartosci spoteczne oraz etycznel. Mozemy przyjac, ze bez tych inspiracji
i odniesien nie powstataby kultura europejska w takiej postaci, w jakiej jest
nam znana.

Fenomenem, na ktory szczegdlnie zwracam w ksigzce uwage, jest poja-
wiajacy sie cyklicznie problem utraty matematyki, niszczenia dziel matema-
tycznych i blokowania rozwoju matematyki przez rézne dziatania destruk-
cyjne. I ma to miejsce, mimo - wydawaloby sie - bardzo widocznego wptywu
matematyki na podnoszenie poziomu cywilizacyjnego i jakos$ci zycia. Te ele-
menty destrukcyjne i barbarzynskie nie doprowadzity do catkowitego znisz-
czenia nauki, jednak przyczynity sie do chwilowego przerwania ciggtosci
rozwoju mysli naukowej i upadku cywilizacyjnego. W kolejnych okresach
trzeba byto, czesto z mozotem, odzyskiwac utracone prace i wyniki. Poka-
zuje, ze na kolejnych etapach rozwoju matematyki (cywilizacji) ma miejsce
Scieranie sie racjonalnych metod matematycznych z sitami irracjonalnymi,
ktdre prébuja rozsadzi¢ kulture od wewnatrz. Te ataki wewnetrzne sg groz-
niejsze niz barbarzynskie uderzenia z zewnatrz, bo czasem zachowuja po-
zory rozwoju cywilizacyjnego. Na szczes$cie racjonalizm matematyki wycho-
dzit z tego starcia zwyciesko i mozemy mowic de facto o ciagglym rozwoju
matematyki i kumulowaniu jej wynikéw.

W okresie $redniowiecza, nowozytnosci, az do czaséw wspotczesnych,
antyczny dorobek matematyczny jest stopniowo odzyskiwany (tak w sensie
materialnym, jak i merytorycznym). Przyspieszenie rozwoju w pdzniejszym
okresie wigzato sie gtdwnie z odnajdywaniem kolejnych dziet matematykow
antycznych i ich przyswojeniem (przeczytaniem, zrozumieniem, skomento-

1 Por. M.C. Ghyka, Zfota liczba. Rytualy i rytmy pitagorejskie w rozwoju cywilizacji zachod-
niej, Universitas, Krakéw 2001.
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waniem, uzupetnieniem i rozwinieciem). Juz pod koniec $redniowiecza za-
czely pojawia¢ sie nowe obszary badan matematycznych, jednak poziom
matematyki antycznej zostat osiagniety dopiero w XIX wieku. P6Zniej nasta-
pito ogromne przyspieszenie, ktoére wigzato sie ze znaczng absorpcja pozna-
nych osiggnie¢ matematykow starozytnych, potaczona z odkryciem nowych
obszaréw badawczych. Byta to wielka synteza matematyki abstrakcyjnej
i ogdlnej, uzupelionej matematyka ciggtosciowq i relacyjng okresu nowo-
zZytnego.

Na tle wielkich osiagnie¢ matematyki antycznej opisuje trzy, w duzej
mierze konkurencyjne, wielkie projekty matematyki (Platona, Archytasa
i Archimedesa), w ktorych zostaje w odmienny sposéb ukazana uniwersal-
no$¢ matematyki, oraz ogélny projekt wiedzy Arystotelesa, gdzie matema-
tyka miata swoje ustalone miejsce i nie miata charakteru uniwersalnego
(taki charakter przyjmowata jego logika). Projekt Arystotelesa zdominowat
w znacznym stopniu system nauczania od czaséw aleksandryjskich az do
konca Sredniowiecza. Odegrat jednak pozytywng role, gdyz pokazat mozli-
wo$¢ rozwoju innych pozamatematycznych (wéwczas) nauk (w tym logiki
i nauk przyrodniczych). Byt zwalczany konsekwentnie od XIV wieku, gdy
zdobywano kolejne obszary dla aktywno$ci matematycznej (matematyczna
refleksja nad ruchem, ciggtoscig, nieskonczonoscig, funkcjg). W drugiej po-
towie XIX wieku nastepuje swoista synteza tych wizji uniwersalnosci, gdy
budowana jest logika matematyczna i teoria mnogosci.

Charakterystyczne dla czas6w nowozytnych jest - z jednej strony - odci-
nanie sie od matematyki antycznej i Sredniowiecznej i pokazywanie absolut-
nej nowos$ci budowanej wéwczas matematyki, a z drugiej - konsekwentne
odzyskiwanie wynikéw i metod starozytnych oraz ich rozwijanie. To odzy-
skiwanie stanowi istotny impuls rozwojowy. Powstajg jednak catkiem nowe
obszary i narzedzia badan zwigzane z nieskoriczono$cia (ciagi, granice, sze-
regi nieskoniczone, catki), ciggtoscig, funkcja. Kluczowe okazato sie dopeinie-
nie matematyki algorytmicznej poprzez ostateczne wprowadzenie symbo-
liki matematycznej. Dzieki temu oraz nowym teoriom (teoria logarytmow,
rachunek rézniczkowy i catkowy, i inne) znaczgco wzrosta moc oblicze-
niowa ludzkos$ci. Powstaje jezyk, przy pomocy ktérego matematyk nawia-
zuje racjonalny dialog z przyroda i z drugim cztowiekiem (w ramach nowych
akademii i stowarzyszen naukowych). Jezyk matematyki staje sie jezykiem
uniwersalnym, a matematyka staje sie narzedziem badan przyrodniczych
oraz nauka o naukach przyrodniczych (ustala metody nauk, jako wzorzec
metodologiczny i kryterium prawdziwoS$ci, uzasadnienie praw przyrody ma
miejsce w ramach modeli matematycznych).
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Przedstawiam tez dopetniajace sie wizje uniwersalno$ci matematyki
Kartezjusza i Pascala, w ktérych przyjmowane jest istnienie Swiatta natural-
nego (rozumu), pozwalajacego dotrze¢ do podstawowych oczywistosci, na
ktérych mozemy budowaé¢ gmach wiedzy i dociera¢ do §wiata. Pojawia sie
nowe podejscie do rzeczywistos$ci, ktéra nie ,usprawiedliwiamy”, wyja-
$niamy, dzieki budowanym teoriom i modelom matematycznym, lecz ba-
damy bezposrednio, a matematyke mozemy stosowac¢ do wszystkich obsza-
row rzeczywistosci i do wszystkich rodzajéw nauk. Formutuje Kartezjusz
charakterystyczne okreslenie matematyki jako wiedzy, ktorej przedmiot
moze by¢ dowolny; dlatego nie przedmiot badan okresla matematyke, lecz
sposob badania, ktory polega na poszukiwaniu miary i porzadku w badanej
rzeczywistosci.

Dokonany w XVII wieku przetom nowozytny w naukach matematycz-
nych byt ostatnim jak na razie przetomem, ktérego konsekwencje caty czas
s3 naszym udziatem. Doswiadczamy jednak wspédicze$nie symptomow zbli-
zajgcego sie kolejnego przetomu, ktérego gtéwne cechy byly zawarte juz
w propozycjach ars combinatoria Leibniza. Analizuje nowe teorie matema-
tyczne (w tym teorie kategorii, teorie gier, geometrie fraktalng, metamate-
matyke) jako zwiastuny zblizajgcego sie przetomu.

Efektem przeprowadzonych analiz historycznych jest opracowanie pew-
nej koncepcji historiozoficznej pokazujgcej odkrycia i wynalazki matema-
tyczne jako klucz do interpretacji dziejdw. Przewaznie ,kluczem interpreta-
cyjnym” przy pisaniu prac z tzw. historii powszechnej s3 wydarzenia poli-
tyczno-wojskowe, czasami odkrycia techniczne i rozw6j Srodkéw produkcji.

Ciekawa propozycja, idaca pod prad utartym wzorcom interpretacyjnym
dziejow, jest koncepcja Marshalla McLuhana, w ktorej kluczem rozumienia
dziejow staje sie rozwdj Srodkéw komunikacji. Momentami weztowymi staja
sie: wynalezienie alfabetu fonetycznego (przejscie od epoki plemiennej, aku-
stycznej do prywatnej, wizualnej, gdzie umiejetnos¢ czytania staje sie gtow-
nym sposobem zdobywania wiedzy i informacji), druku (epoka petnego in-
dywidualizmu, upowszechnienie czytania) oraz wynalezienie mediow elek-
tronicznych (natychmiastowa komunikacja, Swiat jako globalna wioska, bu-
dowanie ponownie przestrzeni akustycznej jak w epoce pierwszej)z Wedtug
McLuhana alfabet fonetyczny ustanowit linearny sposéb organizacji zycia.
Ten liniowy zapis wyznaczyt sposdb rozumowania obecny od czaséw staro-
zytnych w matematyce, logice i innych naukach. Jednak w ostatniej epoce
logika linearna przestata obowigzywac i tym samym potrzebny jest inny

2 M. McLuhan, Q. Fiore, The Medium is the Massage, Random House, New York 1967.
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spos6b komunikowania, oparty na innych zasadach. Warto jednak zauwa-
zy¢, ze zanim powstat alfabet, istniaty juz zapisy matematyczne majgce bar-
dziej uniwersalny charakter. LeZaty one u podstaw idei alfabetu, jak réwniez
innych metod komunikacji z drugim cztowiekiem i ze Swiatem.

Problemem jest to, iz w minimalnym stopniu ukazuje sie wydarzenia
z dziejéw nauki jako decydujace dla zrozumienia i interpretacji rozwoju cy-
wilizacji. Wydaje sie, Ze szczegdlnie duzg site eksplanacyjng ma przyjecie od-
kry¢ matematycznych za punkt odniesienia dla badania dziejéw cywilizacji.
Odkrycia matematyczne leza u podstaw wielu wynalazkéw, postepu technicz-
nego i gospodarczego. Rowniez pojawianie sie kolejnych idei i umiejetnosci
matematycznych wiaze sie z rozwojem cztowieka i catego gatunku ludzkiego
- mogg one stanowi¢ wyznacznik kolejnych etapéw ewolucji cztowieka3.

Gdy w pewnych momentach dziejow wptyw nauki byt szczegdlnie wi-
doczny, wtedy tatwiejsze stawato sie tez czytanie dziejow poprzez odkrycia
naukowe. Tak byto na przyktad w czasach hellenistycznych, gdy w 11l wieku
p.n.e. miata miejsce rewolucja kulturowa. Znaczgca zmiana mentalnosci spo-
tecznej i sposobu zycia dokonata sie dzieki rozwojowi techniki, do czego
przyczynita sie matematyka grecka, w tym szczegdlnie geometria i astrono-
mia, ale tez optyka, mechanika i hydrostatyka* Podobnie stato sie na po-
czatku czas6w nowozytnych. Upowszechnienie w Europie Zachodniej cyfr
arabskich, systemu dziesigtkowego, wynalezienie logarytméw> oraz kon-
struowanie tablic kwadratéw liczb, tablic trygonometrycznych czy logaryt-
micznych znacznie uproscito rachunki, niezbedne w wielu operacjach han-
dlowych i administracyjnych, i przyczynito sie do szybkiego rozwoju gospo-
darczego. Rowniez odkrycie operacji nieskoniczono$ciowych, matematyza-
cja pojecia ruchu, wprowadzenie pojecia catki, granicy, ciggtosci czy szere-
géw nieskoniczonych doprowadzito do powstania nowych dziatéw matema-

3 Ten sposob badania dziejow cywilizacji ukazany jest przyktadowo w ksigzkach: H.L. Res-
nikoff, R.0. Wells, Jr., Mathematics and Civilization, Dover Publications, New York 1973;
L. Russo, Zapomniana rewolucja. Grecka mysl naukowa a nauka nowoczesna, ttum. 1. Ka-
nia, Universitas, Krakéw 2005; M. Kline, Mathematics in Western Culture, Penguin Books,
New York 1953.

4+ W. Wojcik, Przefom czy rewolucja - znaczenie matematyki dla wystapienia rewolucji kul-
turowej, ,Zagadnienia Naukoznawstwa” 2007, s. 83-93.

5 Wynalazek logarytmdw skracat wielokrotnie czas potrzebny na wykonywanie obliczen
iaz do czasu wynalezienia komputera wzmocnit moc obliczeniowa ludzkos$ci w najwiekszym
stopniu. Tego wynalazku dokonat John Napier (1550-1617), szkocki matematyk. Logarytmy
pozwalaly na zastepowanie mnozenia dodawaniem. Wynaleziony przez Edmunda Guntera
(1620) i Williama Oughtreda (1632) przyrzad do technicznego wykonywania obliczen (na-
zwany suwakiem logarytmicznym) byt wykorzystywany az do lat 80. XX wieku.
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tyki, w tym rachunku rézniczkowego i catkowego (Calculus), analizy mate-
matycznej, rachunku wariacyjnego, ktore staty sie podstawg i gtéwnym na-
rzedziem fizyki, chemii, nauk technicznych i innych, skutkiem czego doszto
do gwattownych przemian gospodarczych i kulturowych.

W dziejach matematyki mozemy zaobserwowac ciaggnace sie przez wiele
wiekow linie rozwojowe. Znaczenie szczegblne maja dwie, ktére trwaja nie-
przerwanie od poczatkdw dziejow cywilizacji, a sg to: wzrost zdolnosci obli-
czeniowych czlowieka oraz rozpoznawanie geometrycznej natury rzeczywi-
stosci. Potaczenie tych Sciezek w jednej aktywnos$ci matematycznej sprawia,
Ze pojawiajg sie praktyczne zastosowania i wzrasta (z czasem znaczaco)
zdolno$¢ do badania, kontrolowania i modelowania rzeczywistosci. Kiedy
bowiem odkrywane sg coraz bardziej ztoZone obiekty geometryczne, do ich
pomiaréw wymagany jest rozwdj coraz bardziej zaawansowanych metod
obliczeniowych. Podobnie rozwoj technik obliczeniowych pozwala na kon-
strukcje coraz bardziej ztozonych obiektéw geometrycznych i dostrzeganie
ich w rzeczywistosci.

S3 tez inne, krotsze $ciezki rozwoju matematyki, rozpoczynajgce sie od
momentu odkrycia nowych obiektéw i teorii matematycznych (pomiar, kon-
strukcja, dziatanie, dowod, forma algebraiczna, algorytm, funkcja, nieskon-
czono$¢, forma logiczna, dedukcja).

Ponadto trzeba zauwazy¢, ze matematyka zajmuje specyficzne miejsce
w kulturze. Nie jest po prostu nauka ani sztuka, lecz zarazem nalezy do obu
tych dziedzin. Sztuka czesto stanowi motywacje dla pracy matematykow,
a same konstrukcje matematyczne, struktury, dowody oparte sa w duzej
mierze na kryteriach estetycznych. Niektore dojrzate teorie matematyczne
znajduja zastosowanie w naukach technicznych, przyrodniczych czy spo-
tecznych. Nauki te wykorzystuja matematyke, jednak trudno okresli¢ do-
ktadng granice, gdzie rozpoczynajg sie te nauki, a koficzy matematyka. Po-
niewaz w wielu przypadkach to zroSniecie matematyki i innych nauk jest
bardzo $ciste, mozna méwi¢ o jednym bloku nauk matematyczno-przyrodni-
czych lub nawet matematyczno-przyrodniczo-technicznych. Oczywiscie, roz-
woj nauk matematycznych, jak i matematyzowalno$¢ nauk i kultury, ciagle
trwa, trudno wiec zdefiniowa¢ samg matematyke i zakres jej oddziatywania.

Inspiracjg dla prowadzonych analiz historycznych byta praca J6zefa Ma-
rii Hoene-Wronskiego (1776-1853) Wstep do wykiadu matematykiwydana
w 1821 rokué. Przedstawiona przez niego periodyzacja dziejdw matematyki

6 ].M. Hoene-Wronski, 4 Course of Mathematics, Wyd. Samuel Bagster, Londyn 1821; idem,
Wstep do wyktadu matematyki, ttum. L. NiedZwiecki, Biblioteka Polska, Paryz 1880.
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miata na celu ukazanie podstawy i mozliwo$¢ rozwoju wiedzy ludzkiej w ko-
lejnych latach rozwoju cywilizacji. Autor zauwazat, Zze umiejetno$ci matema-
tyczne s3 podstawg postepu ludzkosci, a nauka zawdziecza swojg site i pew-
no$¢ metodzie matematycznej. Zauwazat, ze mozna podzieli¢ cate dzieje ma-
tematyki na pie¢ okreséw:

L.

IL.

I11.

I\'A

W pierwszym okresie dziejow matematyke uprawiano in concreto. Naj-
wazniejsze dla tego okresu rozwoju matematyki byto wskazanie na $ci-
sty zwigzek matematyki ze Swiatem fizycznym. Najwyzszy swoj rozwoj
osiaggneta ona w $wiecie starozytnego Wschodu (Babilonia, Egipt).

W drugim okresie (greckim - od Talesa z Miletu do Szkoty Aleksandryj-
skiej) obiekty matematyki zostaty oddzielone od rzeczy fizycznych. Ma-
tematyka stata sie wiedza abstrakcyjna. Wedtug Wronskiego 6wczesna
wiedza nie osiggneta odpowiedniego poziomu og6lnosci. Odkrywane
prawdy byly prawdami szczeg6towymi. Jako przyktad podaje Wronski
teorie stozkowych Apoloniusza, w ktérej odkryte stozkowe (koto, elipsa,
parabola i hiperbola) nie wynikajg z ogélnego prawa.

Trzeci okres jest czasem formutowania prawd ogdlnych i rozwoju alge-
bry (Cardano, Bombeli, Fermat, Kartezjusz, Kepler, Cavalerie i Wallis).
W czwartym okresie rozpoczyna sie generowanie przez matematyke
rzeczywistos$ci. Poczatek tego okresu to powstanie rachunku rézniczko-
wego, a kluczowe jest uniwersalne zastosowanie szeregéw nieskonczo-
nych.

Piaty okres rozpoczyna sie w czasach Wroniskiego i bedzie on polegat na
poszukiwaniu jednej najwyzszej zasady, z ktérej wszystkie prawa mate-
matyki beda wynikaty. Wronski formutuje Prawo Najwyzsze” i probuje
ukazac jego uniwersalne i absolutne znaczenie, m.in. w oparciu o to
prawo formutuje uniwersalny wzo6r na rozwigzanie réwnan dowolnych
stopnis.

Ten sposdb podejscia do dziejow pozwala mi ukaza¢ ciggto$¢ rozwoju

matematyki. Nawet jesli w pewnych okresach mieliSmy do czynienia z osta-
bieniem aktywno$ci matematycznej, to przy bardziej sprzyjajacych okolicz-
no$ciach matematyka sie odradzata i nawigzywata kontakt z odkryciami

7
8

Ibidem, s. 7-17.

Doktadniejszg analize koncepcji Hoene-Wroniskiego przedstawitem w pracy /ézefa Hoene-
-Wroriskiego projekt reformy matematyki, ,Antiquitates Mathematicae”, Wydawnictwo
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, vol. 1, Warszawa 2007, s. 199-212. Pokazatem
tam, miedzy innymi, jak w oparciu o historiozofie Wronskiego mozna $ledzié rozwdj pojec
matematycznych na przyktadzie poje¢: szeregu nieskoriczonego, proporcji, odlegtosci
i wielko$ci niewspo6tmiernych.
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epok poprzednich. Charakterystyczne dla okresu matematyki $redniowiecz-
nej, a szczegdlnie nowozytnej, jest mozolne odczytywanie i odzyskiwanie
osiaggnie¢ matematyki antycznej, ktoérej prace bylty w duzej mierze zagu-
bione, zniszczone czy w inny jeszcze sposob utracone.

Pojawia sie w pracy réwniez polemika z koncepcja rewolucji naukowych,
ktéra przyjmuje, ze w pewnych momentach dziejéw nauki nastepuje prze-
rwanie ciggtosci jej rozwoju i wejscie w inny paradygmat. Pojeciem ,prze-
tomu w rozwoju nauki” zastepuje pojecie ,rewolucji naukowej”. Przelom
w naukach nie dokonuje sie nagle, lecz jest rozpoczeciem procesu trwajg-
cego wiele wiekow, ktérego etapami s3: nawigzanie do odkry¢ poprzednich
epok, ich przyswojenie i zasymilowanie, dostrzezenie sprzecznos$ci w istnie-
jacej strukturze wiedzy w kulturze, wytworzenie metod badawczych, ktore
neutralizujg wskazane sprzecznosci, wejscie nauki (w tym matematyki)
w edukacje, przyspieszenie rozwoju cywilizacyjnego prowadzace czesto do
gwattownych przemian spotecznych, gospodarczych i kulturowych (poja-
wienie sie techniki naukowej w III wieku p.n.e., rewolucja przemystowa
przetomu XVIII i XIX wieku, rewolucja informatyczna wieku XX). Uwazam,
Ze w matematyce obowigzuje jeden paradygmat, chociaz mozna wskazaé
kilka nurtéw i wiele programoéw badawczych. Nie zgadzam sie wiec z wyrdz-
nieniem przez Tadeusza Batoga dwo6ch paradygmatéw w matematyce?: eu-
klidesowego i teoriomnogo$ciowego. Ten drugi ma zasadniczo odrézniaé
matematyke wspotczesng od klasycznej (powstatej w czasach antycznych).
Jednak wyro6znienie réznych paradygmatéw w matematyce zaktada, ze po-
rozumienie miedzy poszczegdélnymi paradygmatami jest znacznie utrud-
nione, a raczej wrecz niemozliwe. W czasach nowozytnych powstato wiele
catkiem nowych dziatéw matematyki (m.in. teoria mnogosci czy logika ma-
tematyczna), jednak dobre opanowanie danej teorii matematycznej (czyli
wejScie do jaskini jej paradygmatu) nie uniemozliwia poznania catkiem in-
nych dziatbw matematyki, a wrecz takie poznanie utatwia. Sugeruje to, ze
warsztat matematyka jest wiasciwie jeden, mimo réznorodnych metod - je-
den jest wiec paradygmat matematyki.

Jednym z dodatkowych celéow pracy jest proba zrozumienia czasow
wspétczesnych poprzez analize dziejdéw matematyki. Widzac analogie prze-
mian dokonujgcych sie wspoétcze$nie do okreséw poprzednich, mozemy do-
strzec ksztaltowanie sie nowej epoki. Aktualnie, w ramach kolejnego od po-
czatku dziejow przetomu, ktéry dokonuje sie w matematyce, wida¢ powsta-
jace nowe idee i teorie matematyczne. Pojawia sie kolejna odstona uniwer-

9 T.Batog, Dwa paradygmaty matematyki, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2000.
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salno$ci matematyki, ktéra pozwoli niwelowa¢ wystepujace sprzecznosci
kulturowe i budowac zreby nowej kultury.

Analiza poszczegblnych przetoméw w matematyce i otwierajacych sie
kolejnych aspektow jej uniwersalnosci pozwala na uchwycenie czterech po-
je¢ podstawowych, ktére sg obecne w matematyce od poczatku jej dziejow
jako ogélne idee oraz matematyczne realizacje. Tymi pojeciami s3: odpo-
wiednio$¢, harmonia, podobienstwo oraz symetria. Jako pojecia (idee)
tkwigce w podstawach matematyki sg nieustannym Zrdédtem inspiracji
w tworzeniu nowych teorii i stanowig kanaty taczace matematyke z kultura.
Wraz z rozwojem matematyki (i catej kultury) dochodza do nich kolejne tre-
Sci. Do tych poje¢ podstawowych mozna tez dotrze¢, analizujac strukture
najwazniejszych obiektow matematycznych. Robie to w ostatnim fragmen-
cie pracy, biorac do analizy pojecie krzywej. W odstanianej w ten sposo6b
strukturze obiektéw matematycznych zawierajg sie w pewnym sensie cate
dzieje matematyki i wida¢, jak ,pracuja” w ksztattowaniu sie tych obiektow
pojecia podstawowe. Dlatego dostrzezenie i uwzglednianie tych pojec¢ jest
istotne dla badan historii matematyki i pozwala, miedzy innymi, bra¢ udziat
w toczacych sie poprzez dzieje dyskusjach filozoficznych oraz wyznacza¢ ka-
nony réznych wartos$ci, w tym spotecznych, poznawczych, etycznych i este-
tycznych.






ROZDZIAL ]
R0OZWO] MATEMATYKI KONKRETNE]
W KONTEKSCIE GRECKIE] PAIDEI

1. Matematyka przedgrecka

Przed powstaniem nauki greckiej istniato kilka cywilizacji i kultur, w kt6-
rych pojawita sie zaawansowana matematyka. Przede wszystkim w Mezo-
potamii, w dorzeczu Tygrysu i Eufratu, gdzie rozwineta sie od czwartego ty-
sigclecia p.n.e. cywilizacja sumeryjska, a potem babiloniska, w dorzeczu Nilu
- egipska, a na Dalekim Wschodzie - w Indiach i Chinach.

W dorzeczu Tygrysu i Eufratu Sumerowie pojawili sie okoto potowy pig-
tego tysiaclecia p.n.e. i po pewnym czasie stworzyli wspaniata kulture istnie-
jaca w potudniowej Mezopotamii przez ok. 2500 lat. Mieli rozwinietg kul-
ture, nauke (szczegdlnie matematyke i astronomie), rozbudowany system
wierzen religijnych. Wzniesli wiele wspaniatych budowli, rozwineli system
pisma - od obrazkowego po ideograficzno-symboliczny. Postugiwali sie je-
zykiem sumeryjskim, ktéry zaniknat jako jezyk méwiony w drugim tysiacle-
ciu p.n.e., a przez jeszcze kilkanascie wiekdw uzywany byt jako jezyk nauki,
literatury i obrzedéw religijnych (az do [ wieku p.n.e.). Jezyk sumeryjski jest
najstarszym znanym jezykiem pisanym. Pod koniec trzeciego tysigclecia Su-
merowie zostali podbici przez Akadyjczykéw, ktérzy przejeli ich kulture
(w tym pismo, zachowujac jednak witasny jezyk) i caty dorobek cywiliza-
cyjny. Na przetomie trzeciego i drugiego tysigclecia p.n.e. zostali podbici
i wchilonieci przez Babilonczykéw. Dziedzictwo akadyjsko-sumeryjskie byto
przejete i rozwijane w Babilonie i Asyrii. Dorobek matematyczny i astrono-
miczny przypisywany Babilonczykom pochodzi w duzym stopniu od Sume-
réw. Imperium Babilonskie istniato az do 538 roku p.n.e., kiedy zostato pod-
bite przez Persje, ktdra znow podbit Aleksander Wielki w roku 327 p.n.e. Je-
den z wodzow Aleksandra, Seleukos, zatozyt dynastie Seleucydéw i utworzyt
panstwo hellenistyczne, w ktérym matematyka sumeryjsko-babilonska byta
rozwijana az do podboju przez Rzym w roku 63 p.n.e.

Juz w III tys. p.n.e. Sumerowie wprowadzili znaki do oznaczania liczb.
Najpierw pojawily sie tylko dwa podstawowe znaki: klin T (cyfrajeden) oraz
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hak ¢ (cyfra dziesie¢). Ten system liczbowy byt systemem sze$édziesiatko-
wym (podstawg byta liczba 60), wspomaganym systemem dziesigtkowym.
Analogicznie do systemu rzymskiego, liczby od 1 do 59 byty zapisywane po-
przez kombinacje dwéch podstawowych cyfr, np. 41 wygladato tak: <<<<{T. 0d
60 w gore zapis byt zapisem pozycyjnym i podobnie jak w systemie uzywa-
nym wspotczesnie rzad wzrastatl od strony prawej zapisu do lewej, czyli za-
pis T T oznaczal liczbe 61,a TT7 T - 3661. Zapis pozycyjny umozliwiat wyko-
nywanie w stosunkowo prosty sposob dziatan arytmetycznych na duzych
liczbach (od 60). Systemu pozycyjnego nie uzywali ani Egipcjanie, ani Grecy,
ani Rzymianie. Sumerowie natomiast stosowali znak okregu do oznaczania
zera, chociaz ten znak nie byt u nich cyfra, peit jedynie role zastepcza, gdy
pojawiatly sie niejasnos$ci zapisu. Mieli rowniez rozwinietg wiedze geome-
tryczng, w tym znajomos$¢ sporzadzania map, mierzenia powierzchni i obje-
tosci, znali tzw. twierdzenie Pitagorasa i badali wielokaty foremne. Juz
z okresu babiloniskiego (1800-1600 p.n.e.) pochodza tabliczki z rozwigza-
niami rownan pierwszego, drugiego, a nawet trzeciego stopnial.

W podobnym okresie (od poczatku drugiego tysigclecia p.n.e.) rozwijata
sie matematyka w Egipcie. Byta jednak na nizZszym poziomie niz matematyka
sumeryjsko-babilonska. W obu cywilizacjach miata charakter przewaznie
praktyczny, a do wynikéw dochodzono w sposdb empiryczny (tak sie przy-
najmniej wydaje). Pojawiaty sie problemy, ktore pézZniej zostaty przypisane
do arytmetyki, geometrii, trygonometrii czy algebry. Tu jednak nie nastapito
jeszcze metodologiczne rozdzielenie tych dyscyplin matematycznych. Poja-
wito sie to dopiero w Grecji.

Co interesujace, pamie¢ o Sumerach zagineta na przetomie starej i nowe;j
ery. Nie byto zadnych wzmianek w pismach greckich, babiloniskich, perskich,
egipskich i innych az do wieku XIX, gdy w dokonywanych wykopaliskach wy-
laniata sie wspaniata cywilizacja i stopniowo odkrywane byty kolejne bu-
dowle, przedmioty i tabliczki gliniane zapisane pismem sumeryjskim. Do tej
pory odnajdywane sg kolejne, coraz bardziej $wiadczace o potedze kultury
i nauki Sumerdéwz.

Wiedza matematyczna wypracowana przez Sumerdw nie zagineta jednak
w starozytnosci. Byta przejeta i rozwijana przez Babiloniczykow (a réwniez Aka-
dyjczykow i Chaldejczykéw), a potem Grekow. Sumerowie mieli wiec istotny

1 Por. H.L. Resnikoff, R.0. Wells, Mathematics in civilization, s. 23-28.

2 Informacje na temat nauki i kultury Sumeréw mozna znaleZ¢ w nastepujacych pracach:
M.L. Bielicki, Zapomniany swiat Sumerdw, wyd. 4, PIW, Warszawa 1996; A. Mierzejewski,
Tajemnice glinianych tabliczek, Wydawnictwo Iskry, Warszawa 1981; C.W. Ceram, Bogo-
wie, groby i uczeni, wyd. 5, PIW, Warszawa 1975, s. 280-312.
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wplyw na rozwoj matematyki. Greccy uczeni czesto wspominali o wyjazdach do
Egiptu i Azji, gdzie zdobywali wiedze astronomiczng i matematyczna.

Juz w tych cywilizacjach objawita matematyka swoéj uniwersalny charak-
ter jako idealne narzedzie do rozwigzywania praktycznych problemoéw,
zwigzanych z obserwacjami astronomicznymi, wymiang handlowa, pomia-
rem gruntéw, obliczaniem odpowiednich parametréw wznoszonych bu-
dowli. Dzieki precyzji matematycznych metod powstaty odpowiednie narze-
dzia, imponujace konstrukcje i budowle. Matematyka rozwijata sie, odpo-
wiadajgc na potrzeby Zycia, i byta w stanie na te potrzeby odpowiedzie¢. Po-
nadto $wiat natury i §wiat tworéw ludzkich dawaty sie ze sobg, dzieki mate-
matyce, zharmonizowac¢. Wraz z rozwojem cztowieka ksztattowaty sie i pre-
cyzowaly idee matematyczne, pokazujac kolejne obszary zastosowan. Do
najwazniejszych mozna zaliczy¢ idee wyodrebniania poszczego6lnych przed-
miotéw, odrdzniania ich od siebie oraz okreslania ich wtasnosci jako wspol-
nych dla réznych, odrebnych przedmiotéw, a przede wszystkim idee odpo-
wiednioSci (konkretnym grupom przedmiotéw odpowiadajg liczby, liczbom
cyfry, figurom geometrycznym fizyczne ksztatty, itd.). Szczegdlnie wazny
jest zwiazek miedzy liczba a cyfra, a dzieje tego zwigzku ukazujg relacje, jaka
zachodzi miedzy dang myslg, ideg a jej zapisem. Jak zauwaza G. Ifrah, metoda
liczenia za pomocg kamykow stata sie podstawg pierwszego w historii sys-
temu zapisu liczb, a potem pojawity sie coraz bardziej wygodne w uzyciu -
az do znakéw catkiem formalnychs.

Jest zrozumiate, ze historia powstawania cyfr przebiegata bardzo podobnie do dzie-
jow pisma, cho¢ oczywiscie nie catkiem tak samo, bo pismo wymyslono nie tylko po
to, by stworzy¢ graficzny obraz mysli utrwali¢ jg (taka potrzebe odczuwa kazdy czto-
wiek zyjacy w spoteczno$ci na wyzszym stopniu rozwoju), ale takze i przede wszyst-
kim po to, by zapisa¢ artykutowang umowe*.

3 Pierwszymi urzadzeniami stuzacymi do zapisywania liczb byty patyki czy kosci, na ktérych
dokonywano odpowiednich nacie¢, albo sznurki, gdzie kolejne liczby zaznaczano przy po-
mocy wezetkéw. W oparciu o te ,urzadzenia” dokonywano tez prostych obliczen. Ogromna
pomocg w wykonywaniu dziatan arytmetycznych byt abakus, wynaleziony najprawdopo-
dobniej w Babilonii i uzywany przez Grekéw, Rzymian i narody Europy az do XVIII wieku.
Byta to prostokatna tablica z wyrytymi pionowymi rowkami. W rowkach tych umiesz-
czone byty kamyczki - kamyczek w pierwszym rowku oznaczat 1, natomiast kamyczki
w nastepnych rowkach - kolejne potegi liczby 10. Urzadzenie to wykorzystuje idee sys-
temu pozycyjnego, chociaz nie od razu zostat on rozpoznany w sposéb abstrakcyjny. Od-
krycie tego systemu stanowito ogromny postep w rozwoju cywilizacji. Dokonato sie jednak
w sposéb petny dopiero w kolejnym okresie dziejow.

4 G. Ifrah, Historia powszechna cyft, t. 1, thum. K. Marczewska, Wydawnictwo W.A.B., War-
szawa 2006, s. 23.
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Wedtug Ifraha, wynalazek cyfry byt jednym z najwiekszych w historii
cztowieka i pozwolit na dokonanie kolejnych wynalazkéw umozliwiajacych
utrwalanie danych mysli. Wynalezienie alfabetu i pisma (co miato miejsce,
jak wspomnieliSmy, po raz pierwszy u Sumerdw) byto wiec naturalng kon-
sekwencja odkrycia tego prostszego, bardziej podstawowego, zwigzku mie-
dzy liczba i cyfra. Generalnie, tworzone idee matematyczne pozwalaty na
utrwalanie mys$li i odkrytych idei oraz na kontrole rzeczywistosci, ,panowa-
nie” nad nig, ale w sposéb harmonijny. Dla cztowieka dostepne staly sie nie-
zmienne, trwate i state wartos$ci danych przedmiotéw, np. ich wartos¢ po-
miarowa (wyrazona w liczbach) geometrycznie wielko$¢ lub ksztatt czy
warto$¢ ekonomiczna, handlowa (tez ujeta liczbowo).

Zanim jednak powstatly takie cywilizacje, jak wspomniana sumeryjska
czy egipska, podstawowe idee matematyczne i intuicje matematyczne roz-
wijaty sie juz wczesniej przez wiele tysigcleci. Byt to okres przygotowawczy,
umozliwiajgcy powstanie wspomnianych cywilizacji. Spéjrzmy teraz, w jaki
sposob przebiegato ksztalttowanie sie tych matematycznych idei i poje¢. Wy-
daje sie, ze pierwszym odkryciem matematycznym cztowieka byto odkrycie
(utworzenie) liczby5. Mozna powiedzie¢, ze to odkrycie tkwi u Zrédet cywi-
lizacji. Rodzito sie ono stopniowo, bedac $cisle zwigzane z doswiadczeniem
codziennego zycia. Mozna postawi¢ pytanie, czy byto ono istotne dla prze-
trwanie gatunku ludzkiego? Wydaje sie, ze tak, ale w bardzo prymitywne;j
formie. Wszelkie bardziej rozwiniete formy spoteczne domagajg sie opano-
wania sztuki liczenia. Przypuszcza sie, Zze dopiero okoto 50 tys. lat temu
w pewnych spotecznosciach ludzkich pojawito sie pojecie liczby i cztowiek
opanowat zdolno$¢ liczenia z wykorzystaniem ,wiekszych” liczbs. Jest to

5 Nie rozstrzygam, czy liczby odkrywamy, czy konstruujemy. Najblizsza jest mi, zawarta
w dialogu 7imajos, koncepcja Platona, w ktérej §wiat matematyczny konstruuje Demiurg,
a cztowiek poznaje ten matematyczny $wiat, majac jednak udziat w konstruowaniu kolej-
nych obiektéw matematycznych. Obiekty matematyczne nie sa elementami swiata idei. Je-
$li uzywam stowa ,idea” w stosunku do bytéw matematycznych, mam na mysli idee jako
pomyst, koncepcje. W przypadku obiektéow ,podstawowych” (jak np. liczby, a wiasciwie
ogoblnej idei liczby) bede méwit o ich poznaniu, a w przypadku konkretnych rodzajow
obiektéw matematycznych (np. liczb wymiernych) - o konstruowaniu. Chociaz warto za-
znaczy¢, ze u Platona nie istnieje ogdlna idea liczby, a konkretne liczby s konstruowane.
Por.Z.Krdl, Platon i podstawy matematyki wspotczesnej. Pojecie liczby u Platona, Wydaw-
nictwo Rolewski, Nowa Wie$ k. Torunia 2005, s. 109-117.

6 Do tej pory jednak istnieja spotecznoSci zyjace w Oceanii, Ameryce, Azji czy Afryce, ktére
nie potrafia liczy¢ przy pomocy wiekszych liczb. Potrafiag w swoich jezykach nazwac¢ liczby
Jjeden”, ,dwa” i ,wiele”. Poprzez zasade odpowiedniosci ,jeden-jeden” i wykonywanie na-
cie¢ na patyczkach moga przelicza¢ pewne przedmioty, jednak w ograniczonym zakresie.
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bardzo p6zno, biorgc pod uwage fakt, iz gatunek ludzki pojawit sie na Ziemi
ok. 2 miliony lat temu. Byto to wydarzenie, ktére zmienito diametralnie po-
zycje cztowieka w Swiecie przyrody. Badania antropologiczne i psycholo-
giczne pokazujg, Ze na tzw. zerowym poziomie postrzegania liczby (tzn. bez
treningu dotyczgcego uzywania liczb) cztowiek w spos6b bezposredni i na-
tychmiastowy jest w stanie rozréznia¢ jedynie liczby 1, 2, 3 i 4. Takie pier-
wotne ,poczucie liczby” (w zakresie kilku poczgtkowych liczb i poréwnywa-
nia zbioréw elementéw) posiadajg réwniez pewne gatunki zwierzat (na
przyktad matpy, psy czy niektore ptaki). Rozréznianie wiekszych liczb do-
maga sie opanowania sztuki liczenia i opracowania systemu znakéw do za-
pisywania liczb. Jest to cecha typowo ludzka, zwigzana z bardzo ztozonymi
procesami myS$lowymi, a przede wszystkim wymagajaca operowania abs-
trakcyjnym pojeciem liczby. Ten proces musial trwac wiele tysiecy lat, gdyz
nawet ,wiele wspdiczesnych ludéw pierwotnych réwniez nie jest w stanie
przyswoi¢ sobie liczby jako pojecia abstrakcyjnego. Czuja i postrzegaja
liczbe, ktéra pojmujg w sposob jakosciowy, podobnie jak odbiera sie zapa-
chy, kolory, odgtosy czy tez obecnos$¢ jakie$ osoby albo rzeczy nalezacej do
Swiata zewnetrznego”. Potrafig jednak w ograniczony sposdb okreslac r6zne
wartosci liczbowe i wykonywac pewne dziatania’. Wedtug Boyera potrzeba
byto wiele tysiecy lat, aby cztowiek byt w stanie oddzieli¢ abstrakcyjne poje-
cia od konkretnych obiektéw i sytuacji, a pojecie liczby wydaje sie najprost-
sze i przez to pierwotne w stosunku do innych poje¢s. Autor zauwazyt nasu-
wajaca sie analogie miedzy odkryciem liczb i wynalezieniem cyfr a odkry-
ciem ognia (czyli rozpoznaniem go jako sity, ktdorg mozna wykorzysta¢ do
swoich cel6w) i umiejetnos$cia panowaniem nad nim (wydobywaniem go
z przyrody, przenoszeniem do swoich domostw i wykorzystywaniem) oraz wy-
nalezieniem technik jego wytwarzania. Oba te procesy, jako zwigzane z rozwo-
jem zdolno$ci abstrakcyjnego myslenia, musiaty przebiegac réwnolegle®.
Potwierdzeniem tego, Zze bez opanowania umiejetnosci liczenia umyst
ludzki nie siega bezposrednio poza liczbe ,cztery”, sg odmiany liczb oraz li-
czebniki porzadkowe. Na przyktad w jezyku polskim piszemy ,jeden dom”,
»,dwa, trzy, cztery domy”, natomiast dla wszystkich wiekszych liczebnikéw
mamy uniwersalng odmiane ,pie¢, sze$¢ itd. doméw”. W przypadku liczeb-
nikéw porzadkowych, kazdy z liczebnikéw od 1 do 3 ma swoja charaktery-
styczng postac (pierwszy, drugi, trzeci; podobnie jest w jezyku angielskim -

7 G. Ifrah, Historia powszechna cyfr, s. 45-61.

8 (C.B. Boyer, U.C. Merzbach, 4 History of Mathematics, John Wiley & Sons, New York 1989,
s. 1-6.

9 Ibidem,s. 3.
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first, second, third), natomiast poczynajac od czworki, mamy jedng regute
tworzenia liczebnikéw porzadkowych poprzez dodanie przyrostka ,ty”
(czwarty, piaty, itd.19; analogicznie w jezyku angielskim przez dodania kon-
cowki ,th” - forth, fifth, sixth, itd.). Podobno wszystkie znane kultury i jezyki
uwzgledniajg te graniczna liczbe ,cztery”11.

Jedna z konsekwencji opanowania pojecia liczby i technik ich zapisywa-
nia byta mozliwo$c¢ rozwiniecia sie wymiany handlowej. Do jej prowadzenia
potrzebna jest bowiem umiejetnos$¢ trwatego i ogdlnego pojmowania warto-
$ci danego towaru, dodawania, odejmowania i poréwnywania tych wartos$ci.
Operowanie og6lnym pojeciem liczby (i opanowanie réznorodnych technik
liczenia) okazato sie doskonatym (i pdzniej juz niezastapionym) narzedziem
usprawniajgcym i przyspieszajgcym wymiane handlowg. Oczywiscie, ta
umiejetnos¢ okazata sie przydatna réwniez w wielu innych obszarach zycia
codziennego. Warto zauwazy¢, ze rozwdj cywilizacji byt przez caly czas
w istotny spos6b zwigzany ze wzrostem mocy obliczeniowej danej cywilizacji.

Rozwéj cywilizacyjny zwigzany byt w istotny spos6b z odkryciem idei
formy geometrycznej, w tym przede wszystkim kolistosci (kota, okregu,
kuli) oraz wtasnosci geometrycznych innych figur geometrycznych. [ znowu,
jak przypadku idei liczby, trudno jest wskaza¢ moment, w ktérym pojawita
sie idea formy geometrycznej. Czy pojawita sie ona motywowana potrze-
bami praktycznymi (jak uwaza Herodot), czy sprawami kultu i rytuatami re-
ligijnymi (wedtug Arystotelesa), a moze kwestiami estetycznymi - trudno
jestustali¢. Przychylam sie do stanowiska Boyera, ze bardziej istotny wydaje
sie motyw estetyczny. Jest to jednak podejscie subiektywnie, albowiem
wszystkie wspomniane czynniki majg swoje znaczenie. Poczatek geometrii
(jak i catej matematyki) siega bardzo gteboko w dzieje i jest starszy niz naj-
dawniejsze cywilizacje, gdyz we wszystkich odkrytych cywilizacjach byta juz
obecna geometria, jak i elementarna arytmetyka liczb. Potwierdzaja te teze
rysunki na Scianach i zachowane przedmioty codziennego uzytku odkry-
wane w pracach archeologicznych. Wydaje sie wiec, Ze bez idei matematycz-
nych nie bytby mozliwy rozwdj zadnej cywilizacjil2. Podobnie jak w przy-
padku idei liczby, odkrycie idei formy geometrycznej!3 pociggato mozliwos¢

10 Wprawdzie w przypadku setek i tysiecy reguta odmiany sie zmienia (konncéwka ,-ny”) i ko-
lejny raz zmienia sie od miliona (konicéwka ,-wy”), jednak wiaze sie to z wprowadzaniem
kolejnych Kklas ,duzych” liczb i reguly te dotycza catych tych klas, a nie poszczegdlnych liczb.

11 Por. G. Ifrah, Historia powszechna cyfr, t. 1,s. 26-41.

1z C.B. Boyer, U.C. Merzbach, 4 History of Mathematics, s. 6-7.

13 Na poczatku operowania liczbami czy formami geometrycznymi trudno méwié o pojeciach
liczby czy formy geometrycznej. Sg to tylko idee, ktore dopiero z czasem uzyskaty swoje
doprecyzowanie i zostaty zdefiniowanie. Nierzadko ten proces przebiegat wiele lat.
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wykonywania pewnych (geometrycznych) operacji na nich (przeksztatcenia
i konstrukcje geometryczne).

Odkrywano w rzeczywisto$ci obecnos¢ pewnych struktur geometrycz-
nych oraz opanowywano umiejetno$c¢ ich generowania, wytwarzania, kon-
struowania i ,umieszczania” w rzeczywistosci. | tak odkrycie idei kotal4 dato
mozliwo$¢ konstrukcji ,dobrych”, symetrycznych két, co umozliwiato
sprawne przemieszczanie sie i przenoszenie czy podnoszenie duzych cieza-
réw oraz wykonywanie precyzyjnych prac. Doprowadzito to, miedzy innymi,
do rozwoju transportu oraz rzemiosta (np. wynalazek kota jezdnego, garn-
carskiego, kotowrotka).

Niemozliwe zdaje sie konstruowanie w sposdb systematyczny réznorod-
nych két bez posiadania og6lnej idei kota i jego wtasnosci. Wprawdzie
ksztatty i ruchy kolisty wystepuja w przyrodzie, jednak ich znaczenie i uzy-
teczno$¢ nie jest bezposrednio widoczna (np. kolisto$¢ gatki ocznej, te-
cz6owKi, ruch Stonca po niebosktonie). Trzeba wznie$¢ sie do poziomu abs-
trakcyjnego myslenia, aby je dostrzec. Nie wystarczy obserwacja, podobnie
jak bez znajomosci jezyka nie mozemy wychwycic¢ tresci zawartej w dzwie-
kach, ktére do nas docierajg (jest to tylko szum).

Dzieki wynalazkowi kota jezdnego (nastgpito to ok. 3500 lat p.n.e. w Me-
zopotamii) mozna byto przy uzyciu niewielkiej sity przemieszcza¢ duze cie-
zary oraz zwiekszy¢ szybko$¢ i komfort poruszania sie, a do tego istotnego
znaczenia nabierato osigganie ,idealnej” symetrii kota. Kota byly stopniowo
doskonalone. Zaczeto ich tez uzywa¢ do réznych celéw. Okoto roku 3200
p.n.e. pojawito sie réwniez w Mezopotamii koto garncarskie, a 800 lat pdz-
niej — tokarka i kotowrotek. Nastepnie przyszedt czas na wykorzystanie kota
do mielenia zboza (wynalazek ok. 500 roku p.n.e. Zaren obrotowych) i nie-
dtugo pozniej przektadni (400 lat p.n.e. w Egipcie) i két wodnych (w 300
roku p.n.e. w Bizancjum). Umozliwito to wynalezienie wielu urzadzen me-
chanicznych utatwiajacych zycie cztowiekal!s. Wazne byto to, iz pojawiaja-
cym sie zastosowaniom ko6t w réznorodnych sytuacjach towarzyszyty ana-
lizy matematyczne wiasnosci figur geometrycznych (prowadzone przez Ba-
bilonczykow, Egipcjan, Grekéw). Nawet jesli uzycie pierwszego kota do ja-
kiego$ praktycznego celu nastgpito przypadkowo, to dalsze zastosowania

14 Zanim pojawito sie pojecie kota, a wiec definiujace je jednoznacznie wtasciwosci, byta
tylko og6lna idea kota jako figury doskonale symetrycznej. Im wieksza jest ,kolisto$¢” da-
nego skonstruowanego kota, tym sprawniej i efektywniej wykonywane sa prace przy jego
pomocy.

15 B. Ortowski, Z. Ptochocki, Z. Przyrowski, Encyklopedia odkryc¢ i wynalazkéw, Wydawnic-
two Wiedza Powszechna, Warszawa 1979, s. 142-148.
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wynikaty z systematycznych i ogélnych analiz wtasnosci geometrycznych.
Odkrycie struktur (form, ksztattow) geometrycznych wystepujacych
w przyrodzie wigzato sie (podobnie jak w przypadku idei liczby) z rozwojem
zdolno$ci abstrakcyjnego mys$lenia oraz z wynalezieniem graficznych repre-
zentacji tych ksztattow. Motywy geometryczne odkrywane na $cianach ja-
skin pojawily sie juz kilkadziesiat tysiecy lat temu i poprzedzity wszelkie znaki
stuzace do zapisu mowy. [ znowu, jak w przypadku liczb, istotna jest tu pro-
stota podstawowych ksztalttow geometrycznych (okrag, tréjkat, kwadrat).
Dostrzeganie prostych zalezno$ci geometrycznych miato miejsce dzieki
odkrywaniu form geometrycznych. Istotne jest jednak odkrycie statych za-
leznosci. Jak pokazujg analizy historyczne, ich odkrycie przyczynito sie do
szybszego rozwoju cywilizacyjnego. Te zalezno$ci wyrazone, miedzy innymi,
w twierdzeniu Talesa oraz twierdzeniu Pitagorasa (znanym juz Babiloniczy-
kom) pozwolity na rozwdj astronomii, sztuki nawigacji (okreslania potoze-
nia na morzu, dzieki wynalezionemu przez Hipparcha astrolabium, ktory po-
zwalat na mierzenie kata potozenia gwiazd nad horyzontem) oraz umozli-
wity sporzadzanie kalendarzy (w oparciu o obserwacje potozenia planet
i gwiazd), map oraz rozwdj architektury i réoznorodnych technik pomiaru.
Przez wybranie danego odcinka czy kwadratu (jako odpowiednio odcinka
czy kwadratu jednostkowego, podstawowego) mozna byto wyznacza¢ dtu-
gosci réznych krzywych czy powierzchni. To dzieki znajomosci podstawo-
wych zaleznos$ci geometrycznych Egipcjanie, Babilonczycy, Grecy i inne ludy
starozytnego Swiata byly w stanie wznie$¢ monumentalne budowle, wyko-
rzysta¢ Nil do odpowiedniego nawadniania pdl i konstruowa¢ réznorodne
urzgdzenia mechaniczne. Te zastosowania matematyki nie dopuscity do re-
alizacji pokusy (jaka pojawita sie pod koniec starozytnosci i na poczatku $re-
dniowiecza) eliminacji matematyki ze sfery kultury, chociaz, przyktadowo,
dostepna Grekom mozliwo$¢ odbywania dalekich podr6zy morskich zostata
na wiele wiekéw zatracona, z powodu nieprzyjecia i braku opanowania
przez Rzymian odpowiednio zaawansowanych narzedzi matematycznych!e.

2. Kierunki rozwoju matematyki i nauki greckiej

Powszechnie uznaje sie, ze w VI wieku p.n.e., w trzech filozoficznych
szkotach: milezyjskiej, pitagorejskiej i eleackiej, rodzi sie nauka europejska.
Szkoty te sformutowaty i przekazaty kolejnym pokoleniom gtéwne zagad-
nienia, problemy i idee, ktére od tamtej pory ksztattuja kulture europejska.

16 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 251-256.
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Grecy przejeli pewna liczbe odkry¢ od Babilonczykdw i Egipcjan i, poprzez
dostrzezenie ogo6lnego charakteru odkrytych faktéw, stworzyli pierwsze
dyscypliny naukowe: astronomie, geometrie i arytmetyke oraz teorie har-
monii (muzycznej). Jesli chodzi o algebre (rozwijang przez Sumeréw i Babi-
lonczykéw), to dopiero grecki matematyk Diofantos, zyjacy w Il wieku n.e.,
rozszerzyt wyraznie wcze$niejszg wiedze, wprowadzajac notacje algebra-
iczng (symbolika dziatan pojawita sie w czasach nowozytnych) i metody roz-
wigzywania rownan trzeciego i czwartego stopnia (nie podajac jeszcze ogol-
nych wzoréw)?!’. Natomiast wtasciwy czas dla algebry jako niezaleznej dys-
cypliny matematycznej przyszedt dopiero pod koniec §redniowiecza i w cza-
sach nowozytnych.

Dyscypliny wyzZej wymienione zostaty p6Zniej nazwane matematyka, ktéra
oznaczala po prostu wiedze (stowo ,matematyka” wywodzi sie od stowa
madthéma, odpowiadajacego ogolnie wszelkiemu przedmiotowi studiéw). Row-
nolegle zaczeto rozwija¢ ogélng wiedze o Swiecie (nazwang kosmologig) oraz
o metodzie budowy nauki i dochodzenia do prawdy (czyli dialektyke). Te dzie-
dziny zostaty nazwane znéw filozofia, czyli umitowaniem madrosci.

Z biegiem czasu tak zakres matematyki, jak i filozofii rozszerzat sie, obej-
mujac kolejno mechanike, optyke, hydrostatyke, a pdzniej trygonometrie
i algebre (w ramach matematyki) oraz ontologie, epistemologie, antropolo-
gie, psychologie, etyke i polityke (w ramach filozofii). Rozwijane przez Gre-
kéw byty réwniez inne dziedziny wiedzy: gramatyka i retoryka (nazwane
po6Zniej naukami humanistycznymi) oraz medycyna (majgca swojg naukowaq
podbudowe w koncepcjach greckich kosmologéw i przyrodnikéw) i prawo
(majace swoje zrodto w prawodawstwie miast-panstw greckich oraz w filozo-
fii spotecznej), ktore pézniej do stanu doskonatosci doprowadzili Rzymianie).

Poczatek greckiej matematyki pokrywa sie wiec z poczatkiem rozwoju
wszelkiej ogdlnej wiedzy i mysle, Ze nie jest to przypadek. Wszystkie podsta-
wowe metody naukowe albo odkryte zostaty w matematyce, albo przez nig
najpetiej uchwycone i wykorzystane. Rwniez najwazniejsze idee ksztattu-
jace kulture starozytnej Grecji miaty swoje Zrédto w matematyce.

Przyjrzyjmy sie najpierw temu, co wydarzyto sie u poczatkéw greckiej
matematyki w szkotach jonskiej (milezyjskiej) i pitagorejskiej, ktore repre-
zentujga odpowiednio Tales z Miletu i Pitagoras z Samos. Szkoty te powstaty
na poczatku VI wieku p.n.e. i w pewnym stopniu dominowaty przez wiek VI
i V. Powstate w pdzniejszym okresie kolejne szkoty i o$rodki naukowe

17 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, ttum. S. Dobrzycki, t. 1, PWN, Warszawa 1975,
s.157-165.
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(szkota eleatéw, atomistow, Akademia Platona czy Likejon Arystotelesa) ko-
rzystaly w znacznym stopniu z dorobku tych pierwszych szkét.

Mimo Ze nie ma zadnych zachowanych znaczacych matematycznych
(i innych naukowych) dokumentéw - az do czaséw Platona w IV wieku, to
dokonane w okresie od VI do poczatku IV wieku odkrycia wyznaczyty caty
pOZniejszy rozwo6j matematyki. Byta to praca duchowa, nieomal heroiczna,
gdyz otwierano catkiem nowe obszary wiedzy, przy braku szerszego popar-
cia. Dokonane odkrycia wzbudzaty z czasem coraz wieksze zainteresowanie.
Tych odkry¢ dokonata nieliczna grupa matematykow (filozoféw), z ktorych
najwazniejsi to (nie liczac Talesa i Pitagorasa): Filolaos i Archytas z Tarentu,
Hippazos z Metapontu, Demokryt z Abdery, Hippiasz z Elidy, Hipokrates
z Chios, Anaksagoras z Kladzomen oraz Zenon z Eleil8. Zostaty odkryte i sfor-
mutowane paradoksy i problemy, ktére zdawaty sie podwaza¢ warto$¢ ma-
tematycznej metody badan, a z drugiej - wyznaczyty kierunek badan mate-
matycznych i byly impulsem do dalszego jej rozwoju. Matematyka bowiem,
odnosz3ac sie do postawionych trudno$ci, rozwineta swoja strukture, metody
badawcze i wygenerowata wiele zastosowan technicznych. Matematyka
stata sie tez przedmiotem refleksji filozoficznej, a budowane klasyfikacje
nauk przyznawaty matematyce przewaznie role podstawowa. Stala sie
w konficu wzorem prawdziwej wiedzy.

2.1. Matematyka w szkole milezyjskiej

Nieprzypadkowo Tales z Miletu, Zyjacy na przetomie VII i VI wieku p.n.e.,
uznawany jest za ojca zaroéwno filozofii, jak i matematyki europejskiej. Pota-
czenie tych dziedzin wiedzy jest nie tylko symboliczne, tatwo bowiem zau-
wazy¢ trwajacy przez cate wieki ich zwigzek. Ten zwigzek jest juz widoczny
na przykladzie centralnej idee filozoficznej Talesa, przedstawiajacej wode
jako arche. Tales, poszukujgc elementu niewyczerpalnego, z ktérego
wszystko powstato i ciagle powstaje, ktory jest zasadg Swiata i mechani-
zmem jego funkcjonowania, dostrzega i rozpoznaje wtasnie wode. Argumen-
tami przemawiajacymi za jej wyborem s3: powszechno$c¢ jej wystepowania,
zdolno$¢ do przemiany i wystepowania w réznych stanach (statym, ciektym
i gazowym) oraz fakt, ze wszystko, co zyje i wzrasta, potrzebuje wody. Mysle,
ze za wyborem wody jako arche przemawiaty réwniez ,mocniejsze” argu-
menty, a byly one natury matematyczne;.

Talesowi przypisywanych jest kilka odkry¢ matematycznych. Tales jed-
nak nie pisat, trudno wiec poznaé wprost tok jego rozumowania. Mozna je

18 C.B. Boyer, U.C. Merzbach, 4 History of Mathematics, s. 73-93.
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poznac jedynie posrednio, poprzez analize koncepcji rozwijanych przez jego
nastepcOw czy opinii wygtaszanych na temat jego osiggnie¢ naukowych.
O Talesie pisali przede wszystkim Eudemos z Rodos (zyjacy na przetomie IV
i [l wieku p.n.e. uczen Arystotelesa), w swojej historii geometrii i astronomii
-1, duzo p6zniej, Proklos (412-485), w Komentarzu do pierwszej ksiegi Ele-
mentéw Euklidesa, oraz Diogenes Laertios w Zywotach stynnych filozoféw
(11 wiek n.e.). Wspomniani Autorzy przypisuja Talesowi nastepujgce twier-
dzenial®:

(1) Okrag jest podzielony na potowe przez swoja $rednice.

(2) Katy przy podstawie dowolnego trojkgta r6wnoramiennego sg podobne

(réwne).

(3) Jesli dwie proste réwnolegte sg przeciete trzecig, to katy odpowiadajace
sg rowne.

(4) Jesli dwa trojkaty majg odpowiednio dwa katy i jeden bok réwne, to sg
réwne (przystajace).

(5) Kat oparty na p6tokregu jest katem prostym.

Ponadto przypisuje mu sie dowodzenie przynajmniej niektorych z tych
twierdzen w sposob czysto abstrakcyjny. Nawet jesli matematyczne dowody
zostaly wykonane dopiero przez nastepcow Talesa, to widoczne jest, ze
w tym okresie rodzi sie potrzeba dowodzenia w spos6b dedukcyjny, poza-
empiryczny twierdzen matematycznych. Matematyka odkrywa swoj abs-
trakcyjny wymiar. A na zarzut niepraktycznosci takich rozwazan i wynikéw
pokazywat podobno Tales ich zastosowania (obliczat wysoko$¢ piramid
i odlegto$¢ okretu na morzu od brzegu). Uzasadniat, ze abstrakcyjny charak-
ter matematyki jeszcze zwieksza jej praktyczne mozliwosci.

Poza geometria i filozofig (kosmologig) istnieje jeszcze trzecia dziedzina
wiedzy, ktorg zajmowat sie Tales i jego uczniowie - jest nig astronomia (jest
réwniez uznawany za pierwszego greckiego astronoma). Jej zwigzek z ma-
tematyka jest bardzo Scisty. Przez wiele wiekow uznawana byta za dziedzine
matematyki i to wlasnie z matematycznych analiz zwigzanych z astronomia
narodzita sie trygonometria. Jednak dopiero w pracach Hipparcha, Zyjgcego
w Il wieku p.n.e., astronomia uzyskata status dyscypliny w petni naukowej,
a trygonometria rozpoczeta rozwdj jako samodzielny dziat matematyki.

Uczen Talesa, Anaksymander (ok. 610-546 p.n.e.), jest znany jako autor
pierwszej pracy naukowej o przyrodzie. Praca ta byta czytana i komento-
wana przez kilka pokolen greckich uczonych, jednak z czasem zagineta.
Praca ta jest przykladem pasji racjonalnego badania swiata, ktéra go catko-

19 T. Heath, 4 History of Greek Mathematics, t. 1, Dover Publication, New York 1981, s. 128-140.
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wicie pochtoneta. Wprowadzil bardzo interesujaca koncepcje kosmolo-
giczng. Wedtug niego Ziemia jest krotkim walcem, a my zyjemy na jednej
Zjego podstaw. Jest swobodnie zawieszona w Srodku wszech$wiata, bez zad-
nego podparcia, a utrzymywana jest w réwnowadze dzieki rownej odlegto-
$ci od punktéw ekstremalnych i od innych otaczajgcych ja cial niebieskich.

Grecy znali zegary stoneczne od Babiloticzykéw i Egipcjan, podobnie na-
uczyli sie od nich konstruowac¢ mapy. Anaksymander jednak skonstruowat
mape catego $wiata, a nie tylko poszczeg6lnych rejonow (jak Egipcjanie), za-
znaczajgc ksztalty i granice 1ladéw i mérz (odwazna ekstrapolacja), nato-
miast jego zegar miat bardzo ,rozbudowane” funkcje: pokazywat nie tylko
czas w ciggu dnia, ale rowniez pory roku, dni przesilenia i r6wnonocy?°. Zaj-
mowat sie tez problemem kwadratury kota (znalezienie kwadratu o polu
réwnym polu danego kota) i probowat da¢ czysto abstrakcyjne rozwigzanie
tego zagadnienia.

Mozna wiec powiedzie¢, ze w szkole milezyjskiej pojawity sie dwie abs-
trakcyjne dziedziny wiedzy, majace swoja autonomie (i rodzace sie stop-
niowo wraz z nimi metody badawcze) - byty to geometria i kosmologia (fi-
lozoficzna). W znaczacym stopniu oparte byty na wiedzy babiloniskiej czy
egipskiej, jednak osiggnety niespotykany wcze$niej poziom abstrakcji i nie-
zaleznosci od bezposrednich zastosowan praktycznych. Jak zauwazytem, ta-
kie zastosowania miaty jednak miejsce, chociaz byty one ,produktem ubocz-
nym” rozwoju teorii. Dzieki wzrastajacej niezaleznosci od konkretnych do-
Swiadczen, Scistosci poje¢, abstrakcyjnosci i uniwersalnemu charakterowi
dowodéw wzrastata liczba zastosowan matematyki.

Zauwazmy, zZe w przypisywanych Talesowi (i jego szkole) twierdzeniach
zawarte byly idee, ktore staty sie czescig kultury greckiej. Tymi ideami s3:
idea podobienistwa (zwiagzana z twierdzeniem o proporcjonalno$ci odcin-
kéw utworzonych na ramionach kata przez proste réwnolegte) oraz idea sy-
metrii (zwigzana z twierdzeniem mdéwigcym, ze kazda $rednica dzieli okrag
na potowy, czyli identyczne cze$ci - ukazuje ono doskonala symetrie
okregu). W szkole milezyjskiej pojawia sie jeszcze idea rozumowania deduk-
cyjnego, pozwalajacego w oparciu o pierwotne ,oczywistosci” budowaé
w sposéb czysto racjonalny wiedze o $wiecie i osigga¢ pewno$¢ wyprowa-
dzanych wnioskéw, niespotykang przy innych metodach. W przypadku ro-
zumowania indukcyjnego czy poprzez analogie, nawet jesli fakty, na ktérych
oparte jest wnioskowanie, sg catkowicie pewne, poprawnie zaobserwowane
i opisane, to i tak wnioski nie musza by¢ pewne. Natomiast w rozumowaniu

20 Tbidem, s. 139-140.
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dedukcyjnym mamy taki sposéb wyprowadzenia z faktow akceptowanych
nowych stwierdzen, ze czujemy sie ,przymuszeni” do uznania ich prawdzi-
wosci. Sita przekonywania i skutecznos$ci rozumowania dedukcyjnego wy-
daje sie nieprawdopodobna i pokazuje ogromne mozliwosci w rozbudowie
posiadanej wiedzy. Kategoria (kryterium) oczywisto$ci pojawia sie tutaj
w dwbch postaciach i miejscach: jako oczywisto$¢ prostych przestanek, na
ktérych oparte jest rozumowanie, oraz oczywisto$¢ samego procesu wyni-
kania (dedukowania). Metoda dedukcji pokazuje, ze mamy dostep do tego,
co pewne (prawdziwe), i ten obszar pewnos$ci mozemy w sposéb czysto
aprioryczny rozbudowywaé. Jednak w metodzie dedukcyjnej tkwi tez pewne
ryzyko. W wielu przypadkach wystarczajace sa metody przyblizone, nie jest
potrzebna absolutna pewno$¢ (wystarczy duzy stopien prawdopodobien-
stwa), aby doj$¢ do wtasciwych wynikow. Wszystkie formuty i reguty, kto-
rych nie dato sie dedukcyjnie wyprowadzi¢, byty przez Grekéw w konse-
kwencji odrzucane?l. To bardzo zubozyto matematyke (i inne obszary wie-
dzy) w stosunku do matematyki rozwinietej w Egipcie czy Babilonie. Z cza-
sem jednak pozwolito na rzeczywisty i znaczacy przyrost wiedzy, przekra-
czajacy wiedze zdobytg jedynie w oparciu o doswiadczenie empiryczne i mo-
tywowang potrzebami zycia.

Wspomniane idee wrastaja stopniowo w kulture starozytnej Grecji i staja
sie z czasem jej nieodzownym sktadnikiem - tak w ramach réznorodnych
nauk, jak i w literaturze, sztuce oraz przy budowie struktur spotecznych.
Omowie te kwestie doktadniej w dalszej czesci.

2.2. Matematyka w szkole pitagorejskiej

Zatozona na Pétwyspie Apeninskim (w tzw. Wielkiej Grecji w potowie VI
wieku p.n.e.) przez Pitagorasa z Samos (zmart w Metaponcie ok. 500 r. p.n.e.)
szkota zajmowata sie matematyka, filozofig, muzyka, astronomig i mistyka.
Wszystkie te dziedziny byty ze soba powiazane i tworzyty wiedze o dosko-
natym i harmonijnym $wiecie, nazwanym przez pitagorejczykéw Kosmo-
sem. Mieli znaczne osiggniecia w zakresie geometrii, astronomii oraz kosmo-
logii (filozofii przyrody). W ich badaniach szczegdélnego znaczenia nabrata
arytmetyka i to wiasnie oni uczynili z niej - z jednej strony - nowa dziedzine
wiedzy abstrakcyjnej, a z drugiej - wiedze ezoteryczng i mistyczng. Pitago-
rejska teoria liczb, jak rowniez mistyka liczb stanowily i stanowig niestab-
nacy inspiracje dla kolejnych epok. Odkryli oni i rozwijali ponadto nowa
dziedzine matematyki - teorie harmonii muzycznej — ktéra przez cate wieki

21 M. Kline, Mathematics in Western Culture, s. 42-45.
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zaliczana byta do obowigzkowego kanonu wyksztatcenia (i ciagle jest
obecna w wyksztatceniu muzycznym).

To w znacznej mierze dzieki pitagorejczykom matematyka ulegta catko-
witemu przeobrazeniu. Przede wszystkim stata sie nauka par excellence,
uzyskata jedno$¢ w oparciu o stosowang metode dedukcyjng (rozwineli
i udoskonalili te metode uzywang juz w szkole milezyjskiej) - nadali jej
forme swobodnego ksztatcenia?2.

Niewiele z bogatego dorobku szkoty przetrwato. Wiekszo$¢ zachowata
sie w komentarzach i cze$ciowych odpisach u innych autoréw starozytnych.
Sama postaé zatozyciela szkoty, Pitagorasa, owiana jest tajemnicg i jest na
wp6t legendarna. Podobno urodzit sie na wyspie Samos, a okoto roku 530
p.n.e. zatozyl w potudniowej Italii, w miescie Krotona, zwigzek pitagorejski.
Pitagorejczycy zajmowali sie nie tylko nauka i kwestiami filozoficzno-religij-
nymi, lecz rowniez dziatalnoscig polityczng. To sprawito, Ze z poczatku pia-
tego wieku, po nieudanej akcji politycznej, zostali wygnani z potudniowe;j
[talii i zwigzek de facto sie rozpadt. Czes$¢ pitagorejczykéw przezyta i konty-
nuowata w réznych miastach greckich dziatalnos¢ filozoficzno-naukows. Fi-
lozofia pitagorejska byta rozwijana az do konca czwartego wieku p.n.e.,
a skonczyla sie wraz ze $miercig jej ostatniego przedstawiciela Ksenofilosa
z Aten. Natomiast zjawisko zwane pitagoreizmem byto obecne przez caly
okres starozytnosci i w pewnym sensie ciggle wystepuje jako zywa idea
w rozwazaniach nad matematyka. Do najstynniejszych pitagorejczykéw sta-
rozytnosci mozna zaliczy¢: Filolaosa z Tarentu (ok. 470-399 p.n.e., rozwijat
upublicznit nauki szkoty), Archytasa z Tarentu (428-347 p.n.e.), Hipokra-
tesa z Chios (Il potowa V wieku p.n.e.), Teodora z Cyreny (Il potowa V wieku
p-n.e.), Echekratesa z Lokroi (nauczyciel Platona), Teano (Zona Pitagorasa),
Nikomacha z Gerazy (Il wiek n.e.).

0 pogladach pitagorejczykéw i samego Pitagorasa piszg rézni greccy hi-
storycy, w tym Sotion z Aleksandrii (zyjacy w Il wieku p.n.e., Sukcesje filozo-
fow), Diogenes Laertios, Herakleides z Pontu (387-312 p.n.e., Streszczenie
Sotiona). Ten ostatni wspomina o licznych dzietach napisanych przez Pita-
gorasa, w tym: O wszechswiecie, Swiety poemat, O duszy, O poboznosci.
Znane s zywoty Pitagorasa napisane przez Porfiriusza (ok. 232-305), Jam-
blicha (250-326) i Anonima, w ktérych rozwijajg legende Pitagorasa jako
doskonatego uczonego, cztowieka o nadludzkiej mocy.

Porfiriusz w swoim Zywocie Pitagorasa wspomina o podwdjnej meto-
dzie nauczania, jaka stosowat Pitagoras — w rozwinietych wyktadach oraz

22 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, s. 73-80.
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przez symbole. Matematykami zwani byli ci, ktérzy zdobywali petng wiedze,
natomiast akuzmatykami ci, ktérzy zapoznawali sie tylko z najwazniejszymi
podstawami. Dla Pitagorasa badania matematyczne stuzyty do ogladu tego, co
jest miedzy bytami cielesnymi i niecielesnymi, i byly wstepem do badan bytu
rzeczywistego. Natomiast, nie bedgc w stanie uchwyci¢ pierwszych zasad,
uciekli sie do objas$nienia ich przez liczby. I tak pojecie jednosci, tozsamosci i réwno-
$ci, jak tez przyczyne przyjacielskiej zgody, wzajemnego afektu i trwania cato-

ksztattu rzeczywistoSci pozostajacej zawsze taka sama i takim samym porzadku, na-
zwali ,jednym” (hen)?23.

Jak zauwaza Jamblich, Pitagoras przyswoit wiedze geometryczng Egip-
cjan, arytmetyczng Fenicjan oraz astronomiczng Egipcjan i Chaldejczykow,
rozwinat jg, uporzadkowal, uczynit z niej wiedze og6lna i przekazat swoim
uczniom. Przekazat tez nauki o dowodach, definicjach, podziatach i w krét-
kich symbolicznych zwrotach zawierat mnogo$¢ poje¢ i zdarzen, np. w sen-
tencjach: ,Zasada cato$ci jest potowa”, ,Wszystko jest podporzagdkowane
liczbie”, oraz w nazwach: ,kosmos”, ,tetraktys”2+.

Jedna z najwazniejszych kwestii jest ukazanie idei harmonii i jej po-
wszechnego znaczenia - tak w réznorodnych dziedzinach nauki, jak i w ca-
tym obszarze kultury. Te harmonie mozemy poznawac i tworzy¢ dzieki licz-
bie i proporcjom liczbowym. Liczba (w znaczeniu catkowitej dodatniej) byta
dla nich substancjg wszystkich rzeczy. Wszystko jest bowiem policzalne i upo-
rzadkowane przez liczbe, rowniez zjawiska fizyczne mozemy poznawac dzieki
liczbie. Konstelacje na niebie sg charakteryzowane zarazem przez liczbe two-
rzacych je gwiazd, jak i przez ich geometryczny ksztatt (ktdry tez jest przed-
stawialny liczbowo), a ruch planet mozna wyrazi¢ przez proporcje liczbowe.

Budujac jedna teorie matematyki (Yaczac geometrie, arytmetyke, astro-
nomie, teorie harmonii muzycznej i ewentualnie kolejne), wskazywali na
zgodnos$¢ i harmonie wystepujaca pomiedzy poszczeg6lnymi dyscyplinami
matematycznymi. Przejawem harmonii byta wiec matematyka, filozofia jako
umitowanie madrosci, a caty $wiat jako kosmos. Harmonia przejawiata sie
ponadto w metodzie analogii, symetrii, eurytmii (taniec) czy mitosci.

23 Porfiriusz, Jamblich, Anonim, Zywoty Pitagorasa, ttum. ]. Gajda-Krynicka, Wydawnictwo
Epsilon, Wroctaw 1993, s. 16 i 20.

24 Ibidem, s. 83. Tetraktys jest to tréjkat utworzony z dziesieciu punktéw-liczb, majacy dla
pitagorejczykow symboliczne i magiczne znaczenie. Liczba 10 byta dla nich liczbg dosko-
natg, liczbg wszech$wiata, jako suma wszystkich jego wymiaréw: 10 = 1 (punkt) + 2 (linia
prosta utworzona przez dwa punkty, odcinek) + 3 (trzy punkty wyznaczajace powierzch-
nie, tréjkat jako najmniejsza jednostka powierzchni) + 4 (cztery punkty wyznaczajace
przestrzen, czworoscian).
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Harmonia pei u pitagorejczykéw role arche, a matematyka pokazuje,
w jaki spos6b $wiat wytania sie z tej harmonii. Przyktadowo, dla pitagorej-
czykow struktury matematyczne (miedzy innymi tzw. zloty podzial, czyli
»boska proporcja”) staty sie podstawa opracowania kanonéw architektury
$rodziemnomorskiej i ogolnie zasad sztuki, mistyki liczb, koncepcji czto-
wieka i panstwa. W ramach koncepcji pitagorejczykéw realizowany jest wiec
projekt budowania jednosci Swiata, cztowieka i kultury w oparciu o liczby
i inne obiekty matematyczne. Ten projekt realizowany jest de facto przez
cate dzieje cywilizacji europejskiej az do wspotczesnosci.

Dla pitagorejczykéw liczba i stosunki liczbowe nie tylko pozwalajg budo-
wac¢ harmonie §wiata, ale sama liczba i poznanie jej zasad daje najwyzszy
stopien poznania. Poprzez poznanie natury liczb uczymy sie tgczyé
sprzeczne elementy w sp6jna cato$é. Punktem wyjscia teorii liczb jest bo-
wiem podziat na dwa dychotomiczne ,$wiaty” - tego, co parzyste, i tego, co
nieparzyste. Mamy wiec w konsekwencji dwa rodzaje liczb, a matematyka
pitagorejska polegata na poszukiwaniu przej$cia i budowaniu harmonii mie-
dzy tymi dwoma Swiatami (dwiema matematykami). Z jednej strony istniaty
dwie matematyki - liczb parzystych i liczb nieparzystych, ale najwazniejsza
byta jednak matematyka harmonii, ukazujgca liczby jako cato$¢ i przeno-
szaca te harmonie na calg rzeczywistos¢.

Ten podziat liczb jest zasada podziatu bytu: po stronie liczby parzystej
jest nieskonczonos¢, chaos, nieporzadek, a liczba nieparzysta wskazuje na
to, co skoniczone, uporzadkowane. W ten sposdb powstaje pitagorejska na-
uka o przeciwienistwach - mamy dziesie¢ zasad, sa nimi pary przeciwstaw-
nych elementéw: ograniczone - nieograniczone, prawe - lewe, dobre - zte,
meskie — Zenskie, jasne - ciemne, spoczywajgce - poruszajace sie, proste -
krzywe, kwadratowe - prostokatne, jedno$¢ - wielo$¢, no i oczywiscie prze-
ciwienstwo najwazniejsze: nieparzyste — parzyste.

To pitagorejskie podej$cie do wiedzy i Swiata wida¢ najlepiej na przykta-
dzie ich badan w zakresie geometrii. Badali wlasno$ci geometryczne nie
tylko dla ich mozliwych zastosowan, ale, przede wszystkim, aby udoskonali¢
umyst i podnies¢ swoje zycie na wyzszy poziom duchowy. Badali obiekty
geometryczne, aby poznac ich nature.

Przypisuje sie pitagorejczykom twierdzenie méwiace o tym, ze suma ka-
tow w dowolnym troéjkacie rowna sie sumie dwéch katéw prostych, oraz
twierdzenie ogdlniejsze dla dowolnego wielokata o liczbie nbokéw (katow).
Woéwczas suma katdw wewnetrznych wynosi 2n — 4. Interesujace jest tez
twierdzenie moéwiace, ze jedynymi wielokatami foremnymi, ktére wypet-
niajg przestrzen, jesli je umie$cimy razem woko6t pewnego punktu jako ich
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wspdlnego wierzchotka, sg tréjkat rownoboczny, kwadrat i sze$ciokat fo-
remny?s.

Twierdzenia te daja pewng wewnetrzng charakterystyke wielokata i s3
badaniem struktury powierzchni. Podobnie jest w przypadku twierdzenia
Pitagorasa. Nie chodzi im jedynie o stwierdzenia faktu zawartego we wzorze
a? + b% = ¢? (jesli boki tréjkata spetniajg ten warunek, to jest to tréjkat pro-
stokatny, i na odwrét), lecz o badanie wlasnosci trojkatéow prostokatnych
i ukazywanie zalezno$ci z innymi faktami matematycznymi. Dlatego poszu-
kuja ré6znych dowodéw tego twierdzenia oraz znajduja ogélny wzoér pozwa-
lajacy otrzymywac tzw. tréjki pitagorejskie (trzy liczby naturalne [a, b, c]
spelniajace powyzszy warunek). Nastepujacy wzér: a = %(m2 - 1),
b=m,c— %(m2 + 1), pozwala otrzymywac nieskonczenie wiele takich tré-

jek. Dla celéw praktycznych wystarczy tylko jedna taka tréjka, np. dlam = 3
otrzymujemy tréjke (3,4,5). Taka trojka postugiwali sie np. Egipcjanie dla
wyznaczania katéw prostych.

Pitagorejczykom chodzito o poznanie rzeczywistosci i do tego celu sto-
sowali liczby i stosunki miedzy nimi. Tym samym pokazywali racjonalng
i matematyczng strukture $wiata oraz site abstrakcyjnych metod poznania.
W koficu odstaniata sie harmonia miedzy racjonalng strukturg umystu
a Swiatem.

Podsumowujgc, zauwazmy, ze dla pitagorejczykéw matematyka stata sie
wzorem prawdziwej wiedzy. Stad ich filozofia, jak i mistyka oraz kanony
piekna i porzadku (np. spotecznego) miaty korzenie matematyczne. W tej
wizji $wiat byt Kosmosem, a cztowiek Mikrokosmosem.

Najbardziej spektakularna jest teoria harmonii muzycznej, w ktérej har-
monia dzwiekdw oparta jest o proporcje liczbowe, ale duze znaczenie majg
tez inne proby sprowadzenia catej matematyki i innych dziedzin poznania
do arytmetyki (arytmetyzacja wiedzy). Po zatamaniu sie programu arytme-
tyzacji (odkrycie wielko$ci niewspdtmiernych) realizowali program geome-
tryzacji wiedzy. Mimo iz ten program tez nie odniést sukcesu, to jednak
otworzyt droge do zaawansowanych badan algebraicznychze.

2.3. Szkota eleacka i dialektyka

Parmenides, zatozyciel szkoty eleatow, zyt na przetomie szé6stego i pia-
tego wieku (ok. 540-470 p.n.e.). Byt uczniem Ksenofanesa, chociaz nie kon-

25 T. Heath, op. cit,, s. 144.
26 Por. T. Heath, op. cit,, s. 150-154, oraz Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1,
s. 85-96.
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tynuowat jego nauki, natomiast filozofig zafascynowat sie dzieki pitagorej-
czykowi Ameiniasowi. Jako pierwszy wprowadzit ogdlne pojecie Bytu, ktory
byt tylko jeden, niezmienny, wieczny, ograniczony i niepodzielny, tozsamy
z Prawda. Nazywa sie go pierwszym metafizykiem, a jego filozofia jest skraj-
nie monistyczna, antywariabilistyczna, aprioryczna i racjonalistyczna.

Dla matematyki istotne jest odkrycie przez niego metody dialektycznej
(ktéra byta podstawa mysSlenia i dowodzenia dedukcyjnego). Znalazta ona
najpelniejszy zastosowanie w dowodzeniu matematycznym, a r6wniez w lo-
gice, stworzonej przez Arystotelesa i stoikow.

Dialektyka jest metoda dochodzenia do prawdy poprzez zbijanie, odrzu-
canie pogladéw sprzecznych. Metode dialektyki tworzy Parmenides wraz
z odkrywaniem wtasciwosci bytu?’. Gtéwna teza, na ktérej wspiera sie cate
rozumowanie, stwierdza, ze by¢ i by¢ pomyslanym jest tym samym. Chodzi
o to, Ze nie istnieje mys$lenie bez przedmiotu mys$lenia. Czy w tej tezie mamy
do czynienia z utozsamieniem bytu i myslenia, czy z ich przeciwstawieniem?
Moze i jedno, i drugie ma miejsce, ale istotne jest to, Ze mys$l moze wyrazié
to, co istnieje, i tylko to, co istnieje. Poznawang przez mysl rzeczywisto$¢ uj-
muj3 pojecia. Pojecia sprzeczne nie moga wiec opisywac niczego, co istnieje.
Poprzez ich odrzucanie zostajg pojecia opisujace rzeczywisto$¢ (mozna po-
wiedzie¢ - pojecia dobrze zdefiniowane). W konsekwencji mamy peing od-
powiednio$¢ miedzy jezykiem a rzeczywistos$cia.

Kolejng analizowang kwestig jest stato$¢ poje¢. Gdyby bowiem tresc¢ po-
jecia ulegata zmianie, to de facto zmieniatoby sie samo pojecie. Pojecie jest
tym, czym jest, niczym innym by¢ nie moze (zasada tozsamosci). Poniewaz
zachodzi petny zwigzek miedzy pojeciami i myslami a bytem (Parmenides
pierwszy postawit zagadnienie stosunku poznania do poznawanego $wiata),
wiec niemozliwa jest ciggta zmienno$¢ zjawisk. Wynika to oczywiscie z tego,
Ze nie do zrealizowania bytby zwigzek miedzy stalymi pojeciami - jako two-
rami naszego umystu - a zmiennymi zjawiskami, ktore te pojecia opisuja. To
napiecie miedzy statoscig poje¢ a zmienno$cia zjawiska prowadzi do wnio-
sku, ze to, co ujmujemy i opisujemy statymi pojeciami, tez musi by¢ state.

Podsumowujgc, zauwazmy, Ze to, co jest (i nic ponad to), moze by¢ wy-
razone mys$la i ujete w pojecia. Z tego ,jezykowego” punktu widzenia (a wiec
poprzez analize pojecia tego, co jest) powstajace nie istnialoby, zanim po-
wstato, i powstatoby z tego, czego nie ma. Poniewaz powstajace nie istnia-
toby, zanim powstato zanikajgce, w koricu i samo musi przestac istniec. Prze-

27 Por. W. Heinrich, Filozofia grecka do Platona (rozwdj zagadnien), Towarzystwo Naukowe
Warszawskie, Krakow 1914, s. 105-121.
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ciez niemozliwe jest, aby tego, co jest istniejgce, nie byto. Musi by¢ wiec nie-
zniszczalne, niepodzielne, nigdy niezrodzone, bez poczatku i konca, rowno-
miernie roztoZone, ciagle, przestrzennie skonczone (ma ksztatt kuli), nie-
podlegajace zadnej zmianie.

Przy wyprowadzaniu cech bytu Parmenides stosuje rozumowanie czysto
dialektyczne. Spdjrzmy jeszcze raz, jak wyglada to rozumowanie. Nie mozna
bez sprzecznos$ci powiedzie¢, Ze to, co jest, powstato z tego, co nie jest. Bo
inaczej zatozyliby$Smy, ze Zrédto, z ktérego co$ czerpie swoje wlasciwosci,
jest i nie jest zarazem (jako nieistniejace nie moze przekaza¢ wtasciwosci,
ktdérych nie posiada). A sita dowodzenia polega na tym, ze nigdy nie moze
by¢ dowiedzione istnienie nieistniejgcego.

Wszystkie rzeczy zachowuja zwigzek miedzy sobg, a zarazem utrzymuja
wtasng odrebnos¢. ,Nie odsuniesz tego, co jest, od zwigzku z tym, co jest, ani
tak, by sie wszedzie zupelnie rozproszyto (we wszechs$wiecie), ani tak, by sie
w kupe zbito”28, Dzieki tej uniwersalnej zasadzie zaleznos$ci wszystkiego, co
istnieje, od siebie nawzajem, z jednoczesnym obowigzywaniem zasady toz-
samo$ci - mozliwe jest rozumowanie dedukcyjne, ktére w ramach we-
wnetrznej argumentacji prowadzi do zewnetrznej rzeczywistosci.

Mozna sformutowac nastepujacg zasade dialektyki:

Musi istniec to, co opisuje system niesprzecznych poje¢, a to, co opisuje
system sprzecznych poje¢, nie istnieje. Jesli wiec, dokonawszy analizy pew-
nego uktadu poje¢, zauwazymy, Ze jest on wewnetrznie sprzeczny, to bedzie
to znaczylo, Ze to, co on niby opisuje, nie istnieje.

Czescig sktadowa i podstawg dialektyki sa nastepujgce zasady:

— zasada pelnej odpowiednio$ci miedzy systemem pojec a rzeczywistoscia

(tym, co istnieje);

— zasada stabilnosci i statosci poje¢, z ktérej wynika zasada statosci bytu;
— zasada tozsamosci - tak w znaczeniu logicznym, jak i ontologicznym;
— zasada niesprzeczno$ci: nie mozna bez sprzeczno$ci pomysle¢ i ujaé

w pojecia to, co nie istnieje;

— zasada zalezno$ci wszystkich elementéw istniejgcych od siebie nawzajem.

Trzeba zauwazy¢, ze koncepcja dialektyki Parmenidesa przeciwstawia
sie tak koncepcji Heraklita, jak i Pitagorasa. U Parmenidesa nie ma bowiem
podziatu (jak u Pitagorasa np. na liczby parzyste i nieparzyste, co pociagato
za sobg dychotomiczny podziat catej rzeczywistosci) ani zmiennosci (jak
u Heraklita) na poziomie bytu, lecz absolutna jednos$¢ i niezmiennos$¢. Wszak
Heraklit glosit absolutng jedno$¢ bytu. Przywotajmy dwie jego mysli: ,Nie

28 [bidem, s. 115.
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mnie, lecz prawa postuchawszy, dobrze jest przyzna¢, ze wszystko jest jed-
noscig”2%. Kolejna pokazuje jednak, ze jednos¢ budowana jest z rzeczy roz-
nych: ,Rozbiezne zbiega sie z rzeczy réznych i powstaje najpiekniejsza har-
monia. Wszystko powstaje ze sporu”30. Mozna powiedzie¢, ze u Heraklita
proces dialektyczny to nie metoda dowodzenia, dochodzenia do prawdy,
lecz cecha rzeczywistoSci. U Heraklita rzeczywisto$¢ pozwala sie poznac po-
przez ukazywanie harmonii. U Parmenidesa rzeczywisto$¢ sama nie wpad-
nie w nasze sieci poznania, bo jest nieruchoma. To my musimy ruszy¢ siecig
mys$lenia dialektycznego, co pozwoli nam oming¢ pozory bytu. Jest to takie
dialektyczne ,potrzgsanie nieruchomym”.

Wydaje sie, ze mamy tutaj pewna niekonsekwencje. Przeciez, wedtug
Parmenidesa, tylko byt istnieje i jest nieruchomy, natomiast niebytu nie ma.
Czym jest wobec tego metoda dialektyczna, o ktérej pisze i ktoéra stosuje Par-
menides? Nie moze by¢ bytem, ale nie jest tez niebytem. Jest czyms, co wyrasta
ponad podziat byt - niebyt”, transcenduje go. Sama metoda dialektyczna nie
podlega metodzie dialektycznej, jak i poznawanie, ktérej jest czesScia.

3. Miejsce edukacji matematycznej w greckiej koncepcji
paidei

Réwnolegle z rozwojem greckiej filozofii i nauki ksztattowata sie, zwia-
zana z wychowaniem i nauczaniem, idea paidei3!. Jest ona obecna w kolej-
nych epokach jako niezbedny sktadnik koncepcji wychowania i kultury.
W idei tej chodzi o ksztattowanie doskonatego cztowieka (jako jednostke, ale
tez obywatela i cztonka réznych spotecznosci) poprzez uczenie cnét i ksztat-
towanie sprawno$ci moralnych. Do tego potrzebny jest odpowiednio zorga-
nizowany system nauczania, w ktérym ¢wiczone i rozwijane jest ciato oraz
wszystkie wtadze duszy. Temu celowi ma stuzy¢ nauczanie muzyczne, gim-
nastyczne, ale tez wiedza matematyczna, dialektyczna, retoryczna i lite-
racka3z, Istotna byta tez bezposrednia relacja ucznia (wychowanka) z nau-
czycielem, poprzez ktorg uzyskiwat wartosci niemozliwe do zdobycia w inny
spos6b. W ten sposdb mogta by¢ osiggnieta sprawnos$¢ duchowa (moralna,
intelektualna) podnoszaca poziom i jako$¢ egzystencji. Kolejnym sktadni-

29 Ibidem, s. 91.

30 ]bidem, s. 96.

31 W. Jaeger, Paideia, ttum. H. Bednarek, M. Plezia, Fundacja Aletheia, Warszawa 2001.

32 7 czasem uksztattowat sie podziat na dwa bloki nauk wyzwolonych: nauki matematyczne
(quadrivium) oraz nauki humanistyczne (trivium).
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kiem paidei jest ukazanie i wigczenie w obszar kultury ponadczasowego
i uniwersalnego ideatu cztowieka, do ktérego wszyscy mieli zmierza¢ w proce-
sie edukacji. Edukacja miata dotyczy¢ kazdego, niezaleZnie od pfici i statusu spo-
tecznego, a czuwac nad nim mialy instytucje panstwa (edukacja powszechna
i publiczna)33. Miata rodzi¢ ludzi wolnych i dobrych (dzielnych moralnie), ktd-
rych cechowataby szlachetno$¢ ducha (nowy rodzaj szlacheckosci, ,dobrego
urodzenia”, kaloxdayartia). Zatozono, ze bez tak rozumianej edukacji niemoz-
liwy jest rozwoj kultury. Budowana w kazdym cztowieku harmonia miata by¢
przetozona na harmonie w spoteczenstwie i kulturze. W ten sposéb jako ele-
menty kultury powstawaty: kultura fizyczna, muzyczna, matematyczna, dialek-
tyczna (logiczna), retoryczna, literacka i inne. Tworzyta sie coraz wieksza zazy-
to$¢ ludzi z kolejnymi, coraz szerszymi obszarami $wiata kultury. W ksztatto-
waniu sie tego idealu kluczowe znaczenie miaty greckie szkoty filozoficzne,
z ktorych jedng z wazniejszych rél odegrata Akademia Platona. To gtéwnie po-
przez dziatalno$¢ Akademii zostata ukazana centralna rola matematyki jako na-
rzedzia ksztattujgcego myslenie i otwierajacego droge do prawdy3+.

3.1. Matematyka w platonskim programie nauczania i wychowania

Platoriski system nauczania i wychowania byt $cisle powigzany z idea
Akademii, wprowadzang w Zycie w stworzonej przez siebie instytucji, w kto6-
rej dominujagcym projektem byly badania matematyczne jako droga do
$wiata idei oraz budowa systemu filozoficznego (zawierajacego wizje pan-
stwa idealnego i realnego, poglady metafizyczne, etyczne i teoriopoznaw-
cze). Istniejg poglady, ze pisane przez Platona dialogi byly uzywane przez
niego w Akademii do nauczania. Byt to rodzaj podrecznikow, zeszytéw ¢Ewi-
czen, poprzez ktore filozofia byta nauczana i tworzona. Mozliwe tez, Ze nie-
ktdre dialogi nie byly przeznaczone do publikacji, lecz jedynie do przerabia-
nia ich w zamknietym gronie uczniow Akademii, np. Parmenides czy Ti-
majosss. Swiadczy¢ ma o tym ich tajemnicza, niejasna i ezoteryczna forma.
Szczegdly wyjasniat sam Platon jedynie ustnie, uwazajac, ze sg prawdy, kto-
rych przekaz jest mozliwy jedynie w formie bezposredniej, w zywym dialogu
ymistrz-uczen” (dypagpa doyuara - nauka niepisana). Informacje o tej nauce
niepisanej zawarte sg w niektorych publikowanych po $mierci Platona pi-
smach czy w pracach jego uczniéw, np. u Arystotelesa.

33 Gléwnymi oredownikami takiego ksztatcenia byli Platon oraz Izokrates.

34 Por. H.I. Marrou, Historia wychowania w staroZytnosci, ttum. S. Lo$, PIW, Warszawa 1969.

35 Plato’s Academy. Its Workings and Its History, red. P. Kalligas, Ch. Balla, E. Baziotopoulou-
Valavani, V. Karasmanis, Cambridge University Press, Cambridge 2020, s. 90-91.
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Akademia istniata nieprzerwanie przez 300 lat az do zniszczenia jej
przez dowodce rzymskiego Sulle w 86 roku p.n.e. Byta straznikiem dziedzic-
twa mysli Platona, przechodzita rézne przemiany. Miata decydujacy wplyw
na filozoficzne i naukowe mys$lenie, a szczegdlnie interesujacy jest jej wktad
w rozwo6j matematyki tego okresu. Dla uksztattowania sie greckiej dojrzate;j
matematyki istotne sg badania metodologiczne Platona nad matematyka i jej
podstawami. To Platon doprowadzit ostatecznie do wyzwolenia sie matema-
tyki z presji doSwiadczenia i uczynit z niej nauke abstrakcyjna. Stato sie to
w czwartym wieku, w czasie pierwszego czterdziestoletniego istnienia Aka-
demii, pod rzadami Platona.

I believe that it is more likely to suppose that at the time of Plato (at least) there had
already been an interrelation between mathematics and philosophy, since most of
the mathematicians of that time were also philosophers (Archytas, Theaetetus,
Leodamas, Leon, Eudoxus, Menaechmus, Philips of Medme, Heraclides etc.). There
mathematicians, who were all related to the Academy, worked out a transformation
in mathematics and led geometry to its axiomatizations36.

Sam Platon wskazywat na zasadniczg réznice miedzy metodg matema-
tyczng a filozoficzng (dialektyczng), jednak widziat konieczno$¢ ich wspot-
dziatania (droga w gore i droga w doét). I w Akademii takie wspotdziatanie
miato miejsce.

Jak zauwaza Vassilis Karasmanis w cytowanym artykule, w IV wieku
Akademia stata sie centrum badan matematycznych. Miedzy pokoleniem
Teodora z Cyreny (u ktorego uczyt sie matematyki Platon) a kolejnym poko-
leniem Teajteta nastgpita fundamentalna zmiana. Teodor interesowat sie
tylko matematycznymi problemami i ich rozwigzaniami, nie dazyt do ich uo-
gblnien, nie interesowata go filozofia i dialektyczne dyskusje. Natomiast
Teajtet byt nie tylko matematykiem, ale tez filozofem, dazyt do stworzenia
ogolnej teorii niewspotmiernosci, zajmowato go formutowanie definicji uzy-
wanych poje¢ matematycznych, ale tez szerzej badat zagadnienia logiczne,
etyczne i polityczne. Matematyczne problemy staty sie obecne w intelektu-
alnej atmosferze 6wczesnych Aten. Jest to ewidentny wptyw Platona i jego
Akademii. Pod wptywem Platona mtodzi filozofowie stali sie matematykami,
nie porzucajac dawnych upodoban. To Platon przekonat ich, ze aby rzetelnie
uprawiac filozofie, nalezy najpierw opanowac sztuke matematycznego rozu-
mowania. Zaprosit tez matematykéw do uprawiania filozofii, przekonat ich,
Ze najwyzszy stopien wiedzy dajg badania hipotez, zatozen, poje¢, metod
wnioskowania. Sg to juz badania ponadmatematyczne (nazwane dialek-

36 V. Karasmanis, Plato and the Mathematics of the Academy, [w:] Plato’s Academy; s. 109.
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tyka), oparte jednak na matematycznych wynikach i bedace ich ukoronowa-
niem. Matematyka stata sie wiec miejscem, gdzie uprawiana byta filozofia,
na réwni z badaniami matematycznymi i samym nauczaniem. Proklos
w swoim Komentarzu do I ksiegi Elementownajwazniejszych matematykow
IV wieku wigze z Platonem37.

Oczywiscie, idea akademii nie byta wytacznym dzietem Platona. Wzoro-
wat sie na istniejgcych za jego zycia i wcze$niej szkotach filozoficznych, szcze-
gblnie na pitagorejskiej i eleackiej. Byta to jednak nie tylko swoista summa
tamtych idei, lecz istotne novum, polegajace na potaczeniu badan matema-
tycznych z filozoficznymi, z jednoczesna refleksja nad zagadnieniami eduka-
cyjnymi, antropologicznymi, kosmologicznymi i spotecznymi. Jej zadaniem
byto tez wptywac na ksztalt Zycia spotecznego i politycznego poprzez ksztat-
cenie i formowanie ludzi. I rzeczywiscie, Akademia miata istotny wptyw na
sposéb budowania kultury (6wczesnych Aten, a p6zniej europejskiej i jeszcze
szerzej), w tym (publicznego i powszechnego) systemu nauczania. W idei aka-
demii mamy do czynienia ze swoistg syntezg innych idei. Trzeba jednak pa-
mietac, Ze nie wszystkie 6wczesne koncepcje zostalty uwzglednione w bada-
niach Platona. Odrzucit przede wszystkim koncepcje Demokryta o spéjnosci
miedzy poznaniem naturalnym i zmystowym a wiedzg matematyczna i filozo-
ficzng (ktdéra zaktadata zarazem rozdziat miedzy tymi rodzajami poznania).
Wizja Demokryta byta wielkg konkurencyjng (wobec Platonskiej) wizjg budo-
wania nauki oraz systemu edukacyjnego i spotecznego. Wedtug niego celem
zycia byto osiaggniecie wewnetrznej réwnowagi, spokoju ducha. Nalezy unika¢
wszystkiego, co niszczy uczucie zadowolenia38. Mimo Ze uczucia zadowolenia
i przyjemnosci sg subiektywne, to dobro i prawda sg wspoélne dla wszystkich
ludzi, bo wyrastaja z natury. Natura i wychowanie sa do siebie podobne, jedno
i drugie bowiem ksztattujg cztowieka, wychowanie tworzy w cztowieku drugg
nature, dopetniajaca te pierwsza.

Dla Demokryta caty proces wychowania musi polega¢ na uczeniu sie bu-
dowania, w sobie i wokoét siebie, harmonii (czyli dobra, ktore obejmuje rézne
rodzaje rzeczywistosci). W tym budowaniu harmonii konieczne jest pozna-
wanie tak bytu-atomu (do czego niezbedna jest matematyka), jak i niebytu-
prézni (tutaj potrzebne sa kolejne nauki). Demokryt uwazat, ze préznia ist-
nieje nie mniej od bytu, tak byt, jak i pr6znia s3 u poczatku rzeczywistosci.

37 Ibidem, s. 108-117.

38 Ukazane ponizej poglady Demokryta na temat edukacji oraz miejsca w niej dla ksztatcenia
matematycznego sa pewna rekonstrukcja zbudowang w oparciu o znane nam jego metafi-
zyczne i etyczne poglady oraz kilka zachowanych uwag na temat wychowania. Z tych frag-
mentéw mozna bowiem okresli¢ demokrytejski ideat filozofa.
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Proces edukacji powinien zharmonizowac¢ te dwie grupy nauk, dzieki
czemu stanie sie skuteczny w przekazywaniu wiedzy o pieknie i harmonii
$wiata oraz w budowaniu dobra w wychowankach. Niewtasciwe i destruk-
cyjne dla tego procesu jest ukazywanie nieusuwalnej opozycji miedzy
zmiennoscia i stato$cia, bytem i nico$cig oraz episteme a doksa. Zamiast ka-
tegorii ,przeciwstawiania”, kluczowa w procesie poznawania $wiata i wy-
chowywania cztowieka staje sie dla Demokryta kategoria ,dopelniania”.
Cztowiek, nasladujac nature, tworzy réznego rodzaju rzemiosta, natomiast
dopenia je poprzez sztuke, jako swéj wktad do tego, co daje nam natura. Po-
dobnie poznanie rozumowe (w tym matematyczne) nie jest przeciwsta-
wiane ciemnemu i niejasnemu poznaniu zmystowemu, lecz stanowi jego do-
petienie. To taczenie i dopeknianie jest esencja wychowania, rodzi dobro-
harmonie i daje szczeScie. Demokryt nawotuje, aby w przezywaniu $wiata
i w dziataniach zawsze kierowac sie zasadg miary. Jej realizacja prowadzi
cztowieka do stanu doskonatosci, daje mu eudajmonie - szczescie jako efekt
pelnej harmonii wewnetrznej (ciata i duszy oraz wszystkich wtadz umystu)
i zewnetrznej (z innymi ludZmi i $wiatem).

Idea akademii byla ksztaltowana i rozwijana roéwniez przez pdZniejsze
szkoty naukowe i filozoficzne (Likejon Arystotelesa, Ogréd Epikura, Stoe,
Szkote Aleksandryjska i inne). Jednak mozna zaobserwowac bardzo wy-
razny wptyw Demokryta, ktéry w wielu przypadkach przewazat. Idea
ogrodu Epikura, jako miejsca uprawiania filozofii i nauk, jest przyktadem bu-
dowania harmonii miedzy cztowiekiem a przyroda (ogréd natury), miedzy
ludZmi (ogréd przyjazni) oraz miedzy naukami, filozofig a sztuka (ogréd
nauk i sztuk).

W duzej mierze poprzez idee akademii ksztattuje sie ideat nauki, w kto-
rym $wiat byt rozumiany i poznawany jako Kosmos i stat sie podstawowym
odniesieniem przy postrzeganiu i ksztattowaniu cztowieka i panstwa (jako
Mikrokosmosu). Triada ,Swiat-Panstwo-Cztowiek” stala sie podstawa do
budowania analogii miedzy elementami tej triady, na ktérych oparty zostat
system ksztatcenia, wychowania (w tym politycznego). Zwornikiem catego
systemu stato sie Dobro (wspdélne oraz indywidualne), idea prawdy (o $wie-
cie, o cztowieku) i sprawnosci moralne, cnoty (w tym najwazniejsza cnota
sprawiedliwosci jako podstawa wychowania i zarazem urzgdzania panstwa
przez ludzi realizujacych te cnote). Do realizacji tego ideatu potrzebne byto
takie wysubtelnienie i wzmocnienie umystu (poprzez matematyke i inne na-
uki), aby byt on zdolny catkowicie zapanowa¢ nad sferg zmystéw, uczué
i jezykiem. W ten sposdb mogtoby dojs¢ do przezwyciezenia fatum i chaosu
(wychowanie dzielnego cztowieka i budowanie doskonatego spoteczen-
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stwa). Podstawowym Kryterium skuteczno$ci procesu wychowania stata sie
zdolno$¢ do bezinteresownej kontemplacji prawdy i umiejetno$¢ dostrzega-
nia jej w sobie i w innych. Pojawia sie w ten sposéb potaczenie elitarnosci
z egalitaryzmem oraz uniwersalizmem w zdobywaniu wiedzy.

W platoniskim projekcie nauczania na kazdym etapie edukacji nalezy
w sposéb harmonijny ksztattowaé ciato i dusze. Wazna role miaty ¢wiczenia
fizyczne (gimnastyka) oraz muzyka, jednak najwazniejsza role petmito nau-
czanie matematyki. Nauczanie powinno ksztattowaé¢ wolnego cztowieka
i wobec tego nauka powinna by¢ podejmowana nie pod przymusem, lecz
jako wyraz wolnego wyboru; dlatego, wedtug Platona, na poczatku ma mie¢
charakter zabawy, podczas ktérej nabywane sg umiejetnos$ci praktyczne, ta-
kie jak: nauka liczenia, obliczania dtugosci, p6l i objetosci oraz elementéw
astronomii. W kolejnych etapach trzeba przechodzi¢ stopniowo do matema-
tyki czystej, ktoéra odrywa sie od $wiata cieni, materii i zmystow.

Wielka metaforg platonska, ukazujaca droge do wolnosci i prawdy, jest
»,mit o jaskini”, przedstawiony przez Platona na poczatku VII ksiegi Parn-
stwa®?. Ksiega ta poSwiecona jest miejscu matematyki w nauczaniu i jej roli
w tej drodze do wolnosci i prawdy. Poza arytmetyka, geometrig i stereome-
trig (ktdéra Platon proponuje wprowadzi¢ do nauczania), szczeg6lng role od-
grywaja astronomia i teoria harmonii muzycznej. Obie startujg od doswiad-
czenia zmystowego: pierwsza zaczyna od wzroku, a druga od stuchu, i badajg
konkretne zjawiska zwigzane z odpowiednimi doswiadczeniami zmysto-
wymi. ,Bodaj Ze tak, jak oczy zostaly zbudowane dla astronomii, to znowu
uszy s3 zbudowane dla ruchu harmonicznego i te dwie gatezie nauki sg jak
dwie siostry”#9. Trzeba jednak wznies$¢ sie od tych obrazéw i dzwiekéw do
zagadnien teoretycznych i badac , ktére liczby harmonizujg, a ktére nie, i dla-
czego tak robig jedne i drugie”41.

I w konicu dochodzi sie do wiedzy najwyzszej, do sztuki madrych roz-
mow, do dialektyki. ,Tak samo i wtedy, kiedy kto$ z drugim madrze rozma-
wiac¢ zacznie, a nie postuguje sie przy tym zadnymi spostrzezeniami zmysto-
wymi, tylko sie myslg zwraca do tego, co jest Dobrem samym; wtedy staje
u szczytu $wiata mysli, podobnie jak tamten u szczytu Swiata widzialnego”42.

0d poczatku procesu edukacyjnego matematyka jest tym rodzajem ak-
tywnosci, ktoéry najbardziej rozwija pamie¢ i pobudza umyst do wysitku
i sprawia, ze cztowiek przekracza mozliwosci swojej natury.

39 Platon, Panstwo, Prawa, op. cit,, ks. VIIL.
40 [bidem, s. 238.

41 Ibidem, s. 239.

42 Tbidem, s. 239-240.
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Bo jezeli idzie o gospodarstwo i ustrdj panstwowy i wszystkie umiejetnosci, ani je-
den przedmiot z tych, ktérych sie chtopcy ucza, nie ma tak wielkiego znaczenia, jak
sprawno$¢ w postugiwaniu sie liczbami. A najwieksze znaczenie ma to, zZe ta umie-
jetno$¢ zasypiajacego i niezdolnego z natury budzi i robi go zdolnym do nauki, i po-
prawia pamiec i bystro$¢ tak, ze zaczyna on robi¢ postepy wbrew wtasnej naturze,
a dzieki tej boskiej umiejetnosci‘3.

Zauwazmy, Ze dla Platona na tej edukacyjnej drodze do Dobra (znajduja-
cego sie ponad bytem) najwazniejsza staje sie umiejetno$¢ pomijania tego,
co nieistotne i majace, wedtug Platona, tylko pozory istnienia. Dzieki mate-
matyce uczymy sie poruszac po Swiecie idei, zmierzamy do opanowania naj-
wazniejszej z nauk - dialektyki. Natomiast dla Demokryta dobro stanowi do-
skonalg harmonie i synteze $wiata, réznych obszaréw rzeczywisto$ci, nauk,
rzemiost i sztuki. Dla Platona najwazniejsza w nauczaniu jest sztuka wybie-
rania i pomijania (idea elitaryzmu, nauczania ekskluzywnego), a dla Demo-
kryta - sztuka tgczenia i harmonizowania (idea egalitaryzmu, nauczania in-
kluzywnego). Droga Platona jest ponadto droga wzwyz, wchodzenia na
szczyty $wiata i mysli, aby dotrze¢ do prawdziwego bytu, w odréznieniu od
drogi Demokryta, ktéra jest drogg w giab, gdzie znajduje sie ukryty przed
zmystami byt, rozpoznawany jedynie przez umyst. W obu koncepcjach ma-
tematyka odgrywa kluczowq role, jesli jednak dla Platona jest sitag pozwala-
jaca wyrwac sie z niewoli zmystdw, to dla Demokryta rozjasnia ciemng wie-
dze zmystowag, ukazuje jej warto$¢ poznawczg, taczy ja z wiedzg o bycie.

Nalezy wspomnie¢ o jeszcze dwoch koncepcjach edukacyjnych, ktére
miaty duze znaczenie dla utworzenia greckiej idei paidei, w ktérych jednak
rola matematyki byta znacznie mniejsza. Byty to koncepcje rozwazane
w szkotach [zokratesa oraz Arystotelesa.

[zokrates (436-338 p.n.e.), zwany ojcem humanizmu, gtosit potrzebe
ksztatcenia powszechnego. Swoja szkote, ktdra podobnie jak Akademia Pla-
tona miata za zadanie wptywaé poprzez edukacje i uprawiang nauke na zycie
spoteczne i polityczne, zatozyt niedaleko Likejonu. Najwazniejsza z nauk
stata sie dla niego sztuka retoryki, do ktérej przygotowaniem byty inne na-
uki. Retoryka byta szczytem procesu edukacji. Chodzito mu o wyksztatcenie
dobrych politykow, umiejacych wptywac na sprawy panstwa i dziatajacych
dla jego dobra. Ludzie ci musieli jednak posiada¢ szeroka wiedze w zakresie
réznych nauk, by¢ mito$nikami i mistrzami stowa oraz kierowac sie moc-
nymi zasadami moralnymi. Podobnie jak Platon zaktadat, ze pomiedzy
sprawnoscia fizyczng a kulturg umystowa musi istnie¢ petna ré6wnowaga
i harmonia. Wprowadzit jako niezbedne w procesie edukacyjnym cztery

43 Ibidem, s. 441.
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bloki przedmiotéw: blok literacki, filozoficzny (umiejetnosci dialektyczne
i retoryczne), historyczny oraz matematyczny.

Matematyka peinita role narzedzia ksztattujacego precyzje myslenia
i wypowiadania sie, dobierania odpowiednich argumentéw w realizacji
ustalonych cel6w, a ponadto uczyta systematycznosci i odwagi myslenia. Bez
przygotowania matematycznego (opanowania jezyka matematyki i metod
dowodzenia) mowa nie byta w stanie wykorzysta¢ swojej mocy i stuzy¢ do
budowania odpowiednich relacji spotecznych#+.

3.2. Matematyka w systemie nauczania Arystotelesa

We wszystkich wspomnianych koncepcjach, tak rowniez i u Arystotelesa
(384-322 p.n.e.), celem wychowania bylo uczynienie cztowieka szczesli-
wym. Do tego potrzebne byto jednak osiagniecie doskonatosci (stanu we-
wnetrznej, ale i zewnetrznej harmonii). Niezbedne byto zatem uprawianie
filozofii, r6znych nauk oraz ksztattowanie sprawnosci moralnych oraz inte-
lektualnych. Arystoteles zatozyt w 335 roku p.n.e. na przedmieSciach Aten,
przy $wiatyni Apollina, swoja szkote - Likejon - ktéra stata sie centrum ba-
dan naukowych i filozoficznych. Stworzyt i rozwingt wiele dyscyplin, obej-
mujgcych nauki teoretyczne, praktyczne i wytworcze. Szczegdlng role od-
grywaty trzy: metafizyka (jako jedna z nauk teoretycznych, obok matema-
tyki i fizyki, zajmujaca sie poznaniem bytu jako takiego), etyka (jedna z nauk
praktycznych jako teoria cnoét) i stworzona przez niego logika. Uprawianie
tych nauk bylo istotnym elementem na drodze do doskonatosci, dobra
i szczescia.

Jak wiadomo, dla Platona najwazniejsza byta dialektyka, ktérej uprawia-
nie pozwalato na osiggniecie doskonatosci moralnej, byta ona drogg do Do-
bra i prawdziwej wiedzy i badata podstawy nauk (przede wszystkim mate-
matyki). Zbudowane przez Arystotelesa logika, metafizyka oraz etyka poka-
zywaty, jak mozliwa jest sztuka dialektyki. Dopiero te trzy nauki razem po-
kazywaty, czym jest i jak dziata dialektyka.

Arystoteles zauwazyl bowiem, ze aby budowa¢ w sobie cnoty etyczne
(mestwo, umiarkowanie, wielkoduszno$¢, sprawiedliwo$¢, itd.), nalezy naj-
pierw posig$¢ cnoty dianoetyczne (czyli rozumowe). Przewaznie cnota
etyczna jest ,ztotym $rodkiem” pomiedzy ztem niedomiaru a ztem nadmiaru
(np. cnota mestwa powstaje jako efekt ,racjonalnego wywazenia” miedzy
tchérzostwem a brawurg). Wiedza (nauka), jako ksztattujaca cnoty diano-
etyczne, jest wiec niezbedna do osiggniecia stanu szczeScia, czyli doskonatosci.

44 Por. H.I. Marrou, Historia wychowania w staroZytnosci, s. 129-145.
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Natomiast logika stanowita niezbedne wprowadzenie do wszystkich
nauk, miata by¢ nauczana jako narzedzie porzadkujgce nauki, Swiat i mysle-
nie oraz narzedzie apriorycznego uzyskiwania wiedzy. To ona, budujac
i ukazujgc porzadek Swiata, pozwalata pozna¢ swiat jako kosmos, a w przy-
padku cztowieka i struktur spotecznych uczyta, jak uksztattowaé¢ doskona-
tego i szczesliwego cztowieka i zrealizowaé panstwo ,optymalne”, dajace
mozliwos$¢ osiggniecia szczescia przez obywatela. Logika byta dla Arystote-
lesa logosem objawiajgcym sie w formach i strukturach jezyka oraz Swiata -
byta wiec nie tylko $rodkiem, ale i idealnym celem edukacji oraz poznania“s.

Okazuje sie w koncu, Ze ranga nauk matematycznych w calym systemie
nauk nie jest taka mata. Arystoteles zauwaza, ze nauki matematyczne moéwig
réwniez o pojeciach dobra i piekna, gdyz charakteryzuja sie w swojej struk-
turze pieknem, porzadkiem, symetrig i wyrazisto$cig, a ponadto same zaj-
muja sie badaniem tych zagadnien. Nie mozna wiec poming¢ matematyki
w procesie edukacji réwniez dlatego, ze te cechy to ona wtasnie najpetniej
ukazuje i realizuje. Nauki matematyczne maja tez Scisty zwigzek zaréwno
z rzeczami zmystowymi, jak i pojeciami ogélnymi, sa wiec naturalnym po-
$rednikiem miedzy tymi rodzajami wiedzy i pozwalajg zachowac¢ jednos$¢ na-
uki i procesu edukacyjnego.

Warto zauwazy¢, ze zbudowany przez Arystotelesa Likejon byl nowego
rodzaju jednostka edukacyjno-naukowa, wykraczajaca poza idee Akademii
i zapowiadajaca nowy rodzaj instytucji naukowych. Podejmowano w nim
bowiem wszelkiego rodzaju badania, w tym w zakresie nauk przyrodni-
czych, psychologicznych i innych. Stat sie swoistym centrum badawczym,
gdzie wszystkie nauki mogly by¢ reprezentowane, rozwijane i tworzone
nowe. Jego szkota funkcjonowata pod protektoratem panstwowym (Alek-
sandra Macedonskiego), co tez stato sie typowe dla tego typu instytucji.
Zgodnie z ideg Likejonu zostata utworzona krotko po $mierci Arystotelesa,
pod patronatem Ptolemeuszow, wladcoéw Egiptu, Biblioteka Aleksandryjska
i Musejon. Potem przez kolejne wieki powstawaty dalsze tego typu instytu-
cje. W ramach prowadzonych tam badan powoli krystalizujg sie osobne
dziaty nauki. Wytaniaja sie one gtéwnie z filozofii przyrody, ale rowniez
z filozofii spotecznej. Niektore nauki rodzg sie na styku réznego rodzaju ba-
dan, na przyktad medycyna zaczeta sie ksztattowac jako osobna nauka (na
styku filozofii przyrody, filozofii cztowieka i etyki) gtéwnie dzieki pracom
Arystotelesa i jego nastepcéw, z ktorych najwazniejszy byt, zyjacy na prze-
tomie IV i IIl wieku p.n.e., Herofilos (prekursorem byt Hipokrates z Kos, zy-

45 Por. Arystoteles, Topiki, ttum. K. Lesniak, [w:] Dziefa wszystkie, t. 1, Warszawa 1990.
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jacy na przetomie Vi IV wieku p.n.e.), a jednym z nastepcow - rzymski lekarz
Galen (ok. 130-216 n.e.)*. Naukowy charakter medycyny okreslony byt
gtownie przez jej zwigzek z filozofig przyrody, chociaz traktowana byta tez
jako pewien rodzaj rzemiosta i sztuki. Wazny byt tez jej zwigzek z etyka, czyli
z filozofig praktyczng (przysiega Hipokratesa)+’.

46 Rozwijana byta przyktadowo teoria humoralna Hipokratesa (w organizmie istnieja cztery
soki - krew, $luz, z61¢ i z61¢ czarna - a zdrowie polega na utrzymywaniu odpowiedniej
réwnowagi tych ptynéw), oparta na koncepcji czterech zywiotéw (wody, powietrza, ognia
i wody) Empedoklesa. Herofilos, ktérego dzieta zaginely (cytowany jest przez nastepcéw,
gtéwnie przez Galena), uznawany jest za twérce medycyny naukowej. Wykonywat liczne
sekcje zwlok, poznawat anatomie i fizjologie cztowieka, opisat doktadnie prace serca, ptuc,
tetnicy, uktad trawienny (w tym szczegétowo dwunastnice) oraz stwierdzit, ze mdzg jest
centrum uktadu nerwowego, ktory byt tez przedmiotem jego badan.

47 ]. Brun, Arystoteles i Liceum, thum. H. Igalson-Tygielska, Proszynski i S-ka, Warszawa 1999.






ROZDZIAL 11
MATEMATYKA ABSTRAKCYJNA

1. Matematyka w kontekscie sprzecznosci kulturowych.
Paradoksy, antynomie i aporie starozytnych

Rodzace sie cywilizacje i kultury przyjmowaty, ze u poczatku $wiata byt
chaos, ktéry musiat zosta¢ przezwyciezony, aby $wiat mogt powsta¢ (mit
pierwotnego chaosu). Paul Ricoeur zauwazyl, Ze poza tym mitem mozna
wskazac¢ jeszcze trzy, ktére w réznej postaci sg przywotywane we wszyst-
kich kulturach: mit upadku (jakiego$ irracjonalnego wydarzenia, ktére unie-
mozliwia korzystanie przez cztowieka ze skarboéw i doskonatosci $wiata),
mit tragicznego losu (fatum, ktory z nieuchronna koniecznoscia kieruje lo-
sem cztowieka i Swiata, sprawia, Ze wolnos$¢ staje sie czyms$ iluzorycznym)
oraz mit duszy wygnanej (Swiat, w ktéorym cztowiek zyje, nie jest jego praw-
dziwym domem, jego ziemig, musi je dopiero zbudowa¢ czy odnalez¢)?.

Kazda cywilizacja, w momencie swoich narodzin (ale i przez caty czas
trwania), musi mierzy¢ sie z zagrozeniami przedstawionymi (w sposéb po-
etycki) w tych mitach. Te zagrozenia nazywam sprzecznos$ciami kulturo-
wymi, poniewaz kultura zaktada i gtosi hasta przeciwne, ktore stara sie
wprowadza¢ w zycie: nie chaos, tylko porzadek, nie fatum, lecz wolno$¢
(przynajmniej dla niektorych), nie upadek, lecz rozwoj, i nie wygnanie, ale
miejsce schronienia i zamieszkania. Mozliwo$cig pokonania tych zagrozen
jest ich przezwyciezenie poprzez budowanie odpowiednich kategorii, pojec¢
i struktur.

Jedna z mozliwosci przezwyciezenia chaosu, jaka zaoferowata kultura
i nauka grecka, byto pojecie kosmosu (i inne realizacje ,harmonii”). Metody
dowodzenia, analizy, poznawania, konstrukcji (w tym metody dialektyki, po-
jecie matematycznego czy logicznego dowodu) pokazuja, jak przezwyciezy¢
fatum. Rozwdj teorii naukowych, otrzymywanie nowych elementéw, reali-
zacja okre$lonych celéw przebiega pod kontrolg i za sprawa cztowieka -
dzieki stosowanej metodzie naukowej. Idea edukacji znéw ukazuje mozli-
woS$¢ osobistego i spotecznego rozwoju cztowieka i przezwycieza grozbe

1 P.Ricoeur, Symbolika z{a, Instytut Wydawniczy PAX, Warszawa 1986, s. 166-289.
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upadku i degeneracji. Idea akademii (Akademia Platonska, Likejon, Ogrod
Epikura, Stoa, Musejon Aleksandryjski i inne osrodki naukowych spotkan
i badan) pozwala budowac takie miejsca, w ktérych przebywa sie, aby two-
rzy¢, rozwija¢ z innymi, podobnie mys$lacymi i odczuwajacymi, rzeczy
wazne, piekne, szlachetne, dobre (i je zachowywac).

Pierwszym wstrzasem dla rozwijajacej sie kultury greckiej, w ktérej cen-
tralng role zaczeta peli¢ matematyka, byto odkrycie pod koniec pigtego
wieku przez samych pitagorejczykéw zjawiska niewspdtmiernosci. Liczba
byta dla nich narzedziem liczenia i dokonywania wszelkich pomiaréw
(w tym obliczania dtugosci, powierzchni czy objetosci). Stad jednostka po-
miaru musiata by¢ stabilna, pozostawac¢ zawsze ta sama i nie dzieli¢ sie na
mniejsze jednostki. Tq jednostka byta dla nich jedynka (Monada), z ktérej
ztozone byly wszystkie liczby. Gléwna idea, ktora lezata u podstaw 6wcze-
snej geometrii, stwierdzata, ze wszystko mozna zmierzy¢, czyli Ze mozemy
dobra¢ uniwersalng jednostke pomiaru (w przypadku jednostka dtugosci
bytby odcinek jednostkowy, ktéremu przypisujemy liczbe 1), ktéra pozwala
nam zmierzy¢ dowolny obiekt. Jednostka pomiaru bytaby taka geome-
tryczna Monada, pozwalajaca wygenerowac¢ dowolne inne obiekty (wielko-
$ci) tego samego typu. Przyktadowo, majgc jednostke dtugosci, powinnismy
moc, przy pomocy tej jednostki, skonstruowaé (lub przynajmniej zmierzy¢)
dowolng linie. Przyjmujac, ze ajest przyjetg jednostka, dla dowolnej wielko-
$ci b powinny istnie¢ liczby m i ntakie, Ze ma = nb. Podobnie przy pomocy
jednostki powierzchni (najbardziej naturalny wydaje sie tutaj najprostszy
tréjkat prostokatny lub jednostkowy kwadrat) powinno dac¢ sie wyliczy¢ do-
wolng inng powierzchnie.

Okazuje sie jednak, Ze tak rozumiany pomiar jest niemozliwy. [ problem
nie polega tylko na tym, ze wielko$ci geometryczne sa podzielne w nieskon-
czono$¢ i nie ma na tyle matej wielko$ci, aby nie istniata wielko$¢ mniejsza
od nie;j.

Dowolng figure ograniczong odcinkami mozna otrzymac jako sume kwa-
dratéw. Jednak w przypadku kota taka operacja nie jest mozliwa, bo nie jest
mozliwa kwadratura kota, chociaz takie préby byty czynione przez wieki.

Podobnie w przypadku najprostszego przypadku - dtugosci - widac nie-
mozliwo$¢ istnienia uniwersalnej jednostki miary. Obierajac jednostke dtu-
gosci, mozemy tatwo skonstruowac odcinek niewspéimierny z ta obrang
jednostka. Wystarczy utworzy¢ kwadrat, ktdrego bok jest tg przyjeta jed-
nostka dtugosci. Woéweczas przekatna tego kwadratu jest niewspdimierna
zjego bokiem. Jest to odkrycie pitagorejczykéw pokazujace, Ze bok kwadratu
i jego przekatna sg zawsze niewspo6tmierne. Oznacza to, Ze istniejg wielkosci,
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dla ktérych nie mozna dobra¢ wspdlnej jednostki miary. Podwazato to réw-
niez mozliwo$¢ stosowania arytmetyki do pomiarow.

Okazato sie ponadto, Ze takich ,niemierzalnych” odcinkéw jest dowolnie
duzo - wystarczy wzig¢ kwadrat, ktorego pole wyraza sie liczbg nniebedaca
kwadratem Zadnej liczby naturalnej. Woéwczas bok tego kwadratu nie jest
wspo6tmierny z odcinkiem jednostkowym. Juz kwadrat o polu réwnym 2 ma
te wlasno$¢. Podobno Teodor z Cyreny, zyjacy pod koniec V wieku p.n.e.,
umiat tego dowies$¢ dla wszystkich liczb n < 17 (czyli dla liczb 2, 3,5, 6, 7, 8,
10,11, 12,13, 14, 15, 17), natomiast Teajtet (ok. 408-355 p.n.e.), grecki ma-
tematyk i astronom, podat dowéd dla wszystkich liczb. Pisze o tym Platon
w dialogu Teajtet: ,0 kwadratach co$ nam Teodor pisat i o tym, co miat trzy
stopy kw., oraz o tym, co miat pie¢ st6p kwadratowych powierzchni, dowo-
dzit nam, Ze co do dtugosci boku nie sg wsp6tmierne z jednostopowym i tak
po jednym kazdy kwadrat brat pod uwage az do siedemnastostopowego; na
tym sie jako$ zatrzymat. Nam wiec co$ takiego na mys$l wpadto, bo wydawato
sie, ze tych kwadratow jest nieograniczona ilo$¢, zeby sprébowac jakos je
zebra¢ w jedno i tym jednym wszystkie kwadraty oznaczac”2. Stowa te wy-
powiada sam Teajtet.

S3 rozne hipotezy przypuszczajace, dlaczego Teodor w dowodzie twier-
dzenia Teajteta zatrzymat sie na liczbie 17. Jean Itard (1902-1979) w swojej
ksigzce Les livres arithmétiques d’Euclide wykazat, ze Teodor korzystat jedy-
nie z nauki o liczbach parzystych i nieparzystych i metoda ta zawodzi na licz-
bie 17, a sprawdza sie na poprzednich. Mozliwe tez, ze zastosowat algorytm
Euklidesa, pozwalajgcy znajdowac¢ wspdlny dzielnik dla liczb i wsp6lng miare
dla odcinkéw (dzielimy wielko$¢ wiekszg przez mniejszg, nastepnie dzielnik
przez reszte z dzielenia i procedure te powtarzamy az otrzymamy reszte zero;
ostatnia niezerowa reszta jest tym wspélnym dzielnikiem). W przypadku liczb
taki wspdlny dzielnik zawsze istnieje, natomiast w przypadku niektorych par
wielkoSci geometrycznych taka procedura nigdy sie nie zakonczy. I wtedy
mamy do czynienia z wielko$ciami niewspotmiernymis.

Mozna tez przyjac bardzo praktyczng hipoteze. Teodor, konstruujgc ko-
lejne liczby niewymierne (jak na ponizszym rysunku), zatrzymat sie na v17
z powodu braku miejsca. W ten sposéb otrzymat tzw. slimak Teodorosa.

2 Platon, Teajtet, 147 D.
3 Por. Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, s. 81-85.
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Zrédto: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4171437

Arpad Szabo w swojej ksigzce The Beginnings of Greek Mathematics* stawia
interesujaca hipoteze, za stusznoscia ktorej przytacza kilka argumentow.

Pojecie dynamis jest kluczem do zrozumienia konstrukcji przeprowa-
dzonej przez Teodora, a opisanej przez Platona w dialogu 7eajtet. Jest to po-
jecie matematyczne, ktérego pochodzenie oraz znaczenie musi by¢ zrozu-
miane przed interpretacjg odpowiedniego fragmentu z Platona. Warto zau-
wazy¢, ze greckie stowo dynamis nalezy etymologicznie wigza¢ z wladza
i sifa. Byta to pewna tajemnicza moc, pierwotnie magiczna, ktérg posiadali nie-
ktorzy ludzie, ale tez Swiete miejsca czy przedmioty. W pojeciu tym miesci sie
wiele znaczen, w tym moc, moznos¢, sita stowa, zdolno$¢ wywotywania ruchu,
potega matematyczna, moc boska zywiotdw, cudas. Nas szczeg6lnie interesuje
kontekst zwigzany z matematyka i przyroda (moc przyrody, logiczna nie-
sprzeczno$¢, moc generacyjna pewnych bytéw matematycznych - np. kwa-
draty r6wnowazne prostokatom), ale wazny jest rowniez kontekst praktyczny
odnoszacy sie do dziatania i poznawania. Te dwa konteksty zostaty rozwiniete
w greckiej filozofii (Anaksymander, Anaksymenes, Platon, Arystoteles).

Stowa Platona implikujg, Ze Teodor musiat pierwszy skonstruowac te dy-
nameis (kwadraty) poprzez przeksztatcenie pewnych prostokatéw w kwa-
draty o tym samym polu (kwadratura prostokata), i ze do tego celu uzyt teo-
rii proporcji (twierdzenie V1.13 i 17 Elementéw). Teodor badat liczby od
3 do 17 i skonstruowat kwadraty, ktérych pola réwne sg tym liczbom.
Trzeba zatozy¢, Zze korzystat z dwczesnej matematyki pitagorejskiej, a liczby
byty reprezentowane przez odpowiednie prostokaty (np. dla liczby 3 pro-
stokat o bokach 11i 3).

4 A. Szabo, The Beginnings of Greek Mathematics, Synhese Historical Library, vol. 17, Dor-
drecht 1878.

5 Por. P. Makowski, Dynamis. Metafizyczne pojecie moznosci i jego rola w filozofii praktycz-
nej Arystotelesa, ,Diametros” 2012, nr 33, s. 79-80.
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Teodor nie musiat przeksztatca¢ wszystkich liczb od 3 do 17 w kwadraty.
Wystarczy, ze na kilku przyktadach zademonstrowat og6lng metode prze-
ksztatcania prostokatéw w kwadraty poprzez konstrukcje sredniej geome-
trycznej bokéw prostokata. Wéwczas otrzymujemy niewspotmiernos$¢ boku
kwadratu z bokiem kwadratu jednostkowego. Metoda pozwalata, przez pro-
stg analogie, na konstrukcje kwadratéw réwniez dla liczb wiekszych od 17.
Znaczy to, ze Teodor najprawdopodobniej znat twierdzenie Teajteta i prze-
prowadzit dowod.

Teajtet, jako mtody cztowiek, uchwycit te ogdélng idee dowodu oraz
0g6lna idee niewymiernosci (podane przez Teodora), co pozwolito mu stwo-
rzy¢ ogo6lna teorie niewymiernych.

Wydaje sie, ze Teodor referowal znane juz wyniki. Zaktada sie bowiem,
bez zadnego uzasadnienia, ze przed Teodorem znano tylko niewymiernos¢
V2 (liniowa niewspétmiernoéé przekatnej kwadratu i jego boku). Dowéd
niewymiernosci przeprowadzony przez Teodora polegat na odnalezieniu
metody, ktoéra byta analogiczna do innych metod stosowanych wéwczas
przez Grekow.

Jak wobec tego mogt wygladac ten dowdd? Teodor brat kolejne liczby od
3 do 17 (z wyjatkiem oczywiscie liczb kwadratowych 4, 9, 16) i pokazat, ze
zadnej z nich nie mozna roztozy¢ na dwa czynniki, ktére bytyby podobnymi
ptaskimi liczbamié. Przyktadowo dla liczby 3 mamy 3 = 1 X 3, mamy prosto-
kat o bokach 1 i 3. Konstruujemy kwadrat odpowiadajacy temu prostoka-
towi o boku a, w ten sposaéb, Ze bok a jest $rednig geometryczng bokéw 11 3,
czyli a® = 1 x 3. Jednak liczby 1 i 3 nie sa podobne, natomiast twierdzenie
VIII 181 20 z Elementow stwierdza, ze Srednia geometryczna moze istnie¢
tylko miedzy liczbami podobnymi. Z tego wynika, Ze bok skonstruowanego
dynamisnie moze by¢ liczba, co oznacza, ze jest wielko$cig niewspotmierng
z odcinkiem jednostkowym?. W konsekwencji odkryto i udowodniono, Ze
dtugo$¢ boku kwadratu, ktdrego pole nie jest kwadratem liczby naturalnej,
jest liczbg niewymierng (méwiac jezykiem wspotczesnym). Przedstawione
powyZej rozumowanie jest tylko szkicowym dowodem. Nie zachowat sie jed-
nak oryginalny dowéd matematykéw starozytnych tego ogdlnego faktu.
Chciatem teraz podac prosty dowod twierdzenia Teajteta, ktéry jest maksy-
malnie prosty, odwotuje sie tylko do sSrodkéw znanym starozytnym w cza-

6 Liczba jest ptaska, jesli jest iloczynem dwoch liczb naturalnych. Natomiast dwie liczby pta-
skie ai b sg podobne, jesli ich czynniki sg do siebie proporcjonalne, tzn,, jesli a = pq,
b=rs, tog = %’

7 A.Szabo, The Beginnings..., s. 55-61.
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sach Teodora i Teajteta, lecz sformutowany jest w jezyku wspotczesnym.
Gtownym $rodkiem dowodowym jest podstawowe twierdzenie o podzielno-
$ci, ktére brzmi: liczba pierwsza dzieli iloczyn dwoéch liczb catkowitych
wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli co najmniej jeden z tych czynnikéw.

Twierdzenie Teodora-Teajteta. Bok kwadratu, o polu wyrazajacym sie
liczbg naturalng niebedaca kwadratem Zadnej liczby naturalnej, nie jest
wspotmierny z odcinkiem jednostkowym. Innymi stowy, jesli nnie jest kwa-
dratem liczby naturalnej, to vn jest liczba niewymierna.

Dowdd. Zatdzmy nie wprost, Ze dany jest kwadrat o polu n, przy czym
n # 12, dla dowolnych liczb naturalnych / ktérego bok a jest wspétmierny
z odcinkiem jednostkowym. Znaczy to, Ze istniejg liczby naturalne pi gtakie,
Ze a = S. Mozemy zatozy¢, Ze p i g sa wzglednie pierwsze, tzn., nie majg

wspdlnego dzielnika poza jedynka oraz ze q # 1. Otrzymujemy wiec
2
n=a%= (S) , a stad ng? = p2. Niech s (s = 2) bedzie najwiekszg liczba

pierwszg, ktdéra dzieli n (s/n), a wiec n = sk, dla pewnego k (oczywiscie
liczba snie dzieli liczby k). Z tego wynika, ze sdzieli p%, a wiec réwniez p (na
podstawie podstawowego twierdzenia o podzielnosci). Mamy wiec p = s,
dla pewnej liczby naturalnej / Po podstawieniu do réwnania otrzymujemy
skq? = (sl)? = s%1?, a po uproszczeniu kq? = sl%. | znowu na podstawie
podstawowego twierdzenia o podzielnosci s musi dzieli¢ liczbe g. Liczba
sjest wiec wspolnym dzielnikiem liczb pi g, co jest sprzeczne z zatozeniem,
ze te liczby sg wzglednie pierwsze.

Teajtet nie poprzestat na powyzszym twierdzeniu. Opracowat tez ogélna
teorie podzielnosci, wazng dla dowodzenia niewymiernosci kolejnych klas
liczb. Nazwat liczby wystepujace w jego twierdzeniu liczbami pierwszej
klasy niewymiernosci, tzn.: VN , gdzie N nie jest kwadratem liczby natural-
nej. Teajtet jednak wprowadzit kolejne klasy niewymiernosci: niewymier-
nych w trzeciej potedze YN (Nnie jest szecianem zadnej liczby naturalnej).
Teajtet interesowat sie dalszym rozszerzaniem tych klas, idac w bardzo zaa-
wansowane abstrakcje. Ta rozbudowana klasyfikacja jest umieszczona
w X ksiedze Elementow Euklidesas.

Najprawdopodobniej Teajtet zastosowat algorytm Euklidesa jako kryte-
rium do wyznaczania odcinkéw niewspéimiernych. Dzieki temu algoryt-
mowi mozna znalez¢ dla dowolnych dwdch liczb w skonczonej liczbie kro-
koéw ich najwiekszy wspolny dzielnik. W przypadku dowolnych odcinkéw
w ten sam sposéb poszukujemy ich najwiekszej wspélnej miary. W przy-

8 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, s. 82-85.
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padku odcinkéw niewspotmiernych ta procedura nigdy sie nie skonczy (al-
gorytm okaze sie nieskonczony). W oparciu o to kryterium rozpoczat prace
nad og6lna teorig stosunkéw. Teoria ta pozwalata wykonywac operacje aryt-
metyczne nie tylko na liczbach (naturalnych), ale tez ich stosunkach, a row-
niez na dowolnych (poréwnywalnych) wielko$ciach i ich stosunkach®.

Z twierdzenia Teodora-Teajteta i z dalszych badan nad niewymiernoscia
wynikaja przynajmniej dwa wnioski majgce réwniez znaczenie ogélnokultu-
rowe (nie tylko dla matematyki). Oczywisty fakt wspétmiernosci dowolnych
dwoch liczb naturalnych (w kazdym przypadku te najmniejsza wspdlng
miara jest jedynka) jest rzadko spotykany wsréod wielko$ci geometrycznych.
Pomiar, a wiec wazny aspekt matematycznego ujecia rzeczywistosci, moze
sie wiec okaza¢ generalnie niemozliwy.

Po udowodnieniu, Ze istniejg odcinki niewspéimierne (a wrecz, Ze jest
ich bardzo wiele), stalo sie jasne, Ze liczby naturalne i ich stosunki (czyli
liczby wymierne) nie sg wystarczajace do ujecia wielko$ci geometrycznych.
Pojawita sie tym samym znaczaca dychotomia miedzy dwoma gtéwnymi
dziatami matematyki, tzn. miedzy arytmetyka i geometria.

Nie ma watpliwosci, Ze pojecia wspdétmiernosci i niewspétmiernosci mo-
gly sie pojawi¢ dopiero w matematyce, gdy stata sie wiedzg abstrakcyjna.
Odkrycie istnienia wielkosSci niewspétmiernych wymagato bowiem deduk-
cyjnych i pojeciowych ram greckiej matematyki. Zadna pozamatematyczna re-
fleksja nie moze odkry¢ liniowej niewspotmiernosci. Dla myslenia , praktycz-
nego” nie ma problemu, gdyz wystarczy obra¢ odpowiednio matg jednostke,
aby z pewnym przyblizeniem stata sie wspo6lng miarg dwoch wielkoSci.

Odkrycie niewspétmiernos$ci wywotato ,zdziwienie” u matematykéw, a od
zdziwienia rozpoczyna sie kazda prawdziwa wiedza; jak zauwaza Arystoteles:

Bo poczatkowo wydaje sie dziwne tym wszystkim, ktérzy nie dostrzegli tego, ze ist-

nieje rzecz, ktéra nie moze by¢ mierzona nawet najmniejsza jednostka miary. Trzeba

jednak, zeby to sie przerodzito, zgodnie z przystowiem, w co$ przeciwnego i lep-
szego, jak to ma miejsce w tych przypadkach, gdy sie rzeczy dobrze zrozumiato10.

To odkrycie i to zdziwienie, wraz z odkrytymi wczes$niej ideami i poje-
ciami matematycznymi (w tym wspdlnej miary, niewspétmiernosci), rozpo-
czyna droge naukowego myslenia.

Matematyka starozytna wyszta z tych trudnosci zwyciesko i otworzyta
nowy rozdziat w historii myslenia. Te ,niemierzalne” obiekty domagaty sie
bowiem nowych metod matematycznych, i takie metody zostaly wéwczas

9 T.Heath, A History of Greek Mathematics, t. 1,s. 209-212.
10 Arystoteles, Metafizyka, ks. A (1), 983a.
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odkryte. Jedna z nich wigze sie z wykorzystaniem algorytmu Euklidesa,
ktéry stuzy, miedzy innymi, do znajdowania najwiekszego wspdlnego dziel-
nika dwdch liczb. Druga, zwana teorig stosunkéw, zostata opracowana przez
Eudoksosa. Jest rowniez trzecia — opracowana réwniez przez Eudoksosa -
jest to metoda wyczerpywania Archimedesa (nazwana zostata imieniem Ar-
chimedesa, gdyz to on wlasnie uczynit z niej narzedzie dowodzenia wielu
kluczowych twierdzen geometrycznych). W paragrafie 1 rozdziatu 3 pokaze,
w jaki sposdb te metody pozwalajg na rozwigzanie probleméw wygenerowa-
nych przez odkrycie niewspdtmiernosci. Najpierw chcialbym jednak przed-
stawi¢ analize paradokséw Zenona z Elei, ukazujgcych antynomicznos$¢ same;j
idei pomiaru i racjonalnej rekonstrukcji obserwowanego $wiata. Te para-
doksy (antynomie) daty podobnie wielki impuls dla rozwoju nowych metod
matematycznych i racjonalnego myslenia, jak odkrycie niewspdtmiernosci.
Zenon z Elei (ok. 490-430 p.n.e.) byt uczniem Parmenidesa, przedsta-
wicielem szkoty eleackiej, przez Arystotelesa uznany za twérce metody dia-
lektycznej. Wydaje sie jednak, Ze metoda ta jest dzietem catej szkoty, a Zenon
z catg pewnoscia ja dopracowat i byt mistrzem w jej stosowaniu. Jest auto-
rem catego szeregu paradokséw. Z jednej strony wydaje sie, Ze bronig one
monistycznego stanowiska szkoty. Sg wérdd nich argumenty przeciwko wie-
losci, wielkoSci, przeciwko ruchowi. Mozna je réwniez traktowac¢ jako argu-
menty ukazujace zwodniczo$¢ potocznej, zdroworozsadkowej wiedzy.
Stowo paradoks to przeciez para doxis (przeciw mniemaniom). Ponadto, i to
jest najwazniejsze, sg argumentami atakujgcymi ,,naiwng” matematyke, jaka
byta uprawiana w szkole milezyjskiej i pitagorejskiej w tym czasie. Zenon
pokazuje niemozliwo$¢ stosowania matematyki do opisu zjawisk, ciat fizycz-
nych i przestrzennych. Paradoksy te pozwolity wyzwoli¢ sie matematyce
z ,wieku dzieciecego”. Oczywiscie miaty tez znaczenie dla rozwoju filozofii.
Paradoks wielo$ci (czyli argument przeciw wielo$ci) uderza w mozli-
wo$¢ stosowania liczby do ,przeliczania rzeczy dostepnych zmystami”. Przy-
tacza ten argument Symplicjusz z Cylicji (490-560 n.e.), uczony bizantyjski,
ktory w swoim komentarzu do I ksiegi Fizyki Arystotelesa zauwaza, ze jesli ist-
nieje wiele rzeczy, to sg one skonczenie i nieskoriczenie liczne zarazem!1t. A wiec
przypuszczenie, ze istnieje wiele rzeczy, prowadzi do sprzecznosci.
Rozumowanie wyglada nastepujaco: jesli jest wiele rzeczy, to musi ich
by¢ tak wiele, jak jest. Jesli jest tak wiele rzeczy, jak jest, to musi by¢ ich skon-
czenie wiele; z drugiej strony, jesli jest wiele rzeczy, to istnieja dwie rzeczy

11 Simplicius, On Aristotle Physics, ttum. P. Huby, C.C.W. Taylor, Ancient Commentators on
Aristotle, Richard Sorabji, Bristol Classical Press, London 2011, s. 15-58.
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rozne od siebie. A bedzie to mozliwe, jesli miedzy nimi bedzie inna rzecz. To
rozumowanie mozna powtarza¢ w nieskoriczonos¢, a wiec miedzy dowol-
nymi dwiema réznymi rzeczami bedzie nieskoniczenie wiele innych rzeczy.
Stad wynika, Ze jesli jest wiele rzeczy, to musi by¢ ich nieskonczenie wiele.
Rzeczy jest wiec skonczenie i nieskonczenie wiele zarazem.

Kolejna jest antynomia wielkoSci, ktéra pokazuje, Ze jesli co§ ma wiel-
ko$¢, to musi by¢ ona i duza (wlasciwie nieograniczona), i mata zarazem
(nieskonczenie mata, bez zadnej wielkos$ci). Mozna jg rozumie¢ jako sprzecz-
nos$¢ pojecia miary i dowo6d niemozliwosci pomiaru jako takiego. Idea ta bo-
wiem polega na tym, ze dla wszystkich wielkosci, a przynajmniej dla pewnej
liczby wielkosci, ktére poddajemy pomiarom, mozemy dobra¢ jednostke
miary. Jesli co$ ma wielko$¢, to moze by¢ dzielone i albo ten proces podziatu
nigdy sie nie skonczy, albo otrzymamy czeSci niepodzielne. Gdyby proces po-
dziatu byt nieskonczony (dla kazdej wielkoSci), to nie datoby sie poda¢ jed-
nostki miary (chyba ze konwencjonalnie zatrzymaliby$Smy sie na pewnym
poziomie podziatu, ale wtedy istniatyby wielko$ci mniejsze, ktorych zmie-
rzy¢ by sie nie dato). Sprowadzatoby sie to do tego, zZe Zadna cze$¢ danej
wielko$ci (obiektu) nie miataby wielkosci!2. Jesli by znowu podziat zakon-
czyt sie na cze$ciach niepodzielnych, to te czesSci takze nie posiadatyby zad-
nej wielkosci. Jednak to, co nie ma ani wielko$ci, ani grubosci, ani masy,
w ogble by nie istniato. Zenon argumentuje, ze gdyby zostato dodane do in-
nego przedmiotu, nie uczynitby go wiekszym; albowiem skoro nie ma wiel-
kosci, to po dodaniu nie moze by¢ Zadnego wzrostu wielkosci. A wiec to, co
zostato dodane, bytoby niczym13. Z tego wynika, ze wielko$¢ utworzona z ta-
kich czesci bez wielkosci bytaby niczym, a wiec nie bytaby wielko$cia.

Czy jest mozliwe jednak, aby cze$ci niepodzielne, otrzymane jako wynik
podziatu pierwotnej wielko$ci, miaty wielko$¢? Czy sg one tego samego ro-
dzaju, czy nie, czy jest ich skonczenie, czy nieskonczenie wiele?

Wydaje sie, Ze sprzecznos$¢ pojawia sie tylko wtedy, gdy te niepodzielne
czesci sg wielko$ciami (tego samego rodzaju, co wielko$¢ rozpatrywanego

12 Nie musimy jednak posiada¢ najmniejszej wielko$ci jako jednostki miary. Jednostka miary
dtugosci jest wspotczesnie metr. Wszystkie wielko$ci mniejsze mozemy bez problemu
zmierzy¢ przy pomocy metra, biorac odpowiednia cze$¢ utamkowa np. 10~1,1072,1073
itd. Dzieki uzywanemu systemowi pozycyjnemu mamy do dyspozycji potencjalnie dowol-
nie mate (jak i dowolnie duze) jednostki. Grecy nie dysponowali systemem pozycyjnym.
Wazne jest ponadto, aby mie¢ do dyspozycji obiekty realizujgce minimalne jednostki po-
miarowe, wystarczajace dla mierzonych obiektéw. Wspédtczes$nie takimi obiektami sg dtu-
gosci fal elektromagnetycznych, np. dtugo$¢ fali gamma wynosi od 300 do 0,03 pikome-
tréw (10~12m). Jeszcze mniejsza dhugos$¢ maja fale promieniowania kosmicznego.

13 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, s. 98-99.
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obiektu) i jest ich nieskoniczenie wiele. Wowczas bowiem ich suma (a wiec
ta pierwotna wielko$¢) bytaby nieskonczona. Jesli jednak te niepodzielne by-
tyby wielko$ciami innego rodzaju (zarodki Anaksagorasa, atomy Demo-
kryta) albo bytoby ich skonczenie wiele (elementy Empedoklesa), to
sprzecznosci nie ma.

Przyjrzyjmy sie teraz czterem argumentom Zenona: dychotomii, strzaty,
Achillesa i stadionu, traktujac je tgcznie jako argumenty przemawiajace za
paradoksalnos$cig czasu i przestrzeni oraz niemozliwoscig ich formalnego
ujecia i pomiaru.

Paradoks dychotomii w swoim podstawowym sformutowaniu i argu-
mentacji pokazuje, ze ruch i wielko$¢ sg niemozliwe. Gdyby istniata wiel-
kos¢, przyktadowo odcinek AB, to mozliwe bytoby przej$cie od punktu A do
punktu B w pewnym skonczonym czasie. Jednak najpierw konieczne bytoby
przejScie potowe tej drogi (do punktu B;). Po osiggnieciu punktu B; naleza-
loby zn6w osiagna¢ punkt B, znajdujacy sie potowie drogi miedzy punktem
B; i B. Osiagniecie punktu B, wigzatoby sie znowu z koniecznoscig osiggnie-
cia punktu Bs, lezagcego w potowie miedzy B, i B. Nigdy nie skoriczg sie ko-
lejne potéwki reszty drogi, ktére musimy pokonaé. Po osiggnieciu punktu B,,,
zawsze bedzie do osiagniecia kolejny punkt B, ;. Jest to jednak niemozliwe,
poniewaz nieograniczong liczbe punktéw trzeba by osiagna¢ w skoniczonym
czasie. Nie jest wiec mozliwe przejscie z jednego punktu do drugiego, a wiec
ruch generalnie jest niemozliwy.

A B: B Bs B

Najczesciej paradoks dychotomii jest ,rozwigzywany” poprzez wykorzy-
stanie teorii szeregdw i pokazanie, Ze szereg nieskonczony moze mie¢ sume
skonczong. To uzasadnienie nie ma jednak Zadnego istotnego zwigzku
z istotg argumentu Zenona!4. Problem polega bowiem na uzasadnieniu moz-
liwosci pokonania, a wtasciwie podziatu (zmierzenia) dowolnego odcinka
AB. W tym celu musimy jednak pokona¢ (zmierzy¢) inny odcinek (na przy-
ktad AB,, gdzie A; jest $rodkiem odcinka AB lub jakim$§ punktem pomiedzy
A1i B). Musimy zatozy¢, ze odcinek AB; jest mniejszy (inny) od odcinka AB,
aby unikna¢,btednego kota” (aby pokonaé-zmierzy¢ odcinek, musimy poko-
nac-zmierzy¢ odcinek). Jest to przesuwanie problemu, jaki mamy z jednym
obiektem, na inny, liczac, ze w koncu pojawi sie odcinek dla nas ,uchwytny”,

14 Doktadniejsza analize tego paradoksu przedstawiam w ksiazce: NowoZytne wizje nauki
uniwersalnej a powstanie teorii kontinuéw, s. 57-59.
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mozliwy do zmierzenia. Prowadzi to jednak do wygenerowania niekoncza-
cego sie ciggu coraz mniejszych odcinkow.

Ten paradoks ma teZz swoja druga wersje, ktéra wydaje sie mocniejsza.
Zaczynamy podobnie, przyjmujac istnienie odcinka AB. Gdyby ruch i wiel-
kos¢ byty mozliwe, to mozliwe bytoby przejscie od punktu 4 do punktu B
w pewnym skoniczonym czasie. Jednak najpierw nalezato by przejs$¢ potowe
tej drogi (do punktu A4,) w skonczonym czasie. Zanim jednak zostatby osia-
gniety punkt A, nalezatoby osiggna¢ potowe drogi AA; (czyli punkt 4,), na-
stepnie potowe drogi A4, (punkt 43), itd., i to wszystko w skonczonym cza-
sie. Latwo zauwazy¢, Ze zawsze, zanim osiggniemy punkt 4,,, bedzie do osia-
gniecia punkt A,,.,. Jest to jednak niemozliwe, poniewaz nieograniczong
liczbe punktéw trzeba by osiggnac w skoficzonym czasie. Nie jest wiec moz-
liwe przejscie z jednego punktu do drugiego, a wiec ruch generalnie jest nie-
mozliwy. Przygladajac sie doktadniej zagadnieniu, wida¢, ze problem nie tyle
polega na osiggnieciu nieskonczonej ilosci punktéw w skoficzonym czasie,
lecz na rozpoczeciu ruchu, czyli osiggnieciu pierwszego punktu, po ktéorym
nastapityby kolejne. Tego pierwszego punktu po punkcie 4 zwyczajnie nie
ma. W tym przypadku wiec pulapka staje sie nie tylko odcinek AB, lecz juz
sam punkt 4.

A As A, Ay B

Zauwazmy, ze paradoksalno$¢ oparta jest na zatozeniu o nieskoniczonej
podzielnoSci przestrzeni lub o niezmienniczo$ci struktury przestrzeni ze
wzgledu na skalowanie. Wtedy wnetrze odcinka AB staje sie ,putapka” dla
poruszajacego sie z punktu A do punktu B (nie jest on w stanie opusci¢ wne-
trza tego odcinka).

Jesli natomiast przyjmiemy zatozenie, Ze przestrzen sktada sie ze skon-
czonej liczby wielko$ci niepodzielnych, rozumowanie nie prowadzi do
sprzecznosci - jesli znajdziemy sie na tyle blisko punktu B Ze Zadna niepo-
dzielna czes$¢ nie bedzie sie juz miesci¢ w reszcie, ktérg mamy jeszcze poko-
naé, to musimy osiggna¢ punkt B. Mozna wiec argument dychotomii trakto-
wac jako dowdd tego, ze przestrzen ma strukture dyskretna.

Paradoks strzaty stwierdza, Ze strzata lecaca do celu w kazdej chwili
swojego lotu spoczywa. To, co sie bowiem porusza, musi znajdowac sie
w kazdej chwili w konkretnym miejscu. W kazdej poszczegdlnej chwili £swo-
jego lotu strzata zajmuje miejsce odpowiadajace swojej dtugosci, a to ozna-
cza, ze jest przeciwko temu, co jest réwne. Lecz, cokolwiek jest przeciwko
temu, co jest rGwne, spoczywa. Z tego wynika, Ze strzata spoczywa w chwili
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t. Ale chwila ¢niczym nie rézni sie od innych chwil lotu, wiec to samo, co
w chwili ¢ dzieje sie ze strzata w kazdej innej chwili jej lotu. Stad wniosku-
jemy, ze strzata spoczywa w kazdej chwili swojego lotu, wiec jest nieru-
choma.

Zauwazmy, ze paradoks strzaly mozna traktowac jako argument za tym,
ze przestrzen sktadajaca sie ze skonczonej liczby niepodzielnych czesci jest
logicznie sprzeczna. Gdyby bowiem przestrzen sktadata sie ze skonczonej
liczby niepodzielnych cze$ci, to strzata ,poruszajgca sie” od punktu A do B
»gubitaby” informacje o tym, czy sie porusza, czy nie - nie ma wiec réznicy
miedzy strzatg poruszajacg sie i nieporuszajaca sie w kazdej z takich czesci.
Transmisja ruchu musiataby sie dokonywaé pomiedzy tymi niepodzielnymi
czeSciami, ktore ze swej istoty ruchu nie moga realizowa¢ (ruch bowiem jako
zmiana potozenia dokonuje sie tylko w odniesieniu do tego, co rozciagte).
Jednak poniewaz cata przestrzen sktada sie z niepodzielnych czesci (i tylko
z nich), ktére ,przylegajg” do siebie, nie ma niczego pomiedzy nimi. Oczywi-
Scie istniataby mozliwo$¢ zachowania pamieci ruchu, gdyby przestrzen byta
rozciggta. Ruch mdgtby by¢ wtedy okreslony poprzez ,réznice” miedzy ko-
lejnymi elementami otrzymanymi przy pomocy wewnetrznego podziatu
rozpatrywanej czesci. W konsekwencji ten argument prowadzi do wniosku,
ze przestrzen musi by¢ nieskoniczenie podzielna.

Potgczenie argumentéw dychotomii i strzaly ukazuje wewnetrzng lo-
giczng sprzeczno$¢ struktury przestrzeni oraz brak mozliwosci jej pomiaru.

Zauwazmy, Ze w tych rozumowaniach nie uwzgledniliémy drugiego poza
przestrzenia parametru, przy pomocy ktérego badamy zjawisko ruchu
i wielkosci - jest nim czas. Wystepuje wprawdzie w rozumowaniu, lecz nie
jest podwazana jego realnos$¢, racjonalno$¢. Z argumentu dychotomii nie wy-
nika jednak, ze czas musi mie¢ strukture dyskretna, tak jak przestrzen, po-
niewaz czas pokonywania kolejnych odcinkéw drogi moze by¢ dowolnie do-
brany i nie musi by¢ zwigzany z przestrzenig. W paradoksie zaktadamy, ze
mamy okres$lony odcinek drogi, ktéry mamy pokona¢. Z zatozenia nie wy-
nika, Ze znamy tez okreS§lony z géry interwat czasu, w jakim osiggniemy
punkt B. Jest wprawdzie mowa o ,pewnym skonczonym czasie”, w jakim
osiggniemy punkt B, ale to oznacza tylko tyle, Ze ten punkt osiggniemy. Inna
sytuacja jest w argumencie Achillesa.

Argument ten stwierdza, Ze Achilles, ktory jest w pewnej odlegtosci od
z0twia, nigdy go nie dogoni, nawet jesli biegnie od niego znacznie szybciej,
pod warunkiem, Ze Z6tw sie caty czas porusza. Jesli bowiem Achilles dobie-
gnie do miejsca, w ktérym wczes$niej znajdowat sie z6tw, ten bedzie juz dalej
i znowu bedzie w pewnej odlegtosci od Achillesa. Sytuacja za kazdym razem
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bedzie sie powtarza¢, wiec niemozliwe jest, aby Achilles dogonit zétwia.
W tym przypadku nie znamy nie tylko czasu, w jakim Achilles dogoni Z6twia,
ale rowniez drogi, jaka musi Achilles pokona¢, aby zétwia dogonic.

Gdyby jednak przyja¢, ze znamy czas, w jakim Achilles dogoni z6twia
(a to by znaczyto, Ze znamy przysztos¢), to z tego wynika, ze zaktadamy, ze
Achilles dogoni z6twia. Wtedy znamy tez droge, jaka musi pokona¢ Achilles
do spotkania z z6twiem.

Podzielmy czas ¢na pewng ilo$¢ interwatoéw t,, w ten sposdéb, ze kazdy
z tych interwatéw oznacza czas, w ktérym Achilles dobiega do miejsca, gdzie
poprzednio znajdowat sie z6tw, liczac od miejsca poprzedniego. Te inter-
waty sa wyznaczone przez odcinki drogi, ktére Achilles musi jeszcze poko-
nacé, aby dogoni¢ zétwia. Zat6zmy, Ze poczatkowa odlegto$¢ miedzy nimi wy-
nosi S;.

Jesli zatozymy, Ze kolejne odcinki, ktére pokonuje Achilles, sg coraz
mniejsze, to réwniez coraz mniejsze musza by¢ kolejne interwaty czasowe
(zaktadajac dodatkowo, Ze Achilles i Z6tw biegng z niezmienng predkoscia).
W tym przypadku zatozenie o mozliwosci nieskoniczonego podziatu czasu
(i drogi) sprawia, ze rzeczywiscie Achilles nigdy zétwia nie dogoni, bo ,,zbli-
zanie sie” Achillesa do z6twia trwatoby w nieskoniczono$¢. Gdyby$my jednak
zatozyli, Ze mozliwe jest pokonanie nieskonczenie wielu odcinkéw drogi,
w odpowiednio nieskonczonej ilosci interwatéw czasowych, to otrzymu-
jemy, ze z6tw musi pokona¢ a odcinkéw czasowych, gdzie a jest liczbg nie-
skonczona. Jednak do spotkania Achilles musiatby pokona¢ o jeden odcinek
S1 wiecej, czyli @ + 1. A to by znaczyto, ze @ + 1 = a. Ta znana wspéiczesnie
wtasnos¢ wielkosci nieskonczonych oznaczajaca, ze cze$¢ jest rowna catosci,
wygladata na szczegdlnie paradoksalng. W celu ominiecia trudnosci tkwigcej
w tym paradoksie trzeba by zatozy¢ dyskretna strukture czasu?s.

Jednak czwarty argument Zenona przeciwko ruchowi - paradoks sta-
dionu - wyklucza rowniez te ostatnig mozliwo$¢. Zatézmy, ze dwa rydwany
Ai Bporuszaja sie w przeciwnych kierunkach z tg samg predkoscia. Zat6zmy
tez, ze znajdujg sie w odlegtosci Sod siebie (jak pokazuje rysunek), ktora jest
odlegtoscia, jakg pokonuje kazdy z nich w minimalnej niepodzielnej jedno-
stce czasu tp,;,. O jest nieruchomym wzgledem A4 i B obserwatorem. Za-
16zmy, Ze ruszaja w tym samym czasie t,. Po czasie t,,;;, rydwan A znajdzie
sie nad punktem 0,, arydwan Bnad punktem 0,. W pewnym momencie mu-
szg przejechac¢ koto obserwatora O1i wtedy od poczatku ruchu minie czas

> tmin, CO przeczy zatozeniu, ze tp;, jest najmniejszym interwatem czaso-

15 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, 5. 99-102.
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wym. OczywiScie, zadnej sprzecznosci nie otrzymamy, jesli z tego rozumo-
wania wykluczymy pojecie ruchu.

A
—

0
01_> 02

W konsekwencji okazuje sie (gdy uwzgledniamy wszystkie argumenty
Zenona), Ze tak przestrzen, jak i czas nie mogg by¢ ani ciagle, ani dyskretne.
Jest to logiczna sprzeczno$¢ przedstawiajgcej sie nam rzeczywistosci i wska-
zanie na niemozliwos¢ jej racjonalnej rekonstrukeji, w tym pomiaru.

Jesli uwzglednimy, zZe istnieje zalezno$¢ miedzy czasem i przestrzenig,
ktéra mozna uchwyci¢ pojeciowo, to pojawia sie jaka$ forma neutralizacji
paradoksu Achillesa. Achilles i Z6tw zaczynaja swoj bieg w tym samym czasie
to, lecz z innego miejsca: odpowiednio Ai Z Jednak ich tory ruchu, poniewaz
Achilles porusza sie szybciej od z6twia, muszg sie przecig¢ w punkcie 2. Jed-
nak tutaj zaktadamy, ze tory ruchu Achillesa i z6twia istnieja, sa dane aprio-
rycznie. To zaloZenie wymaga jednak uzasadnienia.

W paradoksach Zenona czas i przestrzen majg inng nature i na tym tez
opiera sie ich skuteczno$¢. W paradoksie dychotomii z géory mamy dany pe-
wien odcinek drogi i dokonujemy jego podziatu. Jesli chodzi o czas, wiemy
tylko tyle, ze aby do$¢ z punktu A do punktu B, musimy te odlegtos$¢ przejsc
w pewnym skoficzonym czasie. Nie wiemy jednak, w jakim czasie, nie jest wiec
mozliwy podziat czegos nieokres$lonego (czas pojawia sie dopiero przy poko-
nywaniu tego odcinka drogi). ZatozZenie, ze odcinek czasowy dzieli sie na nie-
skonczenie wiele odcinkdéw, prowadzitoby do przyjecia istnienia nieskonczo-
nosci aktualnej. Arystoteles, odrzucajac paradoksy dychotomii i Achillesa,
przyjmuje, Ze czas i przestrzen majg te sama strukture continuum (s3g ciggte).

W $wietle pospolitych argumentow staje sie oczywiste, ze skoro czas jest ciagty (tzn.
jesli granice poszczeg6lnych odcinkéw czasowych tworzg jedno$c), to i wielkos¢ jest
taka. [...] A jest tak z tej racji, ze wielko$ci czasowe i przestrzenne sa przedmiotem
tego samego podziatu [...]. Z tego tez wzgledu dowo6d Zenona opiera sie na fatszy-
wym zatozeniu, ze mianowicie jest niemozliwe, by jakie$ ciato mogto przeby¢ nie-
skonczong ilo$¢ punktéw lub zetkna¢ sie z nimi w skonczonym okresie czasu.
W dwojakim bowiem sensie méwi sie o dtugosci i o czasie, Ze sa nieskonczone,
i w ogoble o wszystkim, co jest ciagle: sa tak nazywane albo ze wzgledu na podziel-
nos¢, albo ze wzgledu na ich krance. Nie ulega watpliwosci, ze ciato w skonczonym
czasie nie moze zetkna¢ sie z punktami iloSciowo nieskonczonymi; ale moze sie ze-
tkng¢ z nimi ze wzgledu na podzielnos¢; albowiem sam czas jest w tym sensie roéw-
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niez nieskonczony. [...] A zatem ani nieskoniczono$ci nie mozna przeby¢ w czasie
skonczonym, ani w czasie nieskoniczonym odcinka skoniczonego; ale gdy czas bedzie
nieskonczony, to réwniez i wielko$¢ bedzie nieskonczona; a gdy wielko$¢ bedzie nie-
skoniczona, to réwniez i czas?e.

Jednak trudno$¢ polega na tym, w jaki sposéb odcinkom przestrzennym
w sposdb jednoznaczny przypisa¢ odpowiednie interwaty czasowe, przy
zmniejszajacych sie w nieskonczonos$¢ odcinkach; skad tez wiemy, Ze to przy-
porzadkowanie bedzie zawsze mozliwe i Ze struktura przestrzeni nie zmieni
sie przy bardzo matych wielko$ciach, i czy wtedy bedzie mozliwe odtworzenie
pierwotnej wielkoSci z tych otrzymanych. Arystoteles ten problem omija. No
i najwazniejsza trudnos¢, ktora poruszatem wczesniej: dyskusyjne jest zato-
Zenie, Ze z géry znamy czas osiggniecia punktu konnicowego. W tym rozumo-
waniu Arystoteles zaktada, Ze czas i przestrzen majg te sama nature?”.

2. Atomizm - niedokonczony program badan Demokryta

Koncepcja atomizmu jest nierozerwalnie zwigzana ze znaczeniem, jakie
Demokryt!8 przypisywat w swojej szkole matematyce. Atom jako byt niepo-

16 Arystoteles, Fizyka 233 a.

17 Por. W. Wéjcik, Nowozytne wizje nauki uniwersalnej a powstanie teorii kontinuéw, War-
szawa 2000, s. 53-64. W tym fragmencie pracy wyjasniam, w jaki spos6b wypracowane
w czasach nowozytnych pojecia: granicy, pochodnej i funkcji, ,neutralizujg” analizowane
paradoksy. Jesli chodzi o paradoks strzaly, zauwazytem, ze de facto stwierdza on, Ze nie-
mozliwa jest predkos¢ chwilowa rézna od zera. Natomiast pojecie pochodnej funkcji po-
kazuje, ze predkos¢ chwilowa V,,, jako granica ilorazu przyrostu drogi do przyrostu
czasu (co oznacza pochodng funkcji drogi wzgledem czasu), gdy przyrosty czasu daza do
zera, moze by¢ od zera wieksza — V,p,, = lim %, gdy At —» 0. Warto zauwazy¢, ze mate-
matyka nowozytna jedynie przesuwa trudnosci aporii Zenona (i innych) w inny obszar
zwiagzany z zagadnieniami granicy, ciagtosci i nieskoniczonosci. Z tymi trudno$ciami zma-
gano sie juz od poczatku matematyki nowozytnej (spor o zasadno$¢ uzywania w matema-
tyce metod nieskonczonos$ciowych), a wybuchnat z peing sitg na przetomie XIX i XX wieku
w paradoksach teorii mnogosci i innych (kryzys podstaw). Nowe antynomie i paradoksy
byly najczesciej nowa wersja paradokséw starozytnych. Wzbudzily zainteresowanie filo-
zoféw i logikéw, matematyka jednak rozwijata nowe metody badan i teorie, ignorujac
przewaznie ukazane antynomie. Istotne jest to, Ze juz matematyka grecka wypracowata
metody i rozwigzania (teoria stosunkéw Eudoksosa, nowe metody konstrukcyjne, metoda
wyczerpywania, aksjomatyzacja geometrii, budowa geometrii sferycznej), ktore, jesli nie
rozwigzywaty, to przynajmniej skutecznie omijaty wskazane problemy i paradoksy. Bede
o tym moéwit w dalszej czesci pracy.

18 Zatozycielem szkoty atomistow byt Leucyp (Leukippos), zyjacy w piatym wieku p.n.e.,
a pochodzacy najprawdopodobniej z Miletu. Jego uczniem byt Demokryt z Abdery (ok.
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dzielny i nieredukowalny posiadat jedynie wtasno$ci geometryczne - atomy
roznity sie bowiem tylko ksztattem, wielko$cia, potozeniem i porzadkiem.
Mozna je byto wiec bada¢ metodami matematycznymi i tylko nimi, gdyz jako
byty nierdznigce sie jakoSciowo i niedostrzegalne zmystami byty ,niewi-
doczne” dla innych pozamatematycznych metod. Tylko matematyka docie-
rata do atomu (czyli samego bytu) i tym samym byta w stanie odstoni¢ za-
kryte i najgtebsze obszary istnienia.

Atomy, ktorych jest nieskoniczenie wiele, poruszajg sie w nieskonczonej
prézni. Sg ponadto niezniszczalne, niewazkie, trwajgc w nieustannym ruchu,
staja sie przyczyng wszystkiego, co istnieje. Zderzaja sie i tacza ze sobg, two-
rzac wieksze, dostrzegalne juz struktury. Wedtug Demokryta niektore
atomy odskakuja od siebie, a te, ktore splatajg sie ze soba, dokonuja tego na
skutek symetrii ksztattow, wielko$ci, potozenia i szyku. Dzieki temu tworza
trwatg cato$¢19. W ten sposdb powstajg wszystkie rzeczy tego Swiata i caty
Swiat. Mamy tutaj deterministyczna teorie Swiata (wszystko dziata na zasa-
dzie koniecznoS$ci - ananke), ale w tej teorii matematyka odgrywa szcze-
gblng role: wchodzi w relacje ze §wiatem zmystowym, warunkuje mozliwo$¢
jego poznania w catym bogactwie struktur i zmiennosci. Bez poznania ato-

460-370 p.n.e.). Napisat okoto 70 prac (wszystkie zaginety, znane s3 tylko nieliczne frag-
menty), w tym wiele prac matematycznych m.in.: O liczbach, Na temat geometrii, O odwzo-
rowaniach, O niewymiernych liniach i brytach, Rozciggtosci (Exmrdouara). Pono¢ najwaz-
niejszym jego dzietem byta ksigzka kosmologiczna Wielkie uporzadkowanie. Pisal réwniez
traktaty z astronomii np. O planetach, Na temat wielkiego roku, Astronomia. Byt tez auto-
rem wielu prac filozoficznych (z zakresu metafizyki-filozofii istnienia, etyki, polityki, nauki
o cztowieku, teorii poznania, psychologii). Pisat podobno jezykiem poetyckim. Jego filozo-
ficzna teoria atomizmu byta przejeta przez szkote epikurejska i w niej rozwijana. Brak jest
natomiast kontynuacji i odniesien w tej szkole do wynikéw i metod matematycznych De-
mokryta. Mozna przypuszcza¢, ze jego metody matematyki dyskretnej (nieciagtej) byly
w starozytnosci dobrze znane (krytykuje je Platon, prezentuje Arystoteles) i stosowane
(na przyktad przez Archimedesa). Rozmach twdrczy Demokryta byl imponujacy. Do kaz-
dej dziedziny wiedzy wnidst istotny wktad. Platon traktuje go jako naukowego rywala
i catkowicie ignoruje w swoich dialogach. Podobno uwazat prace i badania Demokryta za
szkodliwe i nadajace sie jedynie do spalenia. Arystoteles natomiast zauwaza, ze w badaniu
zmiennoSci jedynie Demokryt osiagnat istotne i znaczace wyniki. Podobno Demokryt tak
sam mdwit o sobie: , Ze wszystkich moich wspétczesnych zwiedzitem najwiecej ziem, prze-
prowadzitem najbardziej wyczerpujace badania i widziatem najwspanialsze klimaty
i kraje oraz stuchatem najwieksza liczbe uczonych ludzi”. W ciagu trwajacych pie¢ lat po-
drézy podobno odwiedzit Egipt, Persje i Babilon, gdzie spotykat sie z kaptanami i magami;
niektdrzy moéwig, Ze udat sie takze do Indii i Etiopii. (Por. T. Heath, 4 History of Greek Ma-
thematics, t. 1,s.176-177).
19 Por. W.F. Asmus, Demokryt, ttum. B. Kupis, Ksigzka i Wiedza, Warszawa 1961, s. 108.
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mow i ich natury, poruszajgca sie w prézni-niebycie ,chmura atoméw” zdaje
sie jedynie szczeg6lng realizacjg chaosu. Wobec tego nasza wiedza o $wiecie,
bez pomocy matematyki, bytaby opisem chaosu wrazen i nieuporzadkowanych
doznan. To dzieki matematyce odkrywamy ananke - zasade koniecznosci.

Atomistyczna teoria Demokryta zaktada, ze niemozliwy jest podziat ciata
w nieskonczonos$¢, a atom jest tg absolutng granica podzielnos$ci (materia ma
wiec strukture dyskretng).

Atomisci wykorzystywali swojg teorie do rozwigzywania konkretnych
probleméw matematycznych. Wedtug nich, przyktadowo, walec sktada sie
z bardzo wielkiej liczby cieniutkich, zmystowo niedostrzeganych i rownole-
glych do ptaszczyzny, két. Jego objetosé mozna wiec policzy¢, sumujac pola
tych kot. A poniewaz wysoko$¢ wyznacza liczbe kot, ktére mozemy ulozyé
(jedno nad drugim), wiec objeto$¢ walca otrzymamy, mnozac pole kota przez
wysoko$¢ walca (podobnie liczymy objeto$¢ dowolnego graniastostupa).

Jesli znow weZmiemy dwa ostrostupy o réwnych podstawach i wysoko-
Sciach jako utworzone z nieskonczenie wielu nieskoniczenie cienkich prze-
krojow, to przyporzadkowujac te przekroje sobie wzajemnie, jednoznacznie
(jeden do jednego) otrzymamy, ze objetosci tych ostrostupéw sa rowne (jest
to metoda znana jako zasada Cavalieriego2?). W podobny sposéb zauwazyt
Demokryt, Ze objetos¢ stozka stanowi jedng trzecig objetosci opisanego na
nim walca. Zgodnie z zasadg atomizmu uznat, Ze stoZzek jest ostrostupem
o nieskonczonej liczbie bokéw. Najprawdopodobniej w taki sposéb wyko-
rzystywat Demokryt swoj atomizm do przeprowadzania dowoddéw matema-
tycznych. Jednak argumenty oparte na uzywaniu metod nieskonczonoscio-
wych w matematyce nie zostaty przez Grekéw przyjete.

Warto zauwazy¢, ze Demokryt, badajgc niewspotmierne wielkosci, np.
niewspdtmierne linie (GAoyol ypappai), nie traktowat ich jako niepodzielne
linie (dtopot ypappai). Rowniez nieskonczenie cienkie Kota, z jakich zbudo-
wany byt stozek, nie byly wielko$ciami niepodzielnymi, lecz jak najbardziej
cechowaty sie ciaggtoscia. Dlatego miedzy kolejnymi kotami tworzacymi sto-
zek nie musiato by¢ przeskokow. W traktacie O niebie Arystoteles wyraznie
odrzuca taka mozliwo$¢, aby Demokryt glosit teorie o niepodzielnych li-
niach. Jeszcze dalej idzie uwaga Symplicjusza, ktory stwierdza w swoim ko-
mentarzu do Fizyki Arystotelesa, ze dla Demokryta atomy byly w matema-
tycznym sensie podzielne ad infinitum?!. Atomizm Demokryta byt wiec teo-
rig bardziej wyrafinowana niz sie potocznie sadzi.

20 Bonaventura Francesko Cavalieri (1598-1647) byt wioskim matematykiem, uczniem Ga-
lileusza.
21 T. Heath, A History of Greek Mathematics, t. 1, s. 181.
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Waznym pojeciem, ktére Demokryt najprawdopodobniej tez badat, jest
pojecie kata rogoksztattnego (kat miedzy tukiem okregu a styczng do niego
w punkcie stycznosci - kpatoldng) oraz komplementarne pojecie kata mie-
dzy tukami okregéw. Problemem byto wyjasnienie, czy kat rogoksztattny
jest wielkos$cig poré6wnywalng z katem liniowym, tzn., czy poprzezjego zwie-
lokrotnienie mozna osiggna¢ kat liniowy. Okazuje sie, Ze jest to niemozliwe,
a wiec kat rogoksztattny jest wielko$cig nieskonczenie matg. Euklides dowo-
dzi, ze kat rogoksztattny jest mniejszy od dowolnego kata liniowego?2.

Podsumowujac, zauwazmy, Ze - zgodnie z ontologia atomistyczng - ma-
tematyka jest potrzebna podczas zdobywania i przekazywania wiedzy, gdyz:
(1) odstania to, co zakryte, odstania istote bytu i zdarzen;

(2) wprowadza porzadek w pozorny chaos poznawanego zmystami $wiata;
(3) uzasadnia obiektywny charakter wiedzy, przeciwstawia sie relatywi-

Zmowi.

Matematyka pozwala dostrzec w prézni-niebycie atom-byt, jednak nie
daje catosciowej wiedzy o $wiecie, o tym, co istnieje. Wskazuje na dwa rézne
rodzaje istnienia, ale bada tylko jeden z nich. Pr6znia zdaje sie by¢ poza za-
siegiem badawczym matematyki (nie ma struktury). [ stad potrzebna nauka
(lub nauki), ktéra zajmuje sie nie tylko bytem, lecz rowniez innymi rodza-
jami i aspektami istnienia oraz cato$cia istnienia - wykracza wiec poza gra-
nice klasycznie rozumianej ontologii czy nauk przyrodniczych. Nie wiemy,
jak ,filozofia istnienia” Demokryta wygladata, gdyz jego prace zaginety -
z catg jednak pewnos$cig mozemy powiedzie¢, Ze jako synteza wizji herakli-
tejskiej i eleackiej podjeta problemy zwigzane z ,nico$cia” (unikane raczej
przez starozytnych, a szczegdlnie zwalczane przez Platona), ktére w pdzniej-
szym okresie analizowali przyktadowo Epikur (kontynuator szkoty atomi-
stéw), Pseudo-Dionizy, Gasendi, Pascal, Kierkegaard czy egzystencjalisci. Ni-
co$¢ nie jest czyms, czego nalezy unika¢, jest miejscem, w ktérym sie poru-
szamy, odnajdujemy siebie i wszelki byt, a ktéra wraz z bytem moze utwo-
rzy¢ harmonijng strukture.

W koncepcji Demokryta mamy wiec do czynienia z dwiema czeSciowo
niezaleznymi od siebie dziedzinami wiedzy: matematyka (zajmujaca sie sa-
mym bytem) i metafizyka (filozofig istnienia, rowniez tego poza bytem)23.

Otwarta jest tez droga dla catego spektrum nauk przyrodniczych (o na-
turze) oraz humanistycznych (o cztowieku, jego wytworach, i dziataniu), ba-
dajacych rozne aspekty istnienia. W tych naukach (badajgcych uktady ato-

22 Jbidem, s. 178-179.
23 P. Swift, Becoming Nietzsche. Early Reflections on Democritus, Schopenhauer, and Kant,
Lexington Books, Lanham, Boulder, New York, Toronto, Oxford 2005.
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mow i ich ruch) sktadniki odnoszace sie do ,bytu” i ,nie-bytu” sg ze sobg wy-
mieszane. Matematyka moze wiec wskaza¢ matematyzowana czes¢ tych
nauk i poddac je metodzie matematycznej. Tak wtasnie postepowat Archi-
medes, gdy po dokonaniu odkry¢ przy pomocy narzedzi i metod mechaniki
czy hydrostatyki wtaczat je nastepnie w struktury matematyki czystej, po-
dajac matematyczne modele, dowody i argumenty. Réwniez fakty geome-
tryczne odkrywat w oparciu o prawa swojej fizyki, a nastepnie dowodzit je
w sposOb matematyczny. Fizyka miata wiec dla niego cze$¢ empiryczng oraz
$cisle matematyczng, a badania naukowe polegaty w znacznej mierze na pro-
bie maksymalnego wtaczenia tresci nauk przyrodniczych w obszar matema-
tyki. Te rozwazania na temat metody naukowej przedstawit Archimedes
w dzietku O metodzie?t. Byto to interesujace potgczenie metody hipote-
tyczno-dedukcyjnej z metoda Demokryta. Metode Archimedesa i jego pro-
jekt rozwoju matematyki przedstawie w dalszej czesci.

3. Paradoksy wyzwaniem dla matematyki greckiej

Odpowiedzig matematyki na pojawiajace sie paradoksy byt jej rozwdj.
Powstatly nowe metody i teorie naukowe. Kontynuowany byt tez proces geo-
metryzacji i arytmetyzacji astronomii czy teorii harmonii muzycznej oraz in-
nych teorii, np. mechaniki. Ponadto podjeto refleksje nad matematyka, jej
podstawami i zwigzkiem z rzeczywistoscia. Akademia Platona stata sie cen-
trum badan matematycznych. To dzieki badaniom tej szkoty matematyka
uzyskata posta¢ hipotetyczno-dedukcyjng i stata sie wiedza dojrzatg, samo-
dzielng, wyzwolong z empirii. Jednak gtdwne idee matematyczne, zagadnie-
nia i problemy, bedgce wyzwaniem dla kolejnych pokolenn matematykow,
pojawily sie juz w okresie wczesniejszym (w VI i V wieku p.n.e.), natomiast
w IV wieku p.n.e., gdy zaczeta dziatalno$¢ Akademia, byly jeszcze intensyw-
niej rozwijane. Warto zauwazy¢, ze V wiek jest ztotym wiekiem kultury grec-
kiej, kiedy Ateny staja sie centrum kulturalnym 6wczesnego $wiata. Wtedy
powstaja wspaniate dzieta sztuki, literatury, koncepcje prawne, polityczne
i etyczne. Ateny przyciaggaja wybitne jednostki z r6znych stron. Czesto pomi-
jane sg dokonania naukowe (w tym matematyczne) tego okresu, gdyz nieo-
mal cato$¢ dorobku naukowego nie przetrwata. Kontrastuje to z dzietami li-
terackimi, ktére praktycznie w catosci sg dla nas dostepne.

24 Archimedes, Poslanie k Ehratosfenu, [w:] Sochinienia, Patstwowe Wydawnictwo Litera-
tury Fizyczno-Matematycznej, Moskwa 1962.
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Spektakularnym przyktadem jest Anaksagoras (500-428 p.n.e.), filozof,
astronom i matematyk, ktory przybyt do Aten z Jonii ok. 456 roku p.n.e. Jego
uczniami byli m.in. Perykles (ateniski maz stanu, przywddca), Sokrates
(z czasem odszedt od badania przyrody w kierunku dociekan etycznych),
Tukidydes (historyk). Anaksagoras za gtoszenie pogladdw, ze stonce nie jest
boskie, lecz jest rozpalonym kawatkiem kamienia, zostat oskarzony o ateizm
i skazany na kare $mierci. Dzieki Peryklesowi zamieniono te kare na wygna-
nie. Znany jest jego poglad na nature $wiata. Materia sktada sie z niezliczonej
ilosci zarodkow, z ktérych, pod wplywem Umystu (Nous), wszystko po-
wstaje. Nous porzadkuje pierwotny chaos, daje $wiatu ruch i zycie. Efektem
jego racjonalnych dociekan i badan natury wszech$wiata byta ksigzka
O przyrodzie (ocalaty z niej tylko niewielkie fragmenty). Anaksagoras byt
typowym przedstawicielem éwczesnej greckiej nauki: uprawiat nauke dla
samej ciekawosci, pasji badawczej, a nie dla celéw utylitarnych - jak uczeni
przedhelleniscy. Z badan przyrody przeszedl do rozwigzywania probleméw
matematycznych, bo to bylo trudniejsze, ciekawsze i bardziej zaspakajato
jego potrzeby intelektualne.

W pigtym wieku p.n.e. zostaly postawione cztery stynne problemy, ktére
zostaly rozwigzane dopiero 24 wieki p6zniej (wczes$niej wydawaty sie nie
do zrealizowania przy przyjetych pierwotnie zatoZeniach). Chodzito o doko-
nanie przy pomocy jedynie cyrkla i linijki nastepujacych konstrukcji (a wiec
przy pomocy ,elementarnych”, najprostszych linii): kwadratury kota25, po-
dwojenia sze$cianu (znalezienia szeScianu o dwa razy wiekszej objetosci od
danego, tzw. problem delijski), trysekcji kata oraz rektyfikacji okregu (skon-
struowania odcinka o dtugo$ci danego okregu). Byly to zadania wazne dla
samej matematyki i jej systemowego zatozenia, aby budowac jg na jak naj-
prostszych podstawach. Zadania s3 mozliwe do wykonania, lecz przy po-
mocy bardziej ztozonych narzedzi. To jednak nie zadowalato matematykow
greckich. Podobno Anaksagoras, gdy przebywat w wiezieniu, zajmowat sie
pierwszym z tych zagadnien, czyli kwadraturg kotazé. I nie chodzito o zasto-
sowanie znalezionego rozwigzania do celéw praktycznych (wtedy wystar-
cza metody przyblizone), lecz o teoretyczne badania majace na celu osia-
gniecie precyzji myslenia. Podjecie sie zadan niemozliwych do wykonania

25 Chodzito o kwadrature dowolnych figur geometrycznych ptaskich, tzn. skonstruowanie
dla danej figury F kwadratu o polu réwnym tej figurze. Rozwigzano zagadnienie kwadra-
tury prostokata, tréjkata i dowolnego wielokata, problem pojawit sie przy kwadraturze
kota.

26 U.C. Merzbach, C.B. Boyer, A History of Mathematics, 314 ed., John Wiley & Sons, Inc., Hobo-
ken, New Jersey 2011, s. 56-58.
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nie okazato sie bezowocne - byto bowiem sprawdzeniem przyjetych hipotez
w dochodzeniu do prawdy. W trakcie tych zmagan konstrukcyjnych osia-
gnieto wiele innych wynikow.

Hipokrates z Chios (ok. 470-410 p.n.e.) byt pierwszym, ktory pokazat,
ze jest mozliwa kwadratura pewnych obszaréw ograniczonych tukami (ksie-
zyce Hipokratesa). Napisatl tez Elementy geometrii (sto lat przed Euklide-
sem), ktére zaginety, ale znane byly przynajmniej do czaséw Arystotelesa
i wptynety z pewnoscia na kolejne proby w tym zakresie. Hipokrates, stosu-
jac jezyk i metode proporcji, odkryt twierdzenie moéwigce, ze stosunek
dwdch podobnych odcinkéw kota jest taki sam, jak stosunek kwadratéw
zbudowanych na podstawach tych odcinkéw. Teorie proporcji rozwinat da-
lej Eudoksos (on tez w sposo6b $cisty udowodnit powyzsze twierdzenie),
a zostata ona opisana w XII ksiedze F/lementowEuklidesa. Ponadto stosowat
Hipokrates w swoich dowodach metode nie wprost. Udowodnit, Ze stosunek
powierzchni dwdch két jest rowny stosunkowi powierzchni dwéch kwadra-
tow zbudowanych na ich Srednicach w ten sposdb, Ze przyjat prosta alterna-
tywe: stosunek powierzchni dwdéch kot jest rowny stosunkowi powierzchni
odpowiednich kwadratéw albo nie jest. A nastepnie wykluczyt druga czes¢
alternatywy.

Rozpatrujgc zagadnienie podwojenia szeScianu, pokazatl, Ze mozna je
sprowadzi¢ do znalezienia takich dwoch liczb xi y; aby zachodzita nastepu-

y

jaca proporgcja: % = % =3 (podwdjna srednia proporcjonalna), przy czym a

i boznaczaja odpowiednio objetosci wiekszego i mniejszego sze$cianu, czyli
a = 2b. Wéwczas po przeksztatceniu tatwo wyliczy¢, Ze zachodzi rownosc¢:
X = ny, co oznacza, ze x jest krawedzig podwojonego sze$cianu wyjscio-
wego?7,

Hippiasz z Elidy (Zyjacy na przetomie V i IV wieku p.n.e.) podszedt do
zagadnienia kwadratury kota z innej strony. Skonstruowat krzywa, zwana
kwadtratrysa, ktéra taka konstrukcje umozliwia. Powstaje ona w nastepu-
jacy sposob. W kwadracie ABCD przesuwamy gorny bok APB jednostajnie
w dot az potaczy sie z dolnym bokiem DC. W tym samym czasie obracamy
lewy bok DA woké6t punku D az pokryje sie réwniez z odcinkiem DC
Oznaczmy pozycje odcinka AB po czasie t’ przez A'B’, a odcinka DA przez
DA". Wéweczas punkt Pprzeciecia tych przesuwajgcych sie odcinkéw utwo-
rzy zadang krzywa, czyli kwadratryse APQ.

Kwadtratrysa moze by¢ wykorzystywana do konstrukgc;ji trysekcji kata,
jak rowniez do kwadratury kota. Oczywiscie krzywa ta nie jest tukiem kota

27 Ibidem, s. 58-61.
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(ani nie jest przy pomocy krzywych elementarnych otrzymana), a wiec kon-
strukcje te nie spelniajg warunku konstrukcji ,elementarnych” przy pomocy
cyrkla i linijki.

A 5 B

A’ B’

D Q  C

Hippiasz z Elidy byt sofistg, a oni, jak wiadomo, czesto w sposéb instru-
mentalny traktowali zasady moralne i warto$ci, w tym warto$¢ dobra
i prawdy, oraz czesto byli podejrzewani o ptytkos¢ intelektualna. Jak widag,
Hippiasz przeczyt tej opinii. Dziatal aktywnie w Atenach w drugiej potowie
V wieku, miat duza wiedze w wielu dziedzinach i tak jak sofi$ci nauczat,
w tym oczywi$cie sztuki krasoméwcze;j28.

Filolaos z Tarentu (ok. 480-399 p.n.e.) dokonat kluczowej zmiany
w sposobie dziatania pitagorejczykéw. Trzymali oni swoje wyniki naukowe
w tajemnicy, a Filolaos byt pierwszym, ktéry opublikowat traktaty zawiera-
jace opis ich pogladéw i osiggnie¢ naukowych. To z tych traktatéw poznat
Platon szczegély pogladéw pitagorejskich. My$l pitagorejska weszta wiec
dzieki Filolaosowi w obieg kulturowy éwczesnej Grecji. Filolaos byt tworca
pirocentrycznej koncepcji budowy $wiata. Zaktadatl, ze wokot centralnego
ognia krazy Ziemia i inne ciata niebieskie.

Uczniem Filolaosa byt Archytas z Tarentu, jeden z wiekszych uczonych
greckich, matematyk, ktérego aktywno$¢ naukowa, polityczna i spoteczna
przypada na pierwsza potowe IV wieku p.n.e. Zyt w czasach Platona, a jego
idee i wyniki naukowe miaty znaczacy wptyw na kolejne pokolenia matema-
tykow. Byt jednak w sporze filozoficznym z Platonem, ich wizje nauki oraz
filozofie matematyki byty odmienne (na przyktadzie tego sporu widac roz-
nice miedzy ,czystym” pitagoreizmem a platonizmem). Ich pierwsze spotka-
nie nastapito w roku 387/386 p.n.e. i od tego czasu trwata dalsza bliska zna-
jomos$¢ i wzajemne wspieranie sie. Jest znany fakt wystania przez Archytasa

28 ]bidem, s. 62-63.
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do Syrakuz statku i wstawiennictwo u tyrana Dionizosa, gdy grozita Platonowi
$mier¢. Byt ostatnim z wielkich pitagorejczykow. Ocalaty jedynie cztery orygi-
nalne prace, jednak wiele informacji o pogladach Archytasa znajduje sie
w roznych Swiadectwach i komentarzach. Jak zauwaza T. Heath, kluczowa
czes¢ Ksiegi X1 Elementow Euklidesa zawiera konstrukcje proporcji dwoch
$rednich geometrycznych Archytasa?®. Rozwigzat tez problem podwojenia
szeScianu, ale oczywi$cie nie przy pomocy platonskich konstrukcji (tzn. przy
pomocy cyrkla i linijki). W znaczacy sposéb rozwinat teorie harmonii mu-
zycznej (uczynit z niej teorie w petni matematyczng), rozwinat optyke jako
nauke i dat matematyczne podstawy mechanice. Uwazat, Ze ostatecznym ce-
lem nauki jest opisanie rzeczy jednostkowych przy pomocy stosunkéw i pro-
porcji. Dla niego arytmetyka jako nauka o liczbach i proporcjach byta kro-
lowg nauk. Na teorii proporcji nalezato oprze¢, wedtug niego, pojecie spra-
wiedliwosci (w panstwie) i dobrego zycia (jednostki). Rozwazat tez mozli-
wos¢ nieograniczono$ci $wiata i dawat za tg mozliwo$cia argument, ktory
byt wielokrotnie pdzniej powtarzany30.

Spor filozoficzny miedzy Platonem a Archytasem miat duze znaczenie dla
dalszego rozwoju matematyki i jej rozumienia. Dla Platona Archytas byt wy-
bitnym matematykiem, jednak reprezentowat niewtasciwg filozofie mate-
matyki. W VII ksiedze ParistwaPlaton krytycznie odnosi sie do pitagorejskiej
teorii harmonii w wersji matematyka z Tarentu oraz do jego sposobu upra-
wiania geometrii przestrzenne;j.

Dla Archytasa nauki Sciste majg szczeg6lne znaczenie z powodu umiejet-
nosci dokonywania wlasciwych rozréznien. Wychodzac od badania natury
catosci oraz uniwersalnych koncepcji nauki, s3 w stanie doj$¢ do badania
i zrozumienia natury poszczegélnych cze$ci. W swoim zaginionym dziele Har-
monia (ocalaly tylko nieznaczne fragmenty) postepuje zgodnie z tg procedura.

Ogolna koncepcja nauki - w przypadku teorii harmonii chodzi o uniwer-
salng koncepcje dzwieku - jest dla niego jedynie wprowadzeniem w dalsze
badania, a nie celem nauki. Chodzi o to, aby przy pomocy tych uniwersalnych
poje¢ pozna¢ prawdziwg nature rzeczy indywidualnych. Rozwazania Archy-
tasa na temat harmonii koncza sie matematycznym opisem interwatéw mu-
zycznych, stosowanych przez praktykujacych muzykéw. Podobnie jest
w przypadku astronomii. Tam réwniez og6lne rozwazania koriczg sie mate-
matycznym opisem okreséw, wschod6éw i potozen konkretnych planet. Pro-

29 T. Heath, op. cit,, s. 213-216.

30 Gdyby $wiat byt ograniczony, to mozliwe bytoby dotarcie do jego granic. Ale wéwczas, wy-
korzystujac wielko$¢ ciata, mogliby$my przekroczy¢ te granice. Ten proces przekraczania
ustalonej granicy $wiata mozna kontynuowa¢ w nieskoniczonos¢.
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gram Archytasa jest kontynuacjg programu Filolaosa, utrzymanego w tradycji
pitagorejskiej. W programie tym matematyka potrzebna jest po to, aby poznaé
konkretne rzeczy. Liczby i ich proporcje sa nie tylko warunkiem wystarczaja-
cym poznania indywidualnych, konkretnych bytéw, bez nich te byty bytyby
niepoznawalne. Wydaje sie, ze wyniki Archytasa sa znacznie bardziej zaawan-
sowane i skuteczniej opisuja zjawiska, niz czyni to Filolaos. Na samym po-
czatku swojej pracy ukazuje Archytas warto$¢ nauk matematycznych
(mathémata), a nastepnie wyrdznia cztery takie nauki: astronomie, geome-
trie, logistyke (czyli arytmetyke) oraz muzyke. Przypuszczalnie byto to pierw-
sze catoSciowe wyrdznienie tych nauk, ktdre pézniej weszty do kanonu nauk
jako guadrivium. Logistyka byta dla Archytasa nauka o szczeg6lnej wadze.
Zgodnie z tym pogladem, pozwala nam ona poznaé prapostacie bytu (a wiec
dwa pokrewne sobie elementy harmonii: liczbe i wielko$¢ jako takie oraz re-
lacje miedzy liczbg i wielko$cia) i jest de facto nauka czysto pojeciowa. Jest
wazniejsza od pozostatych nauk, poniewaz dostarcza dowoddw tam, gdzie za-
wodz3a inne nauki. Nie potrzebuje w ogole zmystéw, postuguje sie jedynie czy-
stym rozumem i wykonuje operacje na liczbach oderwanych. Logistyka, czyli
nauka czysto pojeciowa, sprawdza sie nie tylko w swiecie przyrody, lecz row-
niez w stosunku do spraw ludzkich3!. Wedtug Archytasa logistyka jest w sta-
nie w spotecznosci ludzkiej zaprowadzi¢ pokdj, sprawiedliwo$¢ i uczciwosé
przez wprowadzanie prostych algorytméw podziatu débr i zawierania umoéw.

Wydaje sie, ze rozwazania Platona na temat znaczenia i miejsca kolej-
nych nauk matematycznych w nauczaniu, zawarte w VII ksiedze Paristwa, sg
polemika z koncepcjg pitagorejska (zawartg w dziele Archytasa). Po wymie-
nieniu arytmetyki oraz geometrii (ptaskiej) zauwaza, ze niewtasciwe jest
jako trzecia przyja¢ astronomie (jako nauke o brytach w ruchu). Stwierdza,
Ze najpierw potrzebne sg badania bryty samej w sobie. ,A stusznie jest po
drugim wymiarze brac sie do trzeciego. A ten sie wigze z objeto$cia sze$cia-
now i wszystkiego, co posiada gtebie”32. Wprowadza wiec Platon jako trzecia
nauke stereometrie i podaje wazne ,antypitagorejskie” wyjas$nienie: ,Prze-
ciezidzi$, cho¢ szerokie kota tych badan nie cenig, a nawet im przeszkadzajg,
a sami badacze nie umiejg powiedzie¢, na co by sie one przyda¢ mogty, to
jednak te rozwazania majg swdj urok i dzieki temu postepujg, wszystkiemu
whbrew, wiec nie bytoby dziwne, gdyby sie te sprawy jednak wyjasnity”3s3.
[ dopiero na czwartym i pigtym miejscu proponuje da¢ astronomie i muzyke,

31 . Gajda-Krynicka, Koncepcje symetrii w filozofii starozytnej, [w:] Symetrie w sztuce i nau-
kach humanistycznych, Wydawnictwo Leopoldinum, Wroctaw 1993, s. 20-22.

32 Platon, Parstwo, op. cit,, s. 236.

33 Ibidem, s. 236.
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budujac je jako nauki catkiem teoretyczne (matematyczne), a nie obserwa-
cyjne. Platon odrzuca metode poszukiwania liczb w obrazach poruszajacych
sie cial niebieskich, jak rowniez w styszanych dzwiekach, lecz proponuje wy-
korzystac te nauki jako narzedzie do odwrdcenia duszy od zmystéw w sfere
tego, co idealne. Platon wyraznie odréznia sfere zmystowa od idealnej (bo
tylko ta druga jest racjonalna), a poszukiwanie racjonalnosci (porzadku licz-
bowego) w tym, co zmystowe, jest dla niego niewtasciwe. Dla Platona swiat
liczb jawi sie jako oddzielny od $wiata materialnego, a dla pitagorejczykéw
stanowig one jedno$¢3+.

Mysl platonska nie jest kontynuacja koncepcji pitagorejskiej, lecz zasad-
niczo sie od niej r6zni. Jednak bardzo duzo z niej korzysta, podobnie jak
z osiggniec szkoty eleatdw i innych szkot czy myslicieli. Jest to swoista synteza.

W Akademii Platoriskiej nastgpito potaczenie refleksji filozoficznej z ba-
daniami matematycznymi. Jeszcze Teodor z Cyreny interesowat sie zasadni-
czo tylko problemami matematycznymi, natomiast jego uczen Teajtet (ktory
zwigzat sie z Akademia Platonska) byt nie tylko matematykiem, ale tez filo-
zofem i dazyt do zbudowania maksymalnie og6lnej teorii niewspo6tmierno-
$ci. Nie tylko rozwigzywat problemy matematyczne, ale tez, zgodnie z me-
toda Platona, analizowat hipotezy tkwigce u podstaw rozumowan, badat za-
gadnienia logiczne i dazyt do sformutowania Scistych definicji matematycz-
nych. Jego oryginalne prace sie nie zachowaty, a wyniki znane sa z Elemen-
tow Euklidesa, ktorych byty istotng czescia.

Na tym tez polega wktad samego Platona w rozwoj matematyki, ze skiero-
wat uwage matematykow i filozoféw na problemy metodologiczne i zwigzane
z podstawami matematyki. W czasach kierowania przez Platona Akademig na-
stapit przelom w matematyce. Stata sie wiedza w pei abstrakcyjna, zdolng
do generowania kolejnych teorii i rozwigzywania stawianych przed nig pro-
bleméw. Platon znat i kochat matematyke, jednak mozna zauwazy¢, zZe nie
udowodnit zadnego znaczacego twierdzenia matematycznego. Mogt jednak
naucza¢ matematyki, a z calag pewnoscig byta ona nauczana w Akademii przez
tworczych matematykdow, ktorzy zwigzali sie z Akademig, dla ktérych byta tez
ona miejscem ich pracy badawczej. To ci matematycy (a wsréd nich Archytas,
Teajtet, Eudoksos, Leon, Leodamas, Menaichmos) doprowadzili do reformy
w matematyce i do aksjomatyzacji geometrii. Rwniez wktad Platona w aksjo-
matyzacje geometrii wydaje sie niezaprzeczalny3s.

34 Por. Ch.H. Kahn, Pythagoras and Pythagoreans. A brief History, Hacket Publishing Com-
pany, Inc., Indianapolis 2001, s. 39-63; Archytas, [w:] Stanford Encyclopedia of Philo-
sophy, zrédto: https://plato.stanford.edu/entries/archytas/ [stan z 10.04.2021].

35 V. Karasmanis, Plato and the Mathematics of the Academy, [w:] Plato’s Academy, s. 139-140.
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Matematycy zwigzani z Akademig nie tyle rozwigzywali problemy (to
czesto miato miejsce przy okazji innych badan), lecz zwracali uwage na pre-
cyzyjne opracowanie teorii i metod dowodzenia. Tak postepowali Archytas
i Teajtet, tak rdwniez inni matematycy, jak: Leodamas (opracowat metode
analizy i syntezy), Leon (tworca pierwszej aksjomatyzacji geometrii) czy Eu-
doksos, (odkrywca metody wyczerpywania oraz teorii stosunkéw, obejmu-
jacej tak liczby, jak i wielkos$ci geometryczne). Jego uczniem i nastepca
w szkole w Kyzikos byt Menaichmos (ok. 380-320 p.n.e.). Prébujac rozwia-
zac¢ problem podwojenia sze$cianu, odkryt krzywe stozkowe. Miat brata Di-
nostratosa (ok. 390-320 p.n.e.), ktéry wykorzystat krzywag kwadratryse do
wykonania kwadratury kota. Znaczenie ma tez Autolykos z Pitane (ok. 360-
290 p.n.e.) jako autor najstarszego traktatu matematycznego o wtasnosciach
geometrycznych obracajacej sie sfery, ktory przetrwat do naszych czaséw.
Prowadzone przez niego prace nad geometrig sferyczng byty potrzebne
w badaniach astronomicznych. Dwa jego dzieta przetrwaty do naszych cza-
séw w oryginalnej postaci i sg to najwczesniejsze prace matematyczne, ktore
przetrwaty z tamtego okresu. Sg to: O poruszajgcej sie sterze oraz. O wscho-
dach i zachodach (ksigzka o astronomii obserwacyjnej). Pisze swoje prace
w stylu Elementow Euklidesa, realizujgc program platonski aksjomatyzacji
geometrii (rowniez stereometrii). Rozpoczyna od podania twierdzenia
w og6lnej postaci, nastepnie przeprowadza konstrukcje dotyczaca konkret-
nej figury, a punkty oznacza literami, potem przeprowadza dowdd twierdze-
nia i na koncu wyciagany jest wniosek zwigzany z podana na poczatku
0g6lng forma twierdzenia. Wynika z tego, ze spos6b konstruowania prac ma-
tematycznych, charakterystyczny dla Euklidesa, znany byt w Grecji juz wcze-
$niej, chociaz nie wiadomo, kto go pierwszy wprowadzit. Ponadto widac, ze
piszac te prace, opiera sie na jakiej$ pracy wczesniejszej. Poniewaz istnieje
duza zalezno$¢ w pogladach astronomicznych Autolykosa od Eudoksosa, ist-
nieje pewne prawdopodobienstwo, ze autorem tej pracy jest sam Eudoksos3e.

W sz6stym i pigtym wieku p.n.e. matematycy greccy byli rozproszeni, nie
byto miedzy nimi przeptywu mysli (pitagorejczycy utrzymywali wrecz
swoje wyniki w tajemnicy). Dopiero Platon sprawit, Ze pojawito sie miejsce
wspétpracy matematykow i tworczej wymiany myslis7.

Teorie i metody odkryte przez wspomnianych matematykéw pokazaty,
jak zmierzy¢ sie z odkrytymi wcze$niej paradoksami i problemami. Dopro-

36 Podobng jak Autolykos prace, Sfery, napisat 200 lat p6Zniej Teodozjusz (ok. 160-90 p.n.e.),
oparta na tym samym zaginionym dziele. Por. G.L. Huxley, Autolycus, Zr6dto: https://
mathshistory.st-andrews.ac.uk/DSB/Autolycus.pdf [stan z 30.05.2021].

37 Por. V. Karasmanis, Plato and the Mathematics of the Academy, [w:] Plato’s Academy; s. 110.
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wadzity tez do powstania czy matematyzacji nowych dziatéw matematyki:
astronomii, trygonometrii, optyki, stereometrii, mechaniki, hydrostatyki
i geografii matematycznej. Ich efektem byt szczytowy okres matematyki
greckiej przypadajacy na Il wiek p.n.e. oraz trwajgcy kilka wiekéw (II wiek
p-n.e. do Il wieku n.e.) okres zastosowan technicznych matematyki.

Prace Teajteta, jak rowniez Hipokratesa z Chios, Archytasa i innych, kon-
tynuowat Eudoksos z Knidos (ok. 408-355 p.n.e.), najwybitniejszy mate-
matyk zwigzany z Akademia w czasach Platona. Byt uczonym wszechstron-
nym, nie tylko genialnym matematykiem, miat tez wybitne osiggniecia
w dziedzinie astronomii, geografii; byl znanym lekarzem, filozofem i méweca.
Przez pewien czas, jako mtody cztowiek, studiowat w Akademii (na samym
poczatku jej istnienia), dokad przybyt z Knidos, miejscowosci rodzinnej
w Azji Mniejszej. Stamtad udat sie do Heliopolis w Egipcie, gdzie studiowat
astronomie i matematyke u miejscowych kaptanéw (ok. 1,5 roku). Nastep-
nie przybyt do Kyzikos nad morzem Marmara, gdzie zatozyt szkote naukowg
(w tym pierwsze w Grecji obserwatorium astronomiczne).

0d czaséw studiow w Akademii zajat sie problemem (postawionym
przez Platona) matematycznego opisu ruchu planet. Przyjmowano, Ze ruchy
planet muszg by¢ kotowe, poniewaz jest to ksztatt doskonaty. Eudoksos za-
tozyt, ze wokot Ziemi, jako centrum, znajdujg sie koncentryczne sfery o réz-
nych promieniach wpisane kolejno w siebie (sfery homocentryczne), obra-
cajace sie jednostajnym ruchem wokét Ziemi. Tak naprawde ruch poszcze-
gblnych cial niebieskich opisywany jest ruchem kilku sfer. Ruch Stonca
i Ksiezyca opisywany byt przy pomocy trzech innych sfer, kazda z pieciu pla-
net miata cztery sfery, wyrdzniano ponadto jedng sfere zewnetrzng dla tzw.
gwiazd nieruchomych. Orbity planet w takim modelu s3 zapetlone i poru-
szaja sie po krzywych zwanych hippopedami (konskimi petlami). Eudoksos
te krzywe opisat jako kombinacje ruchéw kotowych. Mozna je tez otrzymac
jako przeciecie sfery i powierzchni walca stycznego wewnetrznie do tej
sfery. Arystoteles wykorzystat ten model do skonstruowania kosmologii sfer
krystalicznych. Kosmologia ta dominowata w nauce przez prawie 2000 lat.

Inny akademicki astronom, Heraklides z Pontu (387-312 p.n.e.), skonstruo-
wat model, w ktérym planety krazyty wokot Stonica, a ono wraz z nimi wokét
wirujgcej Ziemi. Tym samym odrzucit istnienie sfery gwiazd statych, ktorej ist-
nienie wydawato sie naturalnym i zdroworozsadkowym zatoZeniem, gdy pa-
trzymy na niebo z pozycji nieruchomej Ziemi. Przyjmowat tez, zZe wszechswiat
jest nieskonczony, a kazda planeta tworzy osobny swiat. Ten model, mimo ze
lepiej wyjasniat obserwowane ruchy planet, nie zostat jednak przyjetys3s.

38 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 106.
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Kluczowym wynikiem matematycznym Eudoksosa jest zbudowana
przez niego teoria proporcji. Dokonat uogoélnienia teorii Teajteta, ktéra po-
zwalata na wykonywanie operacji arytmetycznych na stosunkach, ale de
factotrzeba byto budowac osobna teorie dla kazdego rodzaju wielkosci. Teo-
ria Eudoksosa dotyczyta tak liczb, jak i wielko$ci geometrycznych. Formalnie
byta, otwarta” na dowolnego rodzaju wielkosci, byle tylko spetniaty przyjete
aksjomaty (tzw. wspoélne pojecia):

1) Rzeczy rowne tej samej rzeczy s3 tez rOwne miedzy soba.

2) Jesli rzeczy rowne dodamy do rownych, to catosci tez bede réwne.
3) Jesli rzeczy réwne odejmiemy od réwnych, to reszty tez bedg réwne.
4) Rzeczy pokrywajace sie ze soba s3 tez rowne miedzy soba.

5) Catos¢ jest wieksza niz jej czes¢.

Potrzebny byt jeszcze jeden aksjomat, ktory wykluczytby wielkosci ge-
nerujgce spotykane wczes$niej problemy. Zauwazono, ze niektére wielkos$ci
sg porownywalne ze sobg, a inne nie; podobnie wielko$ci osiggalne przy po-
mocy innych albo nieosiggalne. Zauwazono na przyktad, ze przy pomocy ka-
tow miedzy prostymi nie mozna ,0siagnac¢” ,katéw rogoksztattnych” (katy
miedzy tukami czy miedzy tukiem a prosta; takim katem jest przyktadowo
kat miedzy okregiem i styczng do niego)3°. Jesli wezZmiemy okrag i styczng s
do niego w punkcie A4 (niech a bedzie katem rogoksztattnym miedzy styczna
siokregiem), to kazdy kat miedzy styczna sa dowolng prosta przechodzaca
przez punkt A bedzie wiekszy od kata rogoksztattnego a. Mozna powiedzie¢,
ze z punktu widzenia katéw (miedzy prostymi) kat a jest ,nieskoniczenie
maty”, chociaz w klasie katéw rogoksztattnych istniejg katy mniejsze od kata a
(wystarczy wzig¢ okrag o wiekszym promieniu styczny do prostej s
w punkcie Ai wtedy powstaty kat a4, miedzy tym okregiem a prosta s, bedzie
mniejszy od kata @).

Mozna wiec mowic¢ o istnieniu wielko$ci r6znego rodzaju (wielko$ci tego
samego rodzaju sg poréwnywalne). I tak porownywalne sg wielkosci licz-
bowe. S3 one réwniez , 0siggalne”.

Ten dodatkowy aksjomat, ktory wykluczyt wielkos$ci nieporéwnywalne
i nieosiggalne (w tym nieskonczenie mate i nieskonczenie wielkie), zostat
dotaczony przez Eudoksosa do poprzednich pieciu. Ma on nastepujaca
postacé:

Dwie wielkosci sa do siebie w pewnym stosunku, jesli pewna wielokrotnos¢
kazdej z nich moze przewyzszy¢ druga.

39 Wspotczesnie nie nazywa sie ich katami.
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Innymi stowy stwierdza on, ze dwie wielkoSci pi gsa w stosunku, jesli ist-
nieja takie liczby naturalne n, m, ze np > g,amq > p. Mozemy dobrac liczby n
i mtak, aby byly minimalnymi liczbami dajacymi pozadane nieréwnosci.

Jest to tak zwany aksjomat Archimedesa, a wielkosci spetniajgce ten wa-
runek nazywajga sie wielko$ciami archimedesowymi. Grecy odrzucili mozli-
wo$¢ tworzenia stosunkéw wielkosci nieporéwnywalnych. Wydaje sie to na-
turalne, jednak poniewaz czas i przestrzen sg wielkosciami nieporéwnywal-
nymi, wiec tworzenie ich stosunkéw jest rowniez niedopuszczalne, niemoz-
liwe jest wiec matematyczne ujecie predkosci (jako stosunku drogi do
czasu). Taka mozliwo$¢ pojawita sie dopiero pod koniec sredniowiecza, gdy
pojawita sie idea funkcji.

Okazuje sie, ze dla wielko$ci spetniajacych aksjomat Archimedesa mozna
zdefiniowa¢ stosunek wielu réznych wielkosci, na przyktad stosunek prze-
katnej kwadratu i jego boku. Stosunki mozna ze soba poréwnywac i wyko-
nywac na nich dzialania arytmetyczne, jak na liczbach.

Istotne jest to, Ze stosunki mozna ze sobg poré6wnywac. W teorii tej za-
ktada sie, ze wielko$ci ai boraz a’ i b’ sg w tym samym stosunku (mozna by
powiedzied, Ze sa rowne, jednak takie sformutowanie nie pada, bo to by su-
gerowato, ze stosunki sg wielko$ciami), jesli dla dowolnych liczb natural-
nych ni mspekione sg warunki: (1) na > mb, to na > mb’ (2) na = mb, to
na '=mb’ (3) na < mb, to na ‘< mb’4. Przy pomocy metody Eudoksosa
mozna rozpatrywac stosunki rowniez wielko$ci niewymiernych i wszelkich
innych, byle byly archimedesowe.

Zauwazmy, ze wilasnie dzieki aksjomatowi Archimedesa mamy jedno-
znaczno$¢ w definiowaniu stosunkéw wielkosci przy pomocy powyzszych
warunkow. Nie jest bowiem mozliwe, aby dwie rézne wielkosci ai b (a > b)
miaty ten sam stosunek np. z wielko$cia ¢. R6wno$¢ oznacza, ze dla dowol-
nych liczb ni mzachodzi warunek: na > mc, to nb > mc. Poniewaz wielko-
Sci ai bsa rozne, wiec istnieje taka liczba naturalna n,,ze n;(a — b) > c (na
podstawie aksjomatu Archimedesa). Niech m;bedzie maksymalna liczbg na-
turalng spetniajaca warunek n;a > mjc. Gdyby n.b >mic, to nia =
=nq(a—>b)+n,b >c+myc > (my + 1)c, co przeczy zalozeniu, ze m, jest
maksymalng liczba naturalng, dla ktérej spelniony jest warunek n;a > m; c4L.

40 W Elementach Euklidesa warunek ten jest sformutowany w nastepujacy sposéb: méwimy,
ze wielkoSci pozostajg w tym samym stosunku pierwsza do drugiej i trzeciej do czwartej,
jezeli dowolnie wzieta wielokrotno$¢ pierwszej wielkoSci i taka sama wielokrotno$¢ trze-
ciej wielkoSci sa badZ wieksze, badZ rowne, badZ mniejsze od dowolnych, ale jednakowych
wielokrotnos$ci drugiej i czwartej wielkosci, wzietych w odpowiednim porzadku.

41 C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, s. 101-103.
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Relacja ,bycia w tym samym stosunku” jest relacja r6wnowazno$ciows,
a wiec dzieli stosunki na pewne rozlaczne klasy (w dzisiejszej nomenklatu-
rze s3 to liczby wymierne), a pojecie stosunku jest dobrze zdefiniowane.

W oparciu o te teorie Eudoksos mdgt rozpatrywaé stosunki dowolnych
liczb naturalnych (spetniaty bowiem aksjomat Archimedesa) i wykonywac
na nich operacje arytmetyczne. Rdwniez mozna byto rozpatrywaé stosunki
odcinkow (jak i innych wielko$ci geometrycznych) i wykonywac na nich od-
powiednie operacje arytmetyczne. Sita teorii Eudoksosa polegata na tym, ze
byla to ogodlna teoria wielko$ci, ograniczona tylko przyjetymi aksjomatami.
Réwniez zostato zdefiniowane ogélne pojecie stosunku wielkosci (liczby
staly sie uogélnieniami stosunkéw). A pojecie liczby dedukowano z pojecia
stosunku. W tej teorii mamy pokazana mozliwos¢ budowania matematyki
jako wiedzy ogolnej, ktdrej teoria obejmuje wiele réznych sytuacji i przed-
miotow, badanych przy pomocy analogicznych procedur (wyznaczonych
przez aksjomaty)+2. Uwaga Arystotelesa zawarta w Analitykach wtdrych po-
twierdza, Ze wéwczas przyjmowano, Ze istnieje taka ogélna teoria stosunkow:

[...] ta sama proporcja ustawianych na przemian cztonéw moze by¢ dowiedziona od-
dzielnie dla liczb, linii, ciat statych i jednostek czasowych, chociaz moze tez by¢ do-
wiedziona acznie za pomoca jednego dowodu; poniewaz jednak nie byto wspdélnej
nazwy na oznaczenie tej catosci, bo liczby, dtugosci, trwania i ciata state r6znia sie
miedzy soba, proporcja ta zostata dowiedziona dla kazdego oddzielnie. Teraz jednak
dowodzi sie proporcji dla wszystkich tych gatunkéw na podstawie tego, co maja
wspoélnego, bo nie posiadaja tego atrybutu jako linie czy jako liczby, lecz jako to, na
mocy czego przypuszcza sie, ze im przystuguje ogdlnie43.

Eudoksos pokazat tez, ze dowolng liczbe mozna rozumie¢ jako stosunek
pewnych dwéch odcinkéw (postulat Eudoksosa). Byto to jakby zanurzenie
liczb naturalnych w przestrzen stosunkéw geometrycznych, co zaowoco-
wato budowaniem arytmetyki geometrycznej i probg redukcji arytmetyki do
geometrii. Ta préba zrodzita jednak kolejne trudnosci i skutkowata kolej-
nym przetomem w nauce.

Jednak najwiekszym sukcesem tej metody bylo powstanie trygonome-
trii. Okazato sie bowiem, ze mozna w sposéb czysto abstrakcyjny badac za-
lezno$ci miedzy katami poprzez analize odpowiednich stosunkéw bokéw
trojkata. Tego odkrycia dokonat Hipparch, zyjacy w II wieku p.n.e. Dzieki
temu narzedziu astronomia mogta sta¢ sie naukg (mozna byto, miedzy in-
nymi, oblicza¢ odlegtos¢ z Ziemi do ciat niebieskich). Wynalezione przez

42 Por. K. Fritz, Die Entdeckung der Inkommensurabilitit durch Hippasos von Metapont, [w:]
Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft, Berlin, Nowy Jork 1971, s. 545-576.
43 Arystoteles, Analityki wtore, [w:] Dziela wszystkie, t. 1, s. 264.
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niego astrolabium, pozwalajgce wyznacza¢ kat potozenia cial niebieskich
nad horyzontem, szybko zostalo wykorzystane do nawigacji (dawato bo-
wiem mozliwo$¢ obliczania potozenia statkdw na morzu).

Kryzys zwigzany z odkryciem wielko$ci niewspétmiernych zostat cze-
Sciowo zazegnany. Jednak dalej pozostat problem poréwnania struktur
zwigzanych z liniami prostymi i krzywymi. Chodzito tez o zneutralizowanie
paradoksow Zenona z Elei. Kolejna metodg, wprowadzong przez Eudoksosa,
byta metoda wyczerpywania. Juz we wcze$niejszym okresie pokazywano, ze
mozliwe jest na figurach ograniczonych tukami opisywa¢ figury prostoli-
niowe i kontynuowac¢ te procedure wielokrotnie (jest to procedura gra-
niczna), zwiekszajac liczbe bokéw w nieskonczono$¢, jednak brakowato $ci-
stej metody obliczen. Dopiero Eudoksos sformutowat tzw. aksjomat Eudok-
sosa-Archimedesa i pokazal, jak na jego podstawie sformutowaé¢ metode
(nazwang p6zniej metodg wyczerpywania) nadajacg sie do wykonywania
obliczen pdl i objetosci. Ta metoda jest analogiczna do metody catkowania.
Opierata sie na nastepujagcym aksjomacie:

Aksjomat Eudoksosa-Archimedesa o wyczerpywaniu. Niech bedzie
dany odcinek AB, a na nim dowolny punkt € (rézny od punktéow Ai B). Jesli
istnieje taki rosnacy ciag punktéw {A,}(4; < 4, < A3 < --+),Ze odcinek A4,
jest wiekszy niz potowa odcinka A5, i podobnie, dla kazdego n, A,,A,+1 jest
wiekszy od potowy pozostatego odcinka 4, B, to istnieje punkt A, lezacy na
odcinku CB. Innymi stowy, jesli od danej wielko$ci M odejmiemy wielko$¢
nie mniejsza od jej potowy i od pozostatej czeSci odejmiemy rowniez wiel-
kos¢ nie mniejsza niz potowa tej czesci, a proces tego odejmowania be-
dziemy kontynuowa, to otrzymamy w koricu wielko$¢ mniejsza od dowol-
nej wczesniej zatozonej wielkosci €, pod warunkiem, ze wielko$ci Mi € s3
tego samego rodzaju.

Aksjomat ten zaktada, Ze do mierzenia danej wielkosci (na przyktad od-
legtosci AB) nie jest konieczne osiggniecie wielkosci B, a jedynie wystarczy,
Ze jesteSmy w stanie pokona¢ wiecej niz potowe danej odlegtosci. Zau-
wazmy, ze aksjomat ten zaktada, ze ta dana wielko$¢ jest w jaki$ sposdb
oszacowana (z gory), aby dato sie stwierdzi¢, ze odmierzyli$my wiecej niz
potowe#t. | wyglada on jak powtérzenie paradoksu dychotomii. Nie mowi
ten aksjomat jednak nic o konieczno$ci osiagniecia punktu B. ,Stabo$¢” uka-
zang w tym paradoksie przekuwa jednak w skuteczne narzedzie pozwala-
jace oblicza¢ rézne wielkosci, np. pola powierzchni czy objetosci réznych fi-
gur. Przyjrzyjmy sie, jak ta metoda dziata.

44 C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, s. 103-105.
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Eudoksos w oparciu o te metode dowodzi, ze pola dwoch kot sg w takim
stosunku do siebie, jak kwadraty ich $rednic (dowo6d znajduje sie w XII ksie-
dze Elementow Euklidesa).

Jesli wezmiemy dwa kota K; i K, o $rednicach odpowiednio d i e oraz

. . , . A d? C -
polach A i B, to mozna wykazac, ze 5= o W celu udowodnienia tej réwnosci
P T . LA _d? A d?
wystarczy wykazac, ze nie jest mozliwa Zadna z nieréwnosci: 5 < Jzaniy >
. . A d? o . . y .
Zal6zmy przyktadowo, ze > > e Istnieje wowczas taka wielko$¢ A’ < A, ze
AI

2
5= Z—Z. Wielko$¢ A — A" = € > 0. Mozemy przeprowadzi¢ odpowiednie ro-

zumowanie, wykorzystujac aksjomat wyczerpywania. W kota K; i K, mo-
zemy odpowiednio wpisa¢ wielokaty foremne o polach S,, i P, i liczbie bo-
kéw n. Interesuje nas ,pozostata” czes$¢ tych kot (i ich pola C; i D,), ktéra
zostaje po odjeciu wpisanych wielokatéw. Ta pozostata cze$¢ w kazdym
z kot sktada sie z n identycznych odcinkéw kotowych. Jesli wpiszemy teraz
w te kota wielokaty o polach S,,, i P,, i dwa razy wiekszej liczbie bokéw, to
pola C, i D, figur, ktore pozostang po wyjeciu tych wielokatéw, beda wiecej
niz dwa razy mniejsze niz pola C; i D;. Na podstawie aksjomatu o wyczerpy-
waniu istnieje taka liczba & ze C;, = A — Sy, <€ —A—A'. Stad Sy, > A'.
A poniewaz dla dowolnych wielokatéw wpisanych w kota mamy, Ze stosunek
ich pol jest rowny stosunkowi kwadratéw Srednic tych két, to ISJ"T: = g—j = %I.
Przeksztatcajgc ten wzor i korzystajac z poprzedniej nieréwnosci, otrzymu-
jemy: P,A' = SynB > A'B, czyli P, > B. A poniewaz Py, jest polem wielo-
kata wpisanego w koto o polu B, otrzymaliSmy sprzecznos¢. To dowodzi, Ze
niemozliwa jest nieréwnos¢ % > :—z. W podobny sposéb do sprzecznosci pro-

. I .o . A _ad? o . o
wadzi przyjecie zatozZenia, Ze 5<% To dowodzi, Ze musi zachodzi¢ row-
. A _ d? - - . .
nosé: - = —. Z tej rownosci wynika, ze stosunek pola kota do kwadratu jego

. - A _ B G
Srednicy jest staty: = opaw konsekwencji wzér na pole kota*s.

Uczniem Eudoksosa i najprawdopodobniej jego nastepcg w szkole w Ky-
zikos*6 byt Menaichmos (ok. 380-320 p.n.e.). Byt odkrywca krzywych stoz-
kowych (przed Apoloniuszem) i przy ich pomocy rozwigzat problem delijski
(podwojenie szescianu). Zauwazyl, ze krzywe stozkowe (elipsy, hiperbole

45 ]bidem, s. 83.

46 To z nim zwigzana jest nastepujaca legenda. Podobno miat naucza¢ geometrii Aleksandra
Wielkiego, ktory domagat sie od niego prostej i szybkiej metody opanowania geometrii.
Menaichmos odpowiedzial Aleksandrowi, ze w geometrii nie ma specjalnej drogi krélew-
skiej, jest tylko jedna dla wszystkich.
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i parabole) powstaja poprzez przeciecie stozka ptaszczyznami nieréwnole-
glymi do jego podstawy. Nie wiadomo, czy same nazwy wprowadzit Mena-
ichmos, ale byly one juz uzywane przed Apoloniuszem. Poszedt droga Hipo-
kratesa, ktory pokazal, ze znalezienie rozwigzania sprowadza sie do znale-
zienia dwoch $rednich proporcjonalnych xi ydla danych wielkosci ai b, tzn.
%z % = %. Po przeksztalceniu mamy bowiem (we wspdiczesnej notacji):
x? = ay oraz xy = ab. Latwo zauwazy¢, ze poszukiwane rozwigzanie poja-
wia sie jako przeciecie paraboli x? = ay oraz hiperboli xy = ab*’. Operacje
na krzywych stozkowych okazaty sie wiec droga do rozwigzania problemu.
Proklos, analizujac dorobek Menaichmosa, zauwaza, ze badat on tez struk-
ture matematyki i rozwazat réznice miedzy dwoma znaczeniami wyrazenia
(elementu stownego): szerszym i wezszym (rygorystycznym). W szerszym
znaczeniu kazde zdanie aprowadzace do zdania #moze by¢ traktowane jako
jego element, a w wezszym - element jest znaczeniem czegos$ prostego i pod-
stawowego, co wynika z jego konsekwencji otrzymanych na podstawie po-
wszechnej zasady (stosowanej we wszystkich dowodach)#s.

Badania nad stozkowymi kontynuowat Aristajos Starszy (ok. 370-300
p.n.e.). Byt autorem pracy Piec ksigg na temat miejsc brytowych, o przekro-
jach stozkowych, ktérg traktowat jako bardzo cenny wktad w rozwaéj stereo-
metrii. Pappus, oceniajgc p6Zniej dorobek wielu greckich uczonych, uwazat
ja za prace bardziej subtelng niz pézniejsza praca o stozkowych Euklidesa.
Powstata niecate 200 lat p6zniej praca Apoloniusza korzystata z tych prac
o stozkowych, jednak znacznie je przerosta®.

Jak moglismy zobaczy¢, koniec pigtego i pierwsza potowa czwartego wieku
p-n.e. zaowocowatly powstaniem zaawansowanych metod i teorii matema-
tycznych. Gléwnie byli to matematycy i filozofowie skupieni wokdét Akade-
mii. Badano pojecia i zalozenia tkwigce u podstaw matematyki, podano
pierwsze aksjomatyzacje geometrii, sformutowano wiele nowych twierdzen
i je udowodniono, zaproponowano inne metody rozwigzania probleméw de-
lijskich. Ponadto wypracowano metody analizy oraz metode diorismosbada-
nia warunkéw rozwigzywania probleméw. Eudoksos sformutowat i rozwijat
0gblng teorie stosunkéw i dat podstawy pod teorie wyczerpywania. Te me-
tody pozwolity na ,,matematyczne ominiecie” trudnos$ci postawionych przez
Zenona z Elei. Pojawit sie solidny fundament pod dalszy rozwéj matematykiso.

47 Ten opis znajduje sie w komentarzu Eutocjusza do O kuli i walcu Archimedesa.

48 G.J. Allman, Greek Geometry from Thales to Euclid, Dublin, London, 1889, s. 153-179.

49 T. Heath, A History of Greek Mathematics, vol. 1], s. 286-292.

50 Por. V. Karasmanis, Plato and the Mathematics of the Academy, [w:] Plato’s Academy,
s.115-116.
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4. Platon jako architekt matematyki

Poznanie matematyki i jej metod byto dla Platonas! wstepem do innych
nauk. Posiadanie wiedzy geometrycznej byto koniecznym warunkiem przed
wstgpieniem do zatoZzonej przez niego Akademii (w 387 r. p.n.e.). I nie cho-
dzito mu tylko o umiejetnosci obliczeniowe czy miernicze, lecz o poznanie
wiecznych obiektéw matematycznych, ktérych badanie podnosi umyst na
wyzszy poziom i uzdatnia do poznania najwyzszych idei oraz samego Dobra
(jako Zrédta catej rzeczywistosci). Thomas Heath tak charakteryzuje znacze-
nie geometrii w mysli Platona:

The importance of geometry lies, not in its practical use, but in the fact that it is
a study of objects eternal and unchangeable, and tends to lift the soul towards truth
[...] Geometry is concerned, not with material things, but with mathematical points,
lines, triangles, squares, &c., as objects of pure thought. If we use a diagram in geom-
etry, it is only as an illustration; the triangle which we draw is an imperfect repre-
sentation of the real triangle of which we think. Constructions, then, or the processes
of squaring, adding, and so on, are not of the essence of geometry, but are actually
antagonistic to it. With these views before us, we can without hesitation accept as
well founded the story of Plutarch that Plato blamed Eudoxus, Archytas and Me-
naechmus for trying to reduce the duplication of the cube to mechanical construc-
tions by means of instruments, on the ground that ‘the good of geometry is thereby
lost and destroyed, as it is brought back to things of sense instead of being directed
upward and grasping at eternal and incorporeal images’s2.

Platon dzielit matematyke na pie¢ wielkich gatezi: arytmetyke, geome-
trie, stereometrie oraz astronomie i harmonie muzyczng. Poza tymi czystymi
dziedzinami rozpatrywat jeszcze matematyke stosowang, ktéra nie byta juz
dla niego matematyka sensu stricto. Byly to matematyczne sztuki zwigzane
Z umiejetno$ciami obliczen, mierzenia (i szerzej pomiaréw rzeczywistosSci
zmystowej), w tym: optyka, muzyka, sztuka nawigacji i pomiaréw astrono-
micznych, sztuka konstruowania urzadzen pomiarowych. Diogenes z Laer-

51 Platon (ok. 427-347 p.n.e.) byl synem Aristona, a poprzez matke, Periktione, wywodzit
swdj rod od Solona. Byl uczniem Sokratesa, a po jego $mierci w roku 399 p.n.e. zostat
uczniem Kratylosa oraz Hermogenesa; pierwszy byt uczniem Heraklita, a drugi Parmeni-
desa. Nastepnie przez wiele lat podrézowat, nawiedzajgc znaczacych ludzi oraz szkoty fi-
lozoficzne. Byt miedzy innymi u Euklidesa w Megarze, zatozyciela szkoty megarejskiej,
w Cyrenie stuchat matematyka Teodora, w Italii pitagorejczykow Filolaosa i Eurytosa. Zdo-
bywat tez wiedze matematyczng i astronomiczng u kaptanéw egipskich. Uzyskat wiec zna-
czaca wiedze i byt do matematyki bardzo pozytywnie nastawiony. Szczegdlnie znaczacy
byt kontakt z Archytasem, pitagorejczykiem, ktéry ,nawrdcit” go na matematyke. Wcze-
$niej, jako uczen Sokratesa, niewiele, tak jak jego mistrz, interesowat sie matematyka.

52 T.Heath, A History of Greek Mathematics, t. 1, s. 286-287.
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tios pisze, ze pierwszym, ktéry zastosowatl w mechanice prawidta matema-
tyczne i uzyt ruchu mechanicznego do geometrycznych konstrukeji, byt Ar-
chytas z Tarentu (428-347 p.n.e.), pitagorejczyk, uczen Filolaosa i przyjaciel
Platona. Jest wiec uznawany za tworce mechaniki matematycznej53.

U podstaw platoniskiej filozofii matematyki jest wyréznienie dwaéch cat-
kowicie odrebnych rodzajéw bytu: niezmiennego i doskonatego Swiata idei
oraz wiecznie powstajgcego i gingcego Swiata zmystowego, miedzy ktérymi
istnieje trzeci rodzaj bytu - s3g to przedmioty matematyczne, bedace spoi-
wem tych poprzednich i ich zasada jednosci. Matematyka jest czyms posred-
nim miedzy $wiatem idei a §wiatem zmystowym - jej przedmioty sg wieczne
i niezmienne, jednak w odréznieniu od idei, ktére charakteryzuja sie jedno-
$cig (dana idea jest doktadnie jedna i niepodzielna), moga wystepowac
w wielu identycznych egzemplarzach. Byty matematyczne znajduja sie po-
miedzy absolutng niezmienno$cia a catkowitg nieokreslonos$cig i zmienno-
$cia. Petnig kluczowa role, poniewaz sa w stanie tgczy¢ catkowicie sprzeczne
ze sobg elementy. Mimo Ze nie charakteryzuja sie jednos$cia (jak idee), same
sg przyczyna jednosci jako posredniczace miedzy ideami a rzeczami zmysto-
wymi i stanowigce substancje tychze rzeczy5*.

Wtasnie Platon, na okre$lenie idei w odniesieniu do rzeczy, wprowadza fi-
lozoficzne pojecie substancji (ovoia) jako istoty rzeczy. Substancja jest czyms,
co jest (w rzeczy) wieczne, niezmienne i state. Wskazuje ona na ,rzeczywisto$¢”
samej rzeczy oraz jej przyczyne. Poprzez substancje rzecz uczestniczy w tym, co
naprawde jest. Sama substancja nie jest poznawana bezposrednio, a jedynie
analogicznie. Zawiera w sobie co$ tajemniczego, nieomal boskiego>s.

Substancja jest niezalezna od czynnikéw zewnetrznych i nie zmienia sie,
mimo zmieniajgcych sie wtasnosci, jest czyms$ niezmiennym i ,niezniszczal-
nym”. Jednak samo pojecie niezniszczalno$ci wytania z siebie wtérnie dwa
przeciwstawne znaczenia pojecia substancji. Po pierwsze, o ile wszystko
podlega zniszczeniu i przemianom, substancja jest tym, co trwa niezmiennie
w tych rzeczach. Jest jakim$ niezmiennikiem istnienia. Z drugiej strony, po-
niewaz objawia sie w réznych formach istnienia, cechuje sie absolutng
zmienno$cig. Ten problem uwypuklony w sporze Parmenidesa z Heraklitem
(mozna go nazwac antynomig substancji) moze by¢ jako$ rozwigzany przez
ukazanie podobienstwa miedzy zmiennoscig i niezmienno$cig. Wtasnie pla-
tonskie przedmioty matematyczne pokazuja te mozliwo$é. Odnosza sie bo-

53 Diogenes Laertios, Zywoty i poglady stynnych filozoféw, PWN, Warszawa 1984, s. 506-508.

54 Platon, Timajos, PWN, Warszawa 1986, s. 44.

55 Platon, Kratylos, 401c; A. Maryniarczyk, Z dziejow stowa ,substancja’, ,Peitho. Examina
Antiqua” 2017, nr 1 (8), s. 372-374.
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wiem do $wiata idei (liczby idealne czy idealne obiekty geometryczne) oraz
do $wiata zmystowego. To podobienistwo pozwala pozna¢ metoda dialektyki
- jako droga do prawdy.

Spéjrzmy, jak Platon pod koniec VI ksiegi Paristwa ttumaczy te kwestie:

Mysle, ze wiesz, jak to ci, ktorzy sie geometriami i rachunkami, i takimi tam rzeczami
bawig, zaktadaja to, co nieparzyste i parzyste, i ksztatty, i trzy postacie katéw, i inne
rzeczy tym pokrewne, zaleZnie od tego lub owego zdania, bo niby to juz wiedzg, robig
z tego tre$¢ zatozen i uwazaja za wlasciwe ani sobie samym, ani drugim nie rozwija¢
i nie uzasadniac¢ juz tych rzeczy w zaden sposob, bo one sg kazdemu jasne; od nich
wiec zaczynaja i przychodza do krokéw nastepnych, koriczac oczywiscie na tym, co
sobie obrali jako cel rozwazania. Postugujac sie przy tym postaciami widzianymi
i mowia o nich, jednakze nie tyle widziane postacie majac na mysli, tylko tamte, do
ktérych widziane s3 tylko podobne; oni mys$la o Czworoboku samym i o Przekatnej
samej [...] ktérych nikt nie potrafi dojrze¢ inaczej, jak tylko mys$lasé.

Platon pokazuje, Ze rozumowanie matematyczne musi zaczynac¢ sie od
pewnych zatozen, hipotez, ktore traktowane s3g jako oczywiste dla wszyst-
kich i z ktérych wyprowadza sie kolejne elementy, az dojdzie sie do konklu-
zji, celu dowodzenia. Jednak wykonywane rysunki, wzory i inne zapisy pet-
nig tylko role pomocniczg, a w myslach matematycy operuja obiektami ma-
tematycznymi, niewizualnymi. Jednak w przyjmowaniu zatozen (aksjoma-
tow, postulatow) widzi Platon zagrozenie dla dowodzenia matematycznego,
jesli traktujemy je jako prawdziwe i pewne. Bo wtedy umyst nie potrafi
wyj$¢ z tego, co zaktada, i wznie$¢ sie ponad zatozenia. [ zamiast doj$¢ do
prawdy, spada jeszcze nizej i ,jako obrazéw uzywa wtedy dusza tych przed-
miotow, ktére sie odwzorowuja w jeszcze nizszych, bierze jest za rzeczy
same i ceni je jako naoczne i wyrazne”5’.

I w kolejnym fragmencie opisuje metode dialektyczng, ktéra pozornie
jest podobna do metody matematycznej. Dowodzenie dialektyczne rowniez
zaczyna sie od pewnych zatozen, jednak umyst nie traktuje ich jak prawdzi-
wych, tylko jako hipotezy, z ktorych krok po kroku dochodzi do prawdy.
W metodzie dialektycznej przyjete zatozenia nie sg ani poczatkiem, ani efek-
tem jakiego$ poznania na innej drodze (intuicyjnej, empirycznej, objawio-
nej), lecz s3 to tylko ,szczeble pod stopami, jako punkty oparcia i odskoku,
aby sie wznie$¢ do szczytu i do poczatku wszystkiego, dotknagé go i w koncu
zejs¢ znowu w dél, trzymajac sie tego, co sie samo szczytdéw trzyma, a nie
postugujac sie przy tym w ogéle Zadnym materiatem spostrzezeniowym,
tylko postaciami samymi poprzez nie same i do nich samych dochodzacina

56 Platon, Panstwo, ks. VI, Wydawnictwo Antyk, Kety 1997, s. 217.
57 Ibidem, s. 218.
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nich konczac”s8. Na tej drodze dochodzimy na szczycie do pierwszych zasad
i przy ich pomocy mozemy zej$¢ z powrotem, krok po kroku do wcze$niej przy-
jetych hipotez, aby je naprawde pozna¢. Na tej drodze w dét niepotrzebne juz sg
zadne obrazy rzeczy zmystowych. Mamy wiec dwa etapy metody dialektyczne;j:
sg to droga w gdre oraz droga w doét. Istnieje pewna analogia do matematycznej
metody analizy i syntezy. Tak jak po drodze w gére nastepuje droga w doét, tak
tez po analizie ma miejsce synteza. Jest to wazne platoriskie odkrycie z punktu
widzenia logicznej ScistoSci - potwierdzeniem prawidtowo wykonanej analizy
jest konstrukcyjna synteza. [ podobnie poznanie idei matematycznych na dro-
dze dialektycznej pozwala w kolejnym kroku rozpoznawaé matematyczng
strukture rzeczywistosSci i dokonywaé matematycznych konstrukc;jiso.

Jesli spojrzymy na strukture Elementow Euklidesa z punktu widzenia me-
tody dialektycznej, to widzimy, Ze traktowanie przyjetych postulatéw jako
niewzruszonej prawdy (nienaruszalnych zatozen) oddala nas od poznania
prawdy o strukturze przestrzeni i innych obiektow geometrycznych. Spekta-
kularnym przyktadem jest historia pigtego postulatu Euklidesa o prostych
rownolegtych. Wiele wiekéw musiato ming¢, zanim uznano ten postulat za hi-
poteze (dowolne zatozenie), ktére moze by¢ zmienione na inne. Kolejne ,drogi
w gore” w oparciu o alternatywne ,pigte postulaty” (budowa geometrii nieeu-
klidesowych) odstonity gtebsza prawde o wtasnos$ciach przestrzeni. Zgodnie
z platoniska metoda dialektyczng wszystkie postulaty i aksjomaty, na ktérych
budujemy teorie matematyczna, nalezy traktowac jako hipotetyczne (dowolne)
zatozenia i dopiero na koncu procesu poznawczego ujawni sie ich znaczenie.

Jak zauwazyli$my, z metoda dialektyczng zwigzana jest metoda matema-
tycznego dowodzenia - metoda aksjomatyczno-dedukcyjna. Mimo Ze me-
tody dialektyczna i dedukcyjna byly stosowane w matematyce przed Plato-
nem, to jednak Platona trzeba uznac¢ za twoérce metody aksjomatyczno-de-
dukcyjnej, poprzez jej sformutowanie, opisanie, pokazanie jej wagi dla roz-
woju matematyki. A najwazniejsze jest odkrycie zwigzane z ,wpisaniem”
metody matematycznej w ogdlniejszy schemat metody dialektycznej i uczy-
nienie z matematyki propedeutyki dla filozofiié®.

Odkrywanie metody dialektycznej $ci$le wigze sie u Platona z ustaleniem
kolejnych stopni wiedzy - wyro6znia ich pie¢. Sa najpierw trzy przedstawie-
nia danego przedmiotu, o ktérym chcemy zdoby¢ wiedze: pierwszg jest na-

58 [bidem, s. 219.

59 Por. T. Heath, op. cit,, s. 290-292.

60 Por. Z. Jordan, Platon odkrywca metody aksjomatycznej, [w:]| Historia logiki dawniejszej,
,Dialogikon”, Uniwersytet Jagielloniski, Krakéw 1995, s. 151-162. Praca Jordana ukazata
sie w ,Przegladzie Filozoficznym” 1937, z.1,s. 151-162.
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zwa, potem okreslenie (definicja), a nastepnie obraz. Nie sa one jeszcze
strictewiedzg, wiedza bowiem jest umystowym ujeciem obiektu jako czego$
jednego, niemozliwego do ujecia w formach materialnych. Poznanie etapu
czwartego koncentruje sie na poznaniu jako$ci danego przedmiotu, ale nie
dociera do jego istoty. Wtasciwe poznanie dokonuje sie dopiero na pigtym
stopniu, jednak te poprzednie s3 niezbedne. ,Bo jezeli kto$ jako$ nie uchwyci
owych czterech ujawnien tego wszystkiego, nigdy catkowicie wiedzy pigtego
ujawnienia nie stanie sie uczestnikiem”61. Trzeba wielokrotnie przemierzy¢
droge w gore i w dot, poprzez poszczegolne stopnie, aby zrodzita sie wiedza
tego, co dobre z natury, w tym, kto jest dobry z natury®2. Osiggniecie praw-
dziwego poznania wigze sie u Platona z rozwojem duchowym tego, kto te
wiedze osiaga. Ponadto wiedza na etapie piatym jest bezposrednia, nie
mozna jej uja¢ w stowa ani w obrazy, przedstawienia. Rodzi sie ,z dtugotrwa-
tego obcowania z przedmiotem, na mocy zzycia sie z nim, nagle, jakby pod
wptywem przebiegajacej iskry, zapala sie w duszy $wiatto i ptonie, juz odtad
sama siebie podsycajac”¢3. Poznanie matematyczne dotyczy czwartego stop-
nia wiedzy, jednak najbardziej zbliza sie do stopnia pigtego. Jezyk matema-
tycznych poje¢ i symboli jest bowiem najmniej skazony niedoskonato$cia
mowy. To poznanie matematyczne ,zwigzane jest z dziataniem rozsadku
(8tdvola). W nim to spelnia sie dziatalnos¢ matematyka i funkcjonowanie
metody analitycznej oraz aksjomatycznej, stanowiace istote rozumowania,
ktérego moca rozpatruje sie przyjete zatozenia w celu uchwycenia ich zasad-
nosci. Jest to szczegdlny rodzaj dedukcji, polegajacy na rozpatrywaniu kon-
sekwencji przyjecia okreslonych zatozen w drodze analizy wnioskow, do ja-
kich prowadzi ich przyjecie”s4. Istota metody analitycznej polega na tym, ze
uprawnione jest wycigganie wnioskow z pewnych przypuszczen, zatozen,
nawet jesli nie wiemy, czy sa one prawdziwe, czy falszywe. Byto to wielkie
odkrycie naukowe, ktére pociaggneto za sobg kolejne i dato rozwéj matematyki.
Na tej metodzie opiera sie metoda analizy w czasach starozytnych, ale rowniez
metoda analizy matematycznej, ktéra powstata w epoce nowozytne;jés.
Poprzez systematyczne stosowanie metody analitycznej, a wiec analize
konsekwencji, do jakich prowadzi przyjecie ustalonych zatozen (hipotez),
dochodzi sie do ustalenia zwigzkow miedzy twierdzeniami i sformutowania

[N

1 Platon, Listy (List siodmy), thum. M. Maykowska, PWN, Warszawa 1987, s. 53.

2 Ibidem, s. 54-55.

Ibidem, s. 50.

64 B, Dembinski, Pézna nauka Platona, Wydawnictwo Uniwersytetu Slaskiego, Katowice
2003, s.61.

5 Z.Jordan, Platon odkrywca metody aksjomatycznej, s. 156-158.
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twierdzen (aksjomatéw), ktore nalezy przyja¢ bez dowodu. W ten sposdb
rodzi sie metoda aksjomatyczno-dedukcyjna i jest budowana teoria jako
struktura aksjomatyczna (tak powstawatly Elementy Euklidesa)®e.

Z jednej strony droga do $wiata idei prowadzi przez $wiat przedmiotéw
matematycznych, jednak ich podstawe ontyczng stanowig liczby i figury ide-
alne (bytujace w $wiecie idei). Tak jak wszystkie idee - sg niezloZone i kazda
z nich stanowi cato$¢. Ich poznanie przebiega w oparciu o metode dialek-
tyczng (metoda posrednia) oraz metode ogladu noetycznego (bezposredni
wglad). Nie mozna ich poznawac tak jak przedmiotow matematycznych przy
pomocy metod analizy i aksjomatyczno-dedukcyjnej. Liczby idealne nie sa
liczbami matematycznymi (nie mozna wiec wykonywac¢ na nich zadnych
operacji matematycznych), lecz stosunkami monad, a liczby matematyczne
sg ich postaciami. I tak postacig stosunku 2:1 jest liczba 2, stosunku 3:1
liczba 3, itd. Te stosunki (liczby idealne) s3 wspélna miara, relacjg pomie-
dzy monadami tworzacymi dang liczbe®”. W jaki jednak sposéb z tych liczb
idealnych generowane sg liczby matematyczne? To generowanie musi prze-
biega¢ w ramach ,drogi w dét” po uprzednim dojs$ciu na ,sam szczyt”. Jednak
na koncu drogi dialektycznej do Swiata idei odkrywamy najwyzsze zasady
(bytowe principia). Sg to Jedno (Monada-Principium) i Nieokreslona Dyada.
Platon zauwaza, Ze sg one ponad ideami, ale to dzieki nim idee cechuja sie
jednoscig oraz jest ich wiele i sg zr6znicowane. To Jedno sprawia, ze przed-
mioty cechujg sie tozsamoscig i okre$lonoscig, a Dyada generuje wielosé¢
i zréznicowanie. Te principia sprawiaja, Ze istniejg rézne struktury, ktore
mozna ujmowac przy pomocy matematycznych modeli. Z tych principiéw po-
wstaja najpierw liczby idealne: jedno$¢ z Monady, dwoéjka — z Monady i Nieo-
kre$lonej Dyady. W koncu powstaje dwojka w obszarze liczb i kolejne liczby.

Tak tez powstaty z pryncypidw pozostate liczby, przy czym Jedno dziata tu zawsze
jako zasada ograniczenia, a Nieograniczona Dyada zawsze podwaja, rozciaggajac
liczby w nieskoriczong wielo$c¢eés.

William David Ross w ksigzce Plato’s Theory of Ideas zauwaza, ze podob-
nie jak liczby idealne istniejg idee geometryczne. Najwazniejsze s3 idee od-

66 Ibidem, s. 158-162.

67 B. Dembinski, op. cit, s. 81-84. Odkrycie to (i interpretacja) zostato dokonane przez Zbi-
gniewa Jordana w ksiazce O matematycznych podstawach systemu Platona. Z historii ra-
¢jonalizmu, Poznanskie Towarzystwo Przyjaciét Nauk - Prace Komisji Filozoficznej, t. 6,
Poznan 1937. Interpretacja Jordana odwotywata sie do tak zwanych ,niepisanych nauk
Platona”, zawartych gtéwnie w Metafizyce (Ksiega XII i XIV) Arystotelesa, oraz niektérych
dialogéw, takich jak: Teajtet, Fileb, Timajos.

68 [bidem, s. 95.
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powiadajace pierwszym czterem liczbom idealnym. I tak jednosci odpowia-
datby idea punktu, liczbie idealnej dwa - idea linii (dwdjno$¢ uobecniona
w nieokreslonej dtugosci), liczbie trzy - idea powierzchni (tréjnos$¢ uobec-
niona w nieokreslonej szerokosci), liczbie cztery - idea bryly (cztery determi-
nuje ,gtebie” i najprostsza brylte - tetraedron). ,Idee geometryczne stanowi-
tyby zatem warunek okreslonosci i bycia podstawowych przedmiotéw geo-
metrii - matematycznie pojmowanych: punktu, linii, powierzchni bryty, oraz
wystepowania trzech dymensji: dtugosci, szerokoéci i gtebokosci”¢9. Wska-
zane cztery idee geometryczne stanowig wymiarowa postac¢ liczb idealnych.
Oczywiscie te idee nie sg przedmiotami matematycznymi, nie maja ksztattu,
s3 natomiast wystarczajacg podstawa zdefiniowania wszystkich obiektow
geometrycznych i odpowiadajacych im zjawisk w $wiecie zmystowym?70.

Jak zauwazyli$my, dla Platona poznawanie bytow idealnych jest mozliwe
przy pomocy metody dialektycznej, ktéra pozwala na uchwycenia ich rela-
cyjnego (nie obiektowego) charakteru. Liczby idealne (i podobnie idee geo-
metryczne) sg bowiem stosunkami, ideami-miarami (ogélne formy ideal-
nych proporcji), w ktérych zawierajg sie rozne relacje odpowiednio$ci: mie-
dzy principiami a liczbami idealnymi, miedzy liczbami idealnymi a ideami
geometrycznymi, miedzy ideami a przedmiotami matematycznymi, miedzy
przedmiotami matematycznymi a zjawiskami; a w samej metodzie dialek-
tycznej - miedzy my$leniem i pojeciami a bytem?1.

Zauwazmy, Ze w teorii proporcji Eudoksosa z pojecia stosunku dedukuje
sie pojecie liczby (patrz paragraf 3 niniejszego rozdziatu). Platon pokazuje
zatem w swojej teorii liczb idealnych, jakie jest zrédto tej metody.

Poznawanie Swiata idei (w tym liczb idealnych oraz idei geometrycznych
jako szczegdlnego rodzaju idei) jest mozliwe, jak stwierdziliSmy, w oparciu
o metody dialektyczng i noetycznego bezposredniego ogladu. Dziatanie tych
metod mozna najlepiej zaobserwowac¢ w opisie tworzenia przez platon-
skiego Demiurga (budowniczego Swiata) duszy $wiata. Na pierwszym etapie
drogi tworzenia dostrzega fundamentalng sprzecznos$¢ miedzy doskonato-
$cig i niezmienno$cig $wiata idei a nieokre$lonoscig i zmienno$cig pramate-
rii. Zadanie, przed ktérym staje Demiurg, wydaje sie w pierwszym ujeciu nie-
mozliwe do wykonania. To do$wiadczenie pobudza jednak jego my$lenie
i sprawia, ze zwraca sie i koncentruje na kontemplacji Dobra-Piekna. Od-
krywa swoje petne pokrewienstwo z Dobrem i pragnie zej$¢ do istniejacych
Swiatéw i uporzadkowac pramaterie, aby uczynic z niej piekny i harmonijny

69 [bidem, s. 94-95.
70 T.Ross, Plato’s Theory of Ideas, Clarendon Press, Oxford 1951, s. 206-212.
71 Por. ibidem, s. 98-106.
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$wiat. Jedynym motywem jego dziatania jest dobro. Tworzy wtedy ,trzecia
substancje” (przedmioty matematyczne) i dzieki niej pramateria poddaje sie
»,modelowaniu”, a $wiat staje sie Kosmosem. Podobienistwo miedzy realizo-
wanymi wieloma kopiami pozwala odnies$¢ sie do jednosci idei-wzorca. De-
miurg tworzy tez czas jako ruchomy obraz wieczno$¢ - nadaje mu w tym
celu strukture cykliczng. W ten spos6b maksymalnie zbliza sie trwanie
Swiata do doskonatos$ci wiecznosci $§wiata idei. A nieskonczong ilo$¢ ksztat-
tow geometrycznych (w tym ksztaltu catego swiata) ujmuje przy pomocy
kilku doskonatych bryt, pieciu wielo$ciané6w foremnych (tzw. bryt platon-
skich), ktore otrzymuje z elementarnych obiektow geometrycznych. Byty
matematyczne s3 nierozdzielnie zwigzane z aktem twoérczym Demiurga
(inaczej niz odwieczne idee i pramateria), s narzedziem przemiany chaosu
oraz konstrukgcji piekna i harmonii’2.

5. Arystotelesowska koncepcja nauki. Powstanie logiki

Arystoteles, bedg uczestnikiem Akademii Platona, na biezaco $ledzit dys-
kusje i osiggniecia matematykéw. W jego Likejonie dyskutowano kwestie
matematyczne, szczegdlnie problem wielkoSci niepodzielnych. Efektem tych
dyskusji byta praca O liniach niepodzielnych (czasami przypisywana sa-
memu Arystotelesowi). Pojawita sie koncepcja Ksenokratesa (trzeciego
w kolejnosci scholarchy Akademii, po Platonie i Speuzypie), ktéry przyjmo-
wat istnienie linii i innych wielkoSci niepodzielnych w celu unikniecia para-
doksow Zenona. Zostata ona jednak odrzucona.

Arystoteles przede wszystkim odrzucit poglady Platona na temat mate-
matyki i przedmiotu jej badan. Czesto jednak w swoich pracach odwotywat
sie do matematyki, rowniez zbudowana przez niego logika byta w duzym
stopniu wzorowana na metodzie matematycznego dowodzenia. Logika stata
sie wzorem nauki abstrakcyjnej, apriorycznej i dedukcyjnej. Przez to w zna-
czacy sposob (trudno jednoznacznie stwierdzié, czy negatywny, czy pozy-
tywny) wptynat na rozwéj matematyki. Stanowczo odrzucit mozliwos$¢ uzy-
wania pojecia nieskonczono$ci w matematyce. Paradoksy rozwigzywat przy
pomocy myslenia logicznego, zdroworozsadkowego i analizy filozoficznej.
Natomiast podjat sie $cistej analizy podstaw matematyki i miejsca definicji
w jej strukturze. S3 to rozwazania znaczace i pozytywne dla matematyki.

Arystotelesowska klasyfikacje nauk oraz stworzong przez niego logike
mozna potraktowac jako konkurencyjny, wzgledem pitagorejczykéw, Pla-

72 Platon, 7imajos, s. 35-46.
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tona czy Demokryta, projekt nauki. Klasyfikacja Arystotelesa wyznacza usta-
lone miejsce dla matematyki w strukturze wiedzy’3. W podziale nauki na
teoretyczne, praktyczne i wytwdrcze, matematyka znalazta sie wsréd nauk
teoretycznych (miaty one range najwyzsza), obejmujgcych, poza nig, fizyke
i metafizyke. Byta na wyzszym stopniu abstrakcji niz fizyka, jednak na niz-
szym niz metafizyka. Do zakresu badan matematyki nie nalezg Zadne byty
same w sobie, lecz jedynie przedmioty ze wzgledu na liczbe i ksztatt. Mate-
matyka jest nauka o ilosci i formach geometrycznych. To, co bada (czyli
liczba i formy geometryczne), jest $ciSle zwigzane z materig, w ktdrej tkwi,
chociaz przedmioty jej badan sg nieruchome, a jako przedmioty badan - od-
dzielone od $wiata zmystowego. To odrdznia ja, z jednej strony, od fizyki,
ktéra zajmuje sie przedmiotami materialnymi zdolnymi do ruchu (i nieod-
dzielonymi od materii), a z drugiej strony - od metafizyki, ktérej przedmioty
badan sa nieruchome i catkowicie oddzielone od materii - jest umieszczona
pomiedzy fizyka i metafizyka, jesli chodzi o zwigzek ze §wiatem zmystowym
i stopien abstrakgji.

W ramach przeprowadzonej przez Arystotelesa klasyfikacji mozna trak-
towaé matematyke jako 1gcznik miedzy wiedzg maksymalnie og6lng, doty-
czaca bytu jako bytu, a wiedza dotyczacg konkretnych przedmiotéw $wiata
materialnego. W zadnym przypadku nie mozna traktowac¢ twor6w matema-
tycznych jako istniejacych oddzielnie (niezaleznie od ciat zmystowych).

Gdyby bowiem obok cial zmystowych istnialy inne ciata state oddzielne od nich

i wczes$niejsze, to oczywiscie musiatyby istniec¢ takze inne i oddzielne powierzchnie,

punkty i linie, bo wymaga tego konsekwencja. Gdyby zas$ istniaty, to znowu obok po-

wierzchni, linii i punktdw matematycznych ciat statych musiatyby istnie¢ inne, od-
dzielne. [...] To nagromadzenie staje sie jednak absurdalne; powstaje bowiem rodzaj

ciat statych poza ciatami zmystowymi, mianowicie powierzchnie istniejace niezalez-

nie od zmystowych, powierzchnie bryt geometrycznych i powierzchnie samoistne

poza powierzchniami tych ciat stalych. Nastepnie cztery rodzaje linii i pie¢ rodzajow
punktéw. Ktérymi z nich ma zajmowac sie matematyka?74

Jak wspomniatem, twory matematyczne majg jednak walor abstrakcyj-
nego istnienia. Maja zwigzek z rzeczami zmystowymi, podczas analiz s3 jed-
nak traktowane jako oddzielone od nich. Badania matematyczne polegajg na
analizie atrybutéw obiektow matematycznych jako takich, bez odnoszenia
ich do przedmiotéw zmystowych.

Kazde zagadnienie mozna najlepiej zbada¢ w ten sposdb, jezeli to, co nieodtaczalne,
przyjmie sie jako odiaczalne, tak jak to czyni arytmetyk i geometra. Na przyktad,

73 Arystoteles, Fizyka, ttum. K. Lesniak, [w:] Dziefa wszystkie, t. 2, ks. II, Warszawa 1990.
74 Arystoteles, Metafizyka, ks. M. (XIII), 1076 b.
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cztowiek jako cztowiek jest rzecza jedna i niepodzielng; arytmetyk przyjat jakas nie-
podzielng jedno$¢ i bada nastepnie, czy jakie$ cechy przystuguja cztowiekowi jako
jednosci niepodzielnej. Natomiast geometra bada go nie jako cztowieka ani jako jed-
no$¢ niepodzielna, lecz jako ciato przestrzenne. Bo wtasciwosci, ktére by mu mogty
przystugiwa¢, nawet gdyby przypadkiem nie byt jednoscia niepodzielng, mogltyby
mu oczywiscie przystugiwaé, niezaleznie od tych atrybutéw. Geometrzy zatem
twierdza stusznie; méwig bowiem o rzeczach istniejacych i przedmioty ich badan
istnieja; byt istnieje bowiem w dwdch postaciach: byt w rzeczywistosci (jako entele-
chia) i jako materialny (tzn. potencjalnie)7s.

Nauki matematyczne méwig w konsekwencji wiele o takich ogélnych
i abstrakcyjnych pojeciach, jak dobro czy piekno. ,Gtéwnymi formami
piekna jest porzadek, symetria i wyrazisto$¢, czym odznaczajga sie szczego6l-
nie nauki matematyczne”76.

Mimo tak silnego zwigzku zaréwno z rzeczami zmystowymi, jak i poje-
ciami ogdlnymi bedgcymi najpetniejszymi atrybutami bytu, badania mate-
matyczne nie sa dla Arystotelesa podstawa badan fizyki czy metafizyki.
Wszystkie te badania odbywaja sie niezaleznie od siebie, postugujac sie wta-
snymi, specyficznymi metodami. Poniewaz ustalenie zakresu badan po-
szczeg6lnych nauk oparte jest na sztywnym podziale bytu na rézne katego-
rie (ruchome i nieruchome, oddzielone i nieoddzielone), wiec niemozliwe
staje sie ich wzajemne petniejsze przenikanie.

Poniewaz jednak logike mozna traktowac jako pewng realizacje platon-
skiej dialektyki, a matematyka w filozofii Platona miata nizsz3 range od dia-
lektyki, arystotelesowski projekt nauki mozna traktowac jako realizacje pro-
jektu platonskiego. Swiat idei odnajdujemy w $wiecie poje¢ ogélnych, w ide-
ach moralnych czy w obiektach badanych przez metafizyke (czyli badanie
tego, co istnieje w rzeczywistos$ci). Mamy specyficzne rozbicie $wiata idei na
trzy Swiaty bedgce przedmiotem badan nauk teoretycznych, metafizyki oraz
etyki. Logika jest natomiast zwornikiem tych swiatéw i ich podstawg (nauka
podstawowa oraz metanauka)?’.

Paradoksy wypowiedziane przez eleatéw, megarejczykow i sofistow po-
kazywaty trudnosci zwigzane ze stosowaniem nauki do poznawania i zrozu-
mienia $§wiata. Generowaty sprzecznosci, ktére podwazaty wartos$¢ i mozli-
wo$¢ poznania (zmystowego, ale i racjonalnego). W szczegélnosci para-
doksy eleatow mozna uzna¢ za paradoksy myslenia matematycznego. Ary-
stoteles, tkwigc w ogniu dwczesnych dyskusji i poszukiwan, wybrat droge
czeSciowego odejscia od matematyki i ograniczenia jej rangi w poznaniu

75 Ibidem, ks. M. (XIII), 1078 a.
76 Ibidem, ks. M. (XIII), 1078 a.
77 T.L. Heath, Mathematics in Aristotle, Clarendon Press, Oxford 1980.
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Swiata oraz w edukacji. Matematyka ma dotyczy¢ jedynie waskiego wycinka
bytu - kategorii iloSci. Paradoksy pojawiaty sie bowiem przy probie stoso-
wania matematyki do opisu przestrzeni i ruchu. Ma jednak pozosta¢ nie-
zbednym elementem nauczania i wiedzy, gdyz uczy, na stosunkowo pro-
stych przyktadach, jak poznawa¢ byt i jego kategorie. Matematyczne do-
wody, ktére czesto przytacza Arystoteles, stuza czesto jedynie jako ilustracje
do prowadzonych przez niego rozwazan.

Paradoksy dotyczyly jednak nie tylko matematyki, lecz wszelkiego my-
$lenia dedukcyjnego. Jedna z aporii, ktéra powstata w szkole megaryjskiej,
miata szczegdblne znaczenie. Jest to tak zwany ,paradoks ktamcy”. Byta ana-
lizowana przez starozytnych, miedzy innymi przez Arystotelesa i Chryzypa,
a w czasach wspoétczesnych - przy badaniu podstaw teorii mnogosci. Aporia
stwierdza, ze je$li mowie, Ze to, co aktualnie stwierdzam, jest klamstwem, to
nie wiadomo, czy wypowiedz jest prawdziwa, czy falszywa. Aporie mozna
uja¢ formalnie w nastepujacy sposob. Niech p bedzie dowolnym zdaniem
(a wiec wypowiedzig, ktora jest albo prawdziwa, albo fatszywa), natomiast
g zdaniem stwierdzajacym, ze zdanie p jest fatszywe. Jesli uznamy, Ze jedno
z tych zdan jest prawdziwe (fatszywe), to drugie musi by¢ odpowiednio fat-
szywe (prawdziwe). Aporia wynika z tego, ze tgczymy zdania pi g w jedno
zdanie; i wéwczas to nowe zdanie nie moze by¢ ani prawdziwe, ani falszywe,
nie jest wiec zdaniem (przynajmniej w sensie logicznym). Jest wiec logicz-
nym nonsensem. Aporia wzieta sie stad, ze zidentyfikowali$my zdanie z jego
oceng logiczna, a ocena dotyczyta zdania, ktore nie zostato jeszcze wypowie-
dziane. Ocena logiczna zdania jest mozliwa dopiero woéwczas, jesli to zdanie
zostanie najpierw wypowiedziane. W paradoksie klamcy pojawia sie wiec
zdanie nieokreslone, co jest niedopuszczalne. Z formalnego punktu widzenia
réwniez nieokre$lone bytoby powyzsze zdanie, gdyby zdanie g stwierdzato,
ze zdanie p jest prawdziwe. Wprawdzie sprzecznosci by$my nie otrzymali,
ale formalnie sytuacja jest taka sama’s.

W podobny sposéb nieokreslona moze by¢ tez procedura, na przyktad
argumentacyjna czy dowodowa. Taka sytuacje mamy w paradoksie , kroko-
dyla”, opisujacym mato przyjemne okolicznosci. Krokodyl porwat dziecko
i méwi do ojca, ze odda mu je pod warunkiem, Ze odgadnie, co krokodyl za-
mierzat z nim zrobi¢. Mamy tutaj procedure okreslong przez dwa rézne wa-
runki: postanowienie krokodyla oraz umowe miedzy krokodylem a ojcem.
Niezaleznie od tego, czy ojciec odgadnie postanowienie krokodyla, czy nie,

78 Te analizy mozna znalez¢ w pracy ]. Sleszynskiego, Teoria dowodu, t. 1, Wydawnictwo U],
Krakoéow 1925, s. 37-38.
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okazuje sie, ze krokodyl ma mu dziecko oddac i zarazem nie oddac. Jesliby
ojciec powiedziat, ze krokodyl mu dziecka nie odda, i zgadt, to krokodyl mu-
sialby mu dziecko odda¢ na podstawie umowy, a jesliby nie zgadt, to znaczy,
ze krokodyl postanowil mu dziecko odda¢, wiec na podstawie swojego po-
stanowienia musi mu je odda¢. Mozna jednak to rozumowanie przeprowa-
dzi¢ jeszcze raz, rozpoczynajac je tak samo, w nastepujacy sposéb. Jesliby
ojciec powiedziat, Zze krokodyl mu dziecka nie odda, i zgad}, to mu dziecka
krokodyl nie odda na podstawie swojego postanowienia, a jesliby ojciec nie
zgadt, to mu nie odda na podstawie umowy. Wszystko zalezy od tego, jak
poprowadzimy rozumowanie. Pokazywat wiec ten paradoks, ze poprawne
rozumowanie (oparte na tych samych przestankach) moze prowadzi¢ do
réznych, sprzecznych ze sobg wnioskdw. Wynik rozumowania zalezy od
tego, od ktorego z tych warunkéw zaczniemy naszg argumentacje. Jesli od
umowy, to musi mu oddag, a jesli od postanowienia - to nie musi. Wida¢, ze
w tym przypadku procedura ,oddania dziecka” nie jest $cisle okreslona. Jed-
nak wydaje sie, ze w argumentacjach, réwniez naukowych, nigdy nie mamy
do konca Sci$le okreslonych procedur.

W przypadku nauki budowanej zgodnie ze schematem Arystotelesa
mamy doktadnie taka sytuacje, ze ,przenosimy” badana rzeczywisto$¢ na
poziom wiedzy ogoélnej i tam jg badamy oraz wyprowadzamy wnioski, na
podstawie ogolnych procedur (rozumowan) majgce obowigzywac réwniez
analizowang rzeczywisto$¢. Arystoteles zaklada, Zze tworzone w procesie
abstrakcji oraz indukcji (s3 to ogo6lne procedury) pojecia ogélne ujmujg
istote opisywanych bytow, s3 ujeciem catej klasy przedmiotéw indywidual-
nych o tych samych istotnych cechach. Nastepuje ewidentne potaczenie po-
ziomu rzeczywisto$ci zmystowej z obszarem jezykowym w jednej teorii, co
poddane jest krytyce w paradoksie ktamcy. Natomiast proces tworzenia po-
je¢ ogblnych, w ktorych ujmujemy istote badanych rzeczy, jest kwestiono-
wany w paradoksie krokodyla.

Arystoteles chce zbudowa¢ nowa nauke (a raczej metode badan nauko-
wych, narzedzie do analizy innych nauk), ktérej nie umieszcza w swojej kla-
syfikacji, ktéora ma operowaé¢ niezawodnymi schematami rozumowania.
Ustalata ona state zwigzki obowiagzujace wszystkie obszary rzeczywistosci,
dotyczyta wiec jakby tej nowej rzeczywistosci logicznej, a tym samym mogta
unikna¢ sprzecznos$ci paradokséow ,jezykowych” zwigzanych z mieszaniem
réznych pozioméw rzeczywistosci i réznych procedur argumentacyjnych.
Miata ona petni¢ w pewnym sensie role matematyki i miata te sprzecznosci
»dialektyczne” wyeliminowac. Z jednej strony ma posta¢ wiedzy dialektycz-
nej (bada podstawy nauk i jest drogg do prawdy), a z drugiej budowana jest
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na wzor matematyki - ma posta¢ nauki formalnej i stosuje (przynajmnie;j
w zamierzeniu) rowniez metode aksjomatyczno-dedukcyjng. Miata ona do-
kona¢ kategoryzacji jezyka i catego bytu. Byla propedeutyka wszystkich
nauk i narzedziem pracy uczonego?°.

Istnieje jednak zasadnicza réznica miedzy metoda dialektyczng (lo-
giczng) Arystotelesa a metoda dialektyczng (hipotetyczno-dedukcyjng) Pla-
tona. Przede wszystkim metoda Platona dotyczyta bytéw abstrakcyjnych,
oderwanych od rzeczywistosci, a Arystotelesa - poje¢ og6lnych, otrzyma-
nych w wyniku procesu indukcyjnego z konkretnych i jednostkowych by-
tow. Metoda Platona dowodzenia i argumentacji sktada sie z dwdch etapéw
(droga wzwyz i droga w do6t), ma wiec strukture cyrkularng, a metoda Ary-
stotelesa ma strukture liniowg (strzatka dowodzenia biegnie w jedng strone
od przyczyn, przestanek do wnioskéw). Ponadto logika Arystotelesa jest
wiedzg og6lna raczej niz abstrakcyjng w znaczeniu Platona. Znaczy to, Ze
moze by¢ stosowana do réznego rodzaju nauk, jest ich uniwersalng pod-
stawg, narzedziem badan i dowodzenia.

W szkole perypatetyckiej, w ramach polemiki logiki z matematyka, po-
kazywano ograniczone mozliwo$ci metody matematycznej. Nastepujacy pa-
radoks pokazuje trudnosci zwigzane ze stosowaniem matematyki do opisu
rzeczywistosci.

Arystoteles w swojej Mechanice (wspotcze$nie nie przypisuje sie tej
pracy Arystotelesowi) formutuje paradoks, ktory ma pokazaé¢ trudnosci
w stosowaniu mys$lenia abstrakcyjnego matematycznego do rzeczywistos$ci
materialnej (paradoks kota Arystotelesa). WeZmiemy dwa kota o wspdélnym
srodku Oi réznych promieniach ri R (r < R), ktére s3 ze sobg sztywno ze-
spolone. Jesli wieksze koto toczy sie bez poslizgu po prostej / to 4, punkt
styczno$ci tego kota z prostg / wyznaczy na prostej odcinek AA" (A4’ jest kori-
cem odcinka) o dtugosci 2R (obwod kota). W tym czasie punkt Blezacy na
brzegu mniejszego kota (odpowiadajacy punktowi 4 jako punkt przeciecia
prostej taczacej srodek kota Oz punktem A) zakre$li na prostej & (prosta
rownolegta do prostej / przechodzaca przez punkt B) odcinek BB’ o tej sa-
mej dtugosci, co odcinek AA’. Z drugiej jednak strony koto to wykona tez pe-
ten obrot, a wiec odcinek ten ma dtugo$c¢ 2mr, czyli nie jest tej samej dtugosci.
Otrzymujemy tym samym sprzeczno$¢. Otrzymujemy jakby ,rowno$¢” ob-
wodu matego i duzego kota. Paradoks ten w duzej mierze motywowat do
pracy nad krzywymi i ich wlasnosciami (i szerzej nad wtasnoscig continuum

79 R. Netz, The Shaping of Deduction in Greek Mathematics. A Study in Cognitive History,
Cambridge University Press, Cambridge 1999, s. 272-277.
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geometrycznego). Latwo zauwazy¢, ze dowolny punkt na krzywej porusza
sie, podczas toczenia sie kota, po krzywej (nazwanej cykloidg), ktora po-
wstaje jako ztozenie dwoch ruchéw: liniowego i kotowego#0.

Kolejnym Kluczowym novum w badaniach Arystotelesa, majacym row-
niez zwigzek z wizjg nauki jako wiedzy ogolnej, jest podjecie refleksji nad
dokonaniami innych uczonych. Sg to doglebne analizy krytyczne, prowa-
dzace czesto do interesujgcych syntez i uwag metodologicznych. Od czasow
Arystotelesa pojawiaja sie wiec takie metanauki (nazywane tak wspotcze-
$nie), jak historia nauki i filozofii, filozofia i metodologia nauk oraz bardzo
istotna metoda komentarzy prac naukowy rozwinieta pézniej w sposéb do-
skonaly przez scholastykéw. Dzieki tym badaniom wiele wynikéw uczonych
przetrwato przynajmniej we fragmentach, gdyz - jak wspomniatem wcze-
$niej — prawie cato$¢ dorobku matematykow tamtego okresu zagineta i nie
mamy dostepu do oryginalnych tekstow.

Szkota Arystotelesa to réwniez szerokie badania przyrodnicze. Szcze-
gblny wktad ma tutaj uczen Arystotelesa i jego nastepca na stanowisku scho-
larchy Likejonu - Teofrast z Erezu (ok. 370-286 p.n.e.). Prowadzit on bada-
nia w ramach biologii, szczeg6lnie w zakresie botaniki, oraz geografii, medy-
cyny, fizyki i meteorologii. Jest rowniez autorem prac etycznych oraz znanej
Historlii filozofii, w ktdrej przedstawit poglady filozoféw przyrody. Kolejnym
scholarchg Likejonu w latach 286-268 p.n.e. byt Straton z Lampsaku (ok.
335-269 p.n.e.), jeden z najwiekszych uczonych starozytnosci, przyrodnik,
fizyk, twoérca mechanicznej wizji Swiata, nauczyciel Arystarcha. Prowadzit,
miedzy innymi, badania nad spadaniem ciat oraz nad proéznig. Wszystkie
z jego licznych dziet zaginely. Informacje o nim znajduja sie u Diogenesa
z Laertios i u Symplicjusza.

Stoicy, poczynajac od zatozyciela szkoly Zenona z Kition (ok. 333-261
p.n.e.), uznali logike za jeden z trzech, obok etyki i fizyki, dziatéw nauki. Roz-
szerzyli jednak zakres logiki na szeroko rozumianag teorie jezyka (w tym roz-
poczeli badania jezykow naturalnych), do ktérej zaliczali r6wniez teorie po-
znania. Co najwazniejsze, jak zauwazyt Jan L.ukasiewicz, wprowadzili do lo-
giki zmienne zdaniowe. Tym samym wprowadzili istotng zmiane do logiki
Arystotelesa, ktora oparta byta na zmiennych nazwowych. Dla stoikéw zda-
nia byly bardziej podstawowe niz nazwy, a ich logike mozna uzna¢ za pre-
kursorke wspoétczesnej logiki formalnej. Za twérce tego systemu logiki zdan
uwaza sie Chryzypa z Soloi (ok. 279-204 p.n.e.), jednego z najwybitniej-
szych uczonych starozytnych. Z jego ogromnego dorobku (ponad 700 prac)

80 T.L. Heath, Mathematics in Aristotle, s. 246-252.
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zostato tylko niewiele w odpisach u innych filozoféw. Konsekwentnie stoso-
watl metode dialektyczng, przywotujac w swoich rozwazaniach przeciw-
stawne poglady jako podstawe wnioskowania.

Réwniez w szKkole epikurejskiej pojawity sie umysty idgce torem badan
logicznych. Zyjacy w latach 150-70 p.n.e. Zenon z Sydonu by} jednym ze
scholarchéw ,Ogrodu”, czyli szkoty filozoficznej zatoZonej przez Epikura
w 306 roku p.n.e. Poddat krytyce system geometrii Euklidesa, w tym przyjete
aksjomaty jako podstawe wnioskowania. Jego krytyka miata powazne pod-
stawy, gdyz byt cztowiekiem wszechstronnie wyksztatconym, tak w logice
i w teorii wiedzy, jak i naukach matematycznych. W odréznieniu od swojego
mistrza, Epikura, znat matematyke. Badajac aksjomaty Euklidesa, zauwazyt,
ze wsréd aksjomatéw brakuje takiego, ktéry stwierdzatby, ze dwie linie pro-
ste przecinajg sie co najwyzej w jednym punkcie. Zauwazyt, ze aksjomat taki
jest wykorzystywany w dowodach Elementow;, a nie mozna go wyprowadzi¢
z innych aksjomatéw (jest od nich niezalezny). Spostrzegt rowniez, ze do-
wod o rownosci dwdch katéw prostych zaktada istnienie takiego kata, co nie
pojawia sie u Euklidesa. ROwniez nie mamy istotnego dla przeprowadzanych
dowodow zatoZenia o nieskoniczonej podzielno$ci krzywej, a takie zatozenie
znow nie wynika z przyjetych aksjomatéw. Jak zauwazyt T. Heath, Zenon ar-
gumentowat, ze przyjecie zasad lezacych u podstaw geometrii jako pewnych
i prawdziwych przestanek dowodzenia nie daje mozliwosci $cistego i jedno-
znacznego wyprowadzania twierdzen, gdyz zawsze trzeba przyjac jakies do-
datkowe zatozenia, niewynikajgce z przyjetych aksjomatéw. Krytyka Zenona
nie wzbudzita zainteresowania starozytnych matematykéw. Traktowano
aksjomaty Euklidesa jako niewzruszong podstawe geometrii, nie dostrzega-
jac mozliwos¢ ich zmiany lub uzupeinienia. Dopiero wspoétczesnie dostrze-
zono konsekwencje tego typu krytyki, co miedzy innymi zaowocowato po-
wstaniem geometrii nieeuklidesowych. Gdyby wowczas za analizami Ze-
nona poszly badania stricte matematyczne, moze inaczej potoczytyby sie
dzieje matematykisl.

Jednak, jak pokaze w dalszej czesci, badania podstaw geometrii prowa-
dzono juz w starozytnosci. Przy okazji prob matematyzacji kolejnych obsza-
réw wiedzy dostrzezono konieczno$¢ rozbudowy podstaw geometrii. Miato
to miejsce, na przyktad, przy budowaniu geometrii sferycznej jako narzedzia
niezbednego w budowaniu matematycznych modeli astronomicznych,
w pracach wspomnianego juz Autolykosa z Pitane oraz w kontynuujacych

81 Jak pokaze w dalszej czeSci, p6Zniejsze badania dotyczyty, miedzy innymi, budowania geo-
metrii sferycznej.
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jego badania dzietach Teodozjusza z Bitynii oraz Menelaosa z Aleksandrii.
Tutaj pojawita sie juz geometria nieeuklidesowa, ale jako uzupetnienie pta-
skiej geometrii euklidesowej. Wigzato sie to jednak z rozbudowa matema-
tyki jako wiedzy ogolnej. Doktadniej o tym powiem w kolejnym paragrafie.

6. Etapowosc¢ rozwoju matematyki abstrakcyjnej

Na poczatku VI wieku p.n.e. rozpoczat sie kolejny okres w dziejach mate-
matyki. Przez okoto dwiescie lat w kilku szkotach starozytnej Grecji rodzita
sie matematyka jako wiedza abstrakcyjna. Czerpata duzo z osiggnie¢ mate-
matyki okres6w poprzednich, szczegdlnie babiloniskiej (i sumeryjskiej) oraz
egipskiej. Pojawiaty sie nowe idee fundujagce matematyke tego okresu: my-
$lenie dedukcyjne, dowodzenie matematyczne (konstrukcyjne, oparte na za-
toZeniach czy nie wprost), rozumowanie dialektyczne, idea symetrii, podo-
bienistwa, harmonii, wspéimiernosci (i niewspéimiernosci), elementarnosci,
inteligibilnosci rzeczywistosci, intelektualnej rekonstrukcji zjawisk, ko-
smosu, mikrokosmosu, analogii czy dynamis (jako metod dowodzenia).

W czwartym wieku p.n.e. mozna méwi¢ juz w pelni o abstrakcyjnym cha-
rakterze matematyki greckiej. W odroznieniu od okresu poprzedniego, do-
wodzenia matematyczne mogly by¢ prowadzone bez trzymania sie rzeczy-
wistosSci zmystowej. Okazato sie, Zze wnioski i wyniki otrzymane na drodze
abstrakcyjnej stosuja sie do rzeczywistosci materialnej, a ponadto odpo-
wiednie konstrukcje i przedmioty matematyczne s3 rozpoznawane w rze-
czywisto$ci. Oczywiscie, skuteczno$¢ matematyki i jej zastosowania nie byty
konieczne, aby uzna¢ warto$¢ dziatalno$ci matematycznej, wrecz uznawano,
ze presja skuteczno$ci i zastosowan niszczy substancje matematyki i blokuje
jej rozwoj. W pigtym wieku stat sie widoczny przetom w matematyce po od-
kryciu zjawiska niewspotmiernosci oraz pojawieniu sie paradokséw eleac-
kich. Mégt on doprowadzi¢ do wycofania sie matematyki do etapu matema-
tyki konkretnej. Jednak wobec sukces6w matematyki abstrakcyjnej w po-
znawaniu i rozumienia Swiata te problemy byly dodatkowym impulsem do
jej dalszego rozwoju. Nastapito wiaczenie matematyki w obszar kultury,
stata sie elementem procesu edukacji jako warto$¢ niezbedna do ksztatto-
wania dobrego cztowieka i obywatela oraz urzadzania sprawiedliwego pan-
stwa. Okazato sie bowiem, Ze mysSlenie matematyczne pozwala usunaé
sprzecznosci kulturowe i pokazac site i wolno$¢ myslenia. A w ramach samej
matematyki doszto do doprecyzowania pojeé, przezwyciezenia paradokséw
i antynomii poprzez wygenerowanie nowych metod i teorii. W konicu doszto
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do opracowania nowych technik pomiaru, konstrukcji i obliczen oraz do licz-
nych zastosowan technicznych matematyki, gdy osiaggneta ona wystarcza-
jaca Scistoscé.

Mozna wiec wskazaé pie¢ okresOw rozwoju matematyki w czasie, gdy
otwarta sie na myslenie abstrakcyjne i pokazata warto$¢ tego my$lenia
w uprawianiu matematyki:

(1) pojawienie sie nowych idei matematycznych (VI-V wiek p.n.e.);
(2) przetom w matematyce, nauce i kulturze spowodowany pojawieniem sie

nowych idei (V wiek p.n.e.);

(3) wiaczenie matematyki w proces edukacji powszechnej (IV wiek p.n.e.);
(4) przezwyciezanie paradoksow, wypracowanie nowych metod dowodze-
nia matematycznego, powstanie nowych teorii matematycznych i mate-

matyzacja r6znych dyscyplin naukowych (IV-III wiek p.n.e.);

(5) zastosowania techniczne matematyki i powstanie techniki naukowej (od

IV wieku p.n.e.).

W okresach poprzedzajacych powstanie matematyki abstrakcyjnej ma-
tematyka objawita pewng swojg wlasciwos¢, ktéra mozna traktowac jako
pierwszy etap stuzacy do jej zrozumienia, okreslenia. Na etapach rozwoju
matematyki konkretnej matematyka zostata rozpoznana jako narzedzie do
ukazywania i budowania w $wiecie harmonii i porzagdku. W matematycznej
praktyce badawczej realizowana byta i coraz bardziej rozjasniana kwestia
odpowiednio$ci miedzy obiektami matematycznymi a rzeczywistoscia.
Ta wlasciwo$¢ matematyki - generowanie i ustalanie odpowiednio$ci mie-
dzy réznymi bytami - stata sie kluczowym i statym elementem dziatalnosci
matematycznej. Odstaniata sie stopniowo liczbowa struktura rzeczywisto-
$ci, nastepnie rozpoznawano w niej wlasno$ci geometryczne oraz zaleznosci
matematyczne. Budowano tez rézne obiekty i przedmioty, wykorzystujac
struktury i zalezno$ci matematyczne. Byto to rozpoznawanie matematycz-
nosci §wiata. Matematyka okazywata sie wiedzg pozwalajgca zrozumieé rze-
czywisto$¢ i sprawnie sie w niej organizowac.

W okresie matematyki abstrakcyjnej objawiata sie natomiast autono-
mia matematyki wobec rzeczywistosci zmystowej i mozliwos¢ jej mo-
delowania i uzupekiania przy pomocy matematyki (rzeczywistos¢ oka-
zata sie matematyzowalna).

Przej$cie od matematyki konkretnej do abstrakcyjnej dokonuje sie
w szkole milezyjskiej, pitagorejskiej, a w pewnym sensie takze eleackiej
i atomistycznej (rzeczywisto$¢ staje sie zrozumiata, poznawalna i inteligi-
bilna dopiero po zastosowaniu metody matematycznej, a z ukazang antyno-
miczno$cig poznania moze poradzi¢ sobie tylko matematyka). To przejscie
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nie wigzato sie jednak z zerwaniem ciggtosSci z wcze$niejszym okresem roz-
woju matematyki. Nastgpito wejScie na nowe obszary matematyczne i uka-
zanie nowych doswiadczen matematycznych. Dorobek poprzedniego okresu
zostat wykorzystany, czasem przebudowany, a wspomniane wcze$niej state
zdobycze - dalej realizowane i rozwijane.

Natomiast u Platona mamy do czynienia z syntezg wcze$niejszych doko-
nan matematyki abstrakcyjnej, z wielkim projektem matematyki jako wie-
dzy abstrakcyjnej i propozycjg wiaczenia réznych ,matematyk” do systemu
nauczania82. Byta to nowo$¢ o nieobliczalnych skutkach dla edukacji i catej
kultury®3. Na przetomie IV i Il wieku p.n.e., juz w okresie hellenistycznym,
doszto do rewolucji kulturowej spowodowanej przetomem w matematyce.
Uwazam, Ze bezposSrednim czynnikiem rewolucji byto wejscie matematyki
w system ksztatcenia. W konsekwencji uznano, ze zjawiska mozna tluma-
czy¢ i rozumie¢ poprzez uzycie opisu matematycznego, a cztowieka mozna
odpowiednio ksztattowa¢ poprzez nauczanie matematyki. Nawet po upadku
matematyki starozytnej to przeSwiadczenie nigdy catkowicie nie znikneto
i odradzato sie w kolejnych okresach dziejow. Ponadto zmagania matema-
tyki z naglo$nionymi przez sceptykdw paradoksami staty sie powszechnie
znane i mialy istotne reperkusje spoteczne. Matematyka wyszta w tym cza-
sie z tego kryzysu zwyciesko. Odpowiedzia byta rozbudowa metod nauko-
wych i powotlanie nowych dziatéw matematyki lub rozszerzenie zakresu juz
istniejgcych. W wieku IV i III p.n.e. pojawito sie kilku wybitnych matematy-
kow, ktérzy podniesli istniejgce dyscypliny matematyczne na bardzo wysoki
poziom wiedzy abstrakcyjnej i dokonali matematyzacji kilku kolejnych dys-
cyplin naukowych (byto to de facto zbudowanie tych dyscyplin od poczatku
jako matematycznych). Byli nimi: Hipokrates z Chios, Archytas, Teajtet, Eu-
doksos, Arystarch, Euklides, Archimedes, Eratostenes, Apoloniusz. Ktesibios
z Aleksandrii, Filon z Bizancjum.

Osiagniety przez matematyke w IV wieku wysoki stopien $cisto$ci wraz
z rozbudowag siatki poje¢ stat sie kolejng przyczyng przetomu. Dopiero taki
poziom Scisto$ci umozliwit rozwoéj antycznej techniki naukowej (meto-
dyczne stosowanie wiedzy matematycznej do réznych konstrukcji i rozwig-
zan technicznych). Scisto$¢ umozliwiata interpretowanie obiektéw matema-
tycznych jako obiektéw fizycznych (przy odpowiednim zmniejszeniu rygo-

82 W pewnym sensie konkurencyjny wobec Platona jest projekt Demokryta jako innego ro-
dzaju synteza. Wobec ogromnej liczby jego dziet oraz ich istnienia w éwczesnym obiegu
naukowym (np. komentarze u Arystotelesa, Archimedesa) nie mozna wykluczy¢ oddziaty-
wania koncepcji Demokryta na kulture.

83 Por. H.I. Marrou, Historia wychowania w staroZytnosci, s. 121-125.
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réw Scistosci), a odpowiednio gesta siatka poje¢ pozwala opisywac obser-
wowane zjawiska i tworzy¢ obiekty techniczne84. Poki matematyka byta wy-
korzystywana do rozwigzywania konkretnych zagadnien (jak w Egipcie czy
Babilonii), to nie byta w stanie wspiac¢ sie na odpowiedni poziom Scistosci,
a tym samym miata ograniczony zakres stosowalnosci.

84 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 219.
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1. Ogodlna charakterystyka matematyki
w okresie aleksandryjskim

Przez wiele lat Ateny dominowaty wsrdod panstw greckich i staty sie
w V wieku p.n.e. stolica kulturalng i naukowa Hellady. Stan ten utrzymywat
sie az do drugiej potowy IV wieku, kiedy to Ateny dostaty sie pod panowanie
panstwa macedonskiego po bitwie pod Cheroneg w 338 roku p.n.e. Pod przy-
wodztwem Aleksandra Macedonskiego w krotkim czasie Grecy ztamali po-
tege odwiecznego wroga, Perséw, i zdobyli ogromne obszary na wschodzie,
docierajac az do Indii, a takze opanowali Egipt i inne panistwa tego obszaru.
Powstata kultura hellenistyczna jako mieszanka kultury greckiej i kultur
podbitych narodéw. Dominowata w niej kultura i jezyk grecki. Po $mierci
Aleksandra w 323 roku p.n.e. imperium rozpadto sie na mniejsze czeSci, jed-
nak skutki polityczne i kulturowe podbojow pozostaty. Szczegblnie wazna
dla nauki okazata sie decyzja o zatozeniu miasta Aleksandria w Egipcie, nad
brzegiem Morza Srédziemnego. Miasto w krétkim czasie stato sie centrum
kulturalnym i naukowym 6wczesnego Swiata. Istotne jest to, iz celem Alek-
sandra nie byty podboje dla samych podbojéw, lecz pragnat on stworzy¢ cy-
wilizacje, w ktérej dominantg miata by¢ nauka, sztuka oraz inne elementy
kultury. Dlatego z ogromnym rozmachem budowano nowe miasta i przebu-
dowywano stare, a w miastach powstawaly Swiatynie, biblioteki oraz inne
budowle powszechnego uzytku bogato zdobione rzezbami. W miastach tych
stawiano wiele posagow greckich filozoféw, co odpowiednio ustawiato hie-
rarchie wartosci i kierowato uwage ku kulturze.

0d $mierci Aleksandra datuje sie nowy okres w dziejach - jest to epoka
hellenistyczna (lub aleksandryjska). Z postacia wodza i kréla macedon-
skiego zwigzana jest posta¢ jednego z najwiekszych filozoféw w dziejach,
Arystotelesa. Byt on wychowawcg i nauczycielem Aleksandra, a po $mierci
swojego ucznia musiat opusci¢ Ateny i rok p6Zniej rowniez zmart. Mozna za-
uwazy¢, ze bez dzialania Arystotelesa i jego szkoty Likejonu (oraz innych
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uczonych greckich) nie nastapitby przetom cywilizacyjny. Aleksander byt
tylko politycznym czynnikiem, ktéry przyczynit sie realizacji kulturowe;j
przemianyl.

W nowych warunkach politycznych Aleksandria staje sie centralnym
o$rodkiem aktywno$ci matematycznej. Pierwszy wiek tego nowego okresu
w dziejach nazywa sie zlotym wiekiem matematyki greckiej. Jednak pod ko-
niec trzeciego wieku p.n.e. rozpoczeta sie ekspansja Rzymu, ktéra doprowa-
dzita do podbicia Grekéw przez Rzymian w 146 roku p.n.e. (jest to tez rok
zakonczenia III wojny punickiej i zniszczenia przez Rzym Kartaginy). Grecy
stali sie ich niewolnikami, jednak pod wzgledem kulturowym po pewnym
czasie zdominowali najezdZcow. Rzymianie stopniowo ,cywilizowali sie”,
poddajac sie urokowi greckiej kultury. Przejeli w znacznym stopniu grecka
religie, pewne elementy filozofii (gtéwnie etyke i filozofie spoteczng) oraz
nauki greckiej (juz w znacznie mniejszym stopniu, chociaz w znakomity spo-
s6b rozwijali greckie idee prawne). Najwieksze znaczenie uzyskata u nich
retoryka, w dalszej kolejnosci dialektyka (w wymiarze praktycznym), nato-
miast abstrakcyjna filozofia (metafizyka, kosmologia) oraz matematyka i na-
uki przyrodnicze nie znalazty uznania w nacji rzymskiej. Starozytny Rzym
bardzo niewiele wnidst do nauki i filozofii, a najmniej do matematyki.

Rzymianie wykorzystywali jednak istniejgcg wiedze (nauke) do wzno-
szenia wspaniatych obiektéw architektonicznych i do innych technicznych
zastosowan. Rozwijali wiec technike, ale nie technike naukowa (ktéra byta
dominujgcym obszarem badan w hellenistycznych centrach naukowych),
nie widzac w niej wiekszej warto$ci. Interesowata ich tez wiedza i sztuka
medyczna oraz rolna. Tak naprawde, te wspaniate dzieta budowlane i inZzy-
nierskie wykorzystywaly jedynie prostsze elementy nauk, bez wgtebiania
sie w bogate rozwazania teoretyczne Grekdw. Najwybitniejsze dzieto nau-
kowe okresu rzymskiego to De Architectura Witruwiusza? (z konca I wieku
p.n.e.), ktdra autor poswiecit wtadcy Rzymu, Augustowi. Przywolywana jest
tam tylko elementarna wiedza matematyczna (traktowana przez Witruwiu-
sza jako szczyt osiggnie¢ matematycznych), m.in. niewspdimiernos¢ boku
i przekatnej sze$cianu, obliczenia Archimedesa dotyczace sktadu korony

1 W. Brazil, Alexandria: The Umbilicus of the Ancient World, [w:] The Library of Alexandria.
Centre of learning in the Ancient World, red. R. MacLeod, [.B. Tauris, London - New York
2010, s. 35-59.

2 Marcus Vitruvius Pollio (80-15 p.n.e.) byt nie tylko architektem, ale tez konstruktorem
machin wojennych. Jego dzieto O architekturze sktadato sie z dziesieciu ksigg i zawierato
szczegbtowy opis zasad budowlanych i pomystéw architektonicznych stosowanych przez
Grekow i Rzymian.
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krélewskiej oraz fakt, ze trojkat o bokach 3, 41 5 jest trojkatem prostokat-
nym. Trzeba jednak przyznac, ze w praktycznym wykorzystaniu skromnej
wiedzy okazali sie mistrzami3. Poniewaz jednak nie wnies$li do nauk mate-
matycznych nic nowego, dlatego rezerwuar idei, z ktérego czerpali, musiat
sie z czasem wyczerpac. Ten brak zainteresowan badaniami teoretycznymi
w zakresie matematyki u Rzymian doprowadzit do tego, Ze znaczna czes$¢
dorobku naukowego Grekdw z tego zakresu ulegta zniszczeniu czy zapo-
mnieniu. Spektakularnym wydarzeniem jest $mier¢ Archimedesa z rak
rzymskiego Zotnierza w 212 roku p.n.e., po zdobyciu Syrakuz przez Rzymian.
Podobno dzieki machinom wojennym skonstruowanym przez Archimedesa
Syrakuzy bronity sie az trzy lata. Ta Smier¢ zamyka symbolicznie w dziejach
nauki pewien znaczacy okres - w niesprzyjajgcych warunkach politycznych
nauka przestaje sie dynamicznie rozwija¢, a wrecz nastepuje stopniowy za-
nik nauk matematycznych. Majg jednak miejsce okresy ozywiania i powsta-
wania nowych idei i teorii naukowych.

Przez nastepne lata Rzymianie podbijajg kolejne centra kultury helleni-
stycznej. Szczegolnie tragiczny jest rok 145/144 p.n.e., kiedy to Ptolemeusz VIII
rozpoczat przesladowania greckiej grupy etnicznej w Egipcie. Zakonczyto to
praktycznie dziatalno$¢ naukowa w Aleksandrii na dtuzszy czas. Kolejnym
tragicznym epizodem jest zniszczenie Akademii i catych Aten przez rzym-
skiego dowddce Sulle w 86 roku p.n.e. Nastgpito rozproszenie uczonych, kto-
rych gros przeniosto sie do Aleksandrii. De facto po trzystu latach istnienia
Akademia przestata istnie¢. W pdzniejszych latach pojawialy sie kolejne
préby odnowienia idei akademii i samej instytucji. Akademia, ktéra Platon
zatozyt w 387 roku p.n.e., jest nieustannym Zrédiem inspiracji naukowych
i edukacyjnych.

Wré6émy teraz do czasu, gdy (na przetomie 1V i Il wieku p.n.e.) centrum
naukowe Grecji przesuwa sie z Aten do Aleksandrii. W mie$cie tym ok. roku
300 p.n.e. wybudowana zostaje Biblioteka Aleksandryjska oraz Musejon
(Swiatynia Muz, a wiec centrum naukowo-edukacyjne) - tu powstaje wiele
szkét filozoficznych i prowadzone s3g liczne badania naukowe. W tym tez czasie
kultura grecka po potaczeniu z kulturami podbitych przez Aleksandra narodow
Wschodu staje sie kulturg hellenistyczng (uzyskuje wymiar uniwersalny).

W tym czasie i w pdzniejszych wiekach dziata w Aleksandrii wielu uczo-
nych, rozwijane sg stare dziaty nauki i powstaja nowe. To w Aleksandrii
astronomia stata sie dyscypling w petni naukowa (w pracach Hipparcha,
kontynuujacego badania Arystarcha) i zostaty potozone podwaliny pod

3 U.C. Merzbach, C.B. Boyer, A History of Mathematics, s. 142-143.
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nowe dziedziny nauki: trygonometrie (Hipparch) i algebre (Apoloniusz
i Diofantos z Aleksandrii). Rozwijana byta rowniez mechanika (rozumiana
jako sztuka konstrukcji ré6znych urzadzen mechanicznych i uznawana za
dziedzine matematyki), wprowadzona na wyzyny przez Archimedesa, Fi-
lona z Bizancjum oraz Ktesibiosa z Aleksandrii (III wiek p.n.e.), oraz pneu-
matyka, hydrostatyka oraz szerzej - technika naukowa, pokazujaca matema-
tyczne podstawy badan i konstrukecji technicznych#. Pojawita sie tez geogra-
fia (fizyczna, jak rowniez matematyczna) jako dyscyplina naukowa, stwo-
rzona przez Eratostenesa z Cyreny, ktory pierwszy obliczyt poprawnie wiel-
ko$¢ Ziemi. Juz w Aleksandrii wyktada i pisze Euklides swoje Elementy, ktore
przez wiele wiekdw uwazane byty za najdoskonalsze dzieto naukowe po-
wstate w starozytnosci i niedoScigniony wzor realizacji metody aksjoma-
tyczno-dedukcyjnej. Badania naukowe w aleksandryjskim centrum nauko-
wym byty w znacznej mierze finansowane przez Ptolemeuszy (do pewnego
czasu), wltadcéw Egiptu. Byli oni zainteresowani tak praktycznym, jak i teo-
retycznym aspektem badan naukowych. To Zrédto panistwowego wsparcia
stopniowo zanikato po podbiciu Egiptu przez Rzymian i opanowaniu catego
basenu Morza Srédziemnego po bitwie pod Akcjum w 31 roku p.n.e.

Po okresie rozkwitu w III wieku p.n.e. kolejne wieki to czas powolnego
schytku, chociaz kilkakrotnie miato miejsce w tym czasie ozywienie nau-
kowe. Ostatnim dyrektorem Biblioteki Aleksandryjskiej byt Teon z Alek-
sandrii (ok. 335-405 n.e.). Byl matematykiem i astronomem (redaktorem
wydan Elementow i Optyki Euklidesa), a jego corka byta stynna Hypatia,
ktéra kontynuowata zainteresowania i pasje ojca. Zalozyta szkote filozo-
ficzng, byta autorkg wielu prac matematycznych, astronomicznych i filozo-
ficznych (w tym komentarzy do Diofantosa, Ptolemeusza i Apoloniusza),
ktére jednak zaginety. Teon znany jest z opracowania Elementow Euklidesa
oraz z Komentarza do Almagestu Ptolemeusza. W roku 391 cesarz Teodo-
zjusz zamyka Biblioteke, a w 415 zostaje zamordowana Hypatia. Jest to row-
niez (tak jak $mieré¢ Archimedesa w 212 roku p.n.e.) symboliczny rok kon-
czacy okres aleksandryjski w rozwoju matematyki i nauki greckiejs. Jednak
mimo tych trudnosci, w kolejnych latach miaty miejsce préby odnawiania
Musejonu i innych instytucji naukowych tamtego okresu.

Z Bibliotekg Aleksandryjska konkurowat inny o$rodek - byta to Biblio-
teka Pergamonska zatozona w Il wieku p.n.e. przez Attalosa I Sotera, wtadce

4 Powszechne w tamtym czasie byto nazywanie matematykami znajacych sztuke konstruk-
cji urzadzen mechanicznych. Przez to wskazywano wyraznie na Zrédto tych urzadzen.

5 M. Dzielska, Hypatia z Aleksandrii, Universitas, Krakéw 2010; T.L. Heath, A History of
Greek Mathematics, s. 528-529.
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Pergamonu (Azja Mniejsza). Posiadata drugi, pod wzgledem wielkoSci, zbi6r
zwojow pergaminowych (ponad 200 tys.). Przez kilka wiekow Pergamon byt
waznym o$rodkiem kultury i nauki, a biblioteka funkcjonowata co najmniej
do Il wieku n.e. Tam tez udoskonalono i produkowano pergamin, wazny ma-
teriat piSmienniczy. Réwniez w tym osrodku pracowat jeden z najwiekszych
matematykéw starozytnosci — Apoloniusz. Podobno Pergamon nalezat do
najpiekniejszych 6wczesnych miast i podobnie jak Aleksandria byt miastem
nadmorskim. Poza biblioteka na wspaniatym pergamonskim akropolu znaj-
dowaly sie, miedzy innymi, $wigtynie (Ateny i Dionizosa), ogromny teatr,
gimnazjon oraz Wielki Ottarz Zeusa. Rdwniez w wielu pomniejszych mia-
stach hellenistycznych znajdowaly sie centra nauki i kulturys.

2. Gléwne zagadnienia i odkrycia matematyki
okresu aleksandryjskiego

Sokratejski ideat wiedzy ogoélnej, realizowany przez Arystotelesa i jego
szkote, podjeli rowniez matematycy. Nastgpito to juz na poczatku okresu
aleksandryjskiego. W III wieku p.n.e., po najwiekszych osiagnieciach mate-
matyki abstrakcyjnej czaséw antycznych, pojawiajg sie nowe idee, ktore
otwierajg nowy okres w rozwoju matematyki. [ znowu, jak poprzednio, wiele
6wczesnych prac matematycznych zagineto. W tym czasie powoli rodzi sie
tez symbolika matematyczna, chociaz przez wiele jeszcze wiekdw rozumo-
wania matematyczna prowadzone s3 de facto w spos6b opisowy i rysun-
kowy. Mimo tego reprezentuja duzy stopien $cistosci, co pokazuje, ze jezyk
symboliczny nie jest niezbedny do uprawiania , dobrej” matematyki (przy-
najmniej w pewnym zakresie).

Zauwazmy, ze w matematyce aleksandryjskiej z jednej strony poszuki-
wano rozwigzan dla postawionych wczesniej probleméw: podwojenia sze-
Scianu, kwadratury kota, trysekcji kata i innych. Chodzito jednak réwniez
o skonstruowanie obiektéw matematycznych, w szczego6lnosci krzywych,
ktére spetniaty pewne ogélne warunki. Niektore z tych krzywych mozna
byto uzy¢ do zrealizowania potrzebnych konstrukcji, co dawato rozwigzanie
problemdw. Wczes$niej dziatanie w schemacie konstrukcji platoriskich (przy
pomocy okregu i linii prostej) nie dawato efektu. Zasada elementarnosci Pla-
tona méwiaca, ze konstrukcji nalezy dokonywaé przy pomocy najprost-

6 Por.]. Awrejcewicz, V.A. Krysko, Y.V. Chebotyrevskiy, Od piramid do gwiazd. Rola matema-
tyki i mechaniki w rozwoju cywilizacji, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa
2003, s. 23-36.
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szych, ustalonych elementéw, wydawata sie nie przynosi¢ efektow. Trzeba
byto rozszerzy¢ metode matematyki i liczbe obiektéw stuzacych do wykony-
wania potrzebnych konstrukcji (jedng z wazniejszych proéb jest metoda neu-
sis, o ktorej powiem w dalszej cze$ci, omawiajac dokonania Pappusa). Jesz-
cze za czasOw Platona i w kolejnych wiekach pojawialy sie takie rozszerze-
nia. Wydawato sie, Ze uderza to w zasade elementarnosci. Okazato sie jed-
nak, ze wymagane konstrukcje mozna byto otrzymywac¢ w oparciu o proste
operacje geometryczne (np. kwadratryse przy pomocy translacji i obrotu)
lub algebraiczne (punkty tych krzywych spetniaty pewien ogdélny warunek).
Zasada elementarnos$ci zaczeta przyjmowac inng, mechaniczng czy algebra-
iczng postac, chociaz nie zrezygnowano z préb konstrukeji przy pomocy cyr-
kla i linijki jako doskonalszych (tak przynajmniej na poczatku zakladano).
Podjeto tez badania w ramach geometrii przestrzennej’ (co postulowat Pla-
ton) jako wstep do astronomii. Kontynuowano badania nad geometrig sfe-
ryczng Autolykosa, ktéra wykraczata poza ptaska geometrie euklidesowa.
Badania te prowadzili Teodozjusz z Bitynii oraz Menelaos z Aleksandrii.
Z dzisiejszego punktu widzenia byty to propozycje budowania geometrii nie-
euklidesowych na wzdér metody zawartej w Elementach Euklidesa. Te
wszystkie propozycje i badania byty efektem podjecia prac nad strukturg
matematyki, jej metodami dowodowymi i konstrukcyjnymi oraz (w zgodzie
z projektem platoniskim rozwijania matematyki) nad aksjomatami, postula-
tami i pojeciami, ktore przyjeto nie jako niezmienne prawdy, lecz jako hipotezy,
ktore nalezy poddac analizie (metoda hipotetyczno-dedukcyjna i analizy).

Najwazniejsze dokonania miaty miejsce w pracach czterech najwiek-
szych uczonych starozytnosci: Euklidesa, Arystarcha, Archimedesa i Apo-
loniusza. Ich dokonania byly, z jednej strony, wielkg synteza dokonan po-
przednikdéw, ale z drugiej — otwieraly nowe obszary badan.

Euklides, ktorego szczyt aktywnosci przypadat na przetom IV i Il wieku
p-n.e., dokonat wielkiej syntezy matematyki greckiej. Jego najwieksze dzieto
Elementy (w XIII ksiegach) byto obecne w kulturze praktycznie przez caty
okres dziejow i stanowito wazny sktadnik edukacji. Flementy s3 w duzej
mierze syntezg poprzednich préob aksjomatyzacji geometrii, ktdre on zebrat,
opracowal, uzupeit (podat dowody znanych wcze$niej twierdzen) i nadat
im $cistg logiczna forme. Sg tam wyniki ze szkoty pitagorejczykéw, Hipokra-
tesa z Chios, Teajteta oraz Eudoksosa. Praca rozpoczyna sie od podania defi-

7 Mimo Ze nie ma proporcji (arytmetycznej) miedzy bokiem kwadratu a jego przekatng, to
kwadraty zbudowane na tych odcinkach sg proporcjonalne. Rozpatrywanie wiec obiektéw
w wymiarze wyzszym (drugim lub trzecim) moze by¢ droga do rozwigzania istniejacych
problemoéw.
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nicji dwudziestu trzech poje¢, a nastepnie pojawia sie pie¢ postulatéw
(w tym stynny pigty postulat o réwnolegtych) i pie¢ aksjomatéw (pojec
wspo6lnych) wprowadzonych przez Eudoksosa. Warto zauwazy¢, Ze zgodnie
z zatozeniami cata tre$¢ powinna dedukcyjnie wynikac z przyjetych definicji,
postulatéow i aksjomatéw, co nie zostalo w petni w pracy zrealizowane.
Wszystkie konstrukcje geometryczne wykonywane sg jedynie przy pomocy
cyrkla i linijki, a wszelkie dowody empiryczne (na przyktad poprzez po-
miary) sg zabronione. Ten euklidesowy ideat matematyki aksjomatycznej
przez cate wieki byl poza zasiegiem analityk6éw i dopiero koniec XIX wieku
przyniost znaczace sukcesy. Oczywiscie, takie préby podejmowano w cza-
sach nowozytnych juz wczesniej, na przyktad w pracach Galileusza i Ne-
wtona, jednak nie byty to préby udane.

Poza Elementami przetrwaty jeszcze cztery prace Euklidesa: Dane, Po-
dziat figur, Zjawiska (praca z astronomii) oraz Optyka. W pracy Dane zaj-
muje sie badaniem minimalnej liczby zalozen potrzebnych do wtasciwego
okres$lenia i rozwigzania danego problemu.

Jednak cze$¢ prac Euklidesa (wydaje sie, Ze o duzym znaczeniu) zagineta.
Nalezy do nich traktat o stozkowych w pieciu ksiegach, praca o btedach (fat-
szywym wnioskowaniu) oraz O porizmatach. Pappus podaje, Ze porizmat
jest to co$ pomiedzy twierdzeniem do udowodnienia a problemem, w kt6-
rym podaje sie mozliwo$¢ i opis przeprowadzenia konstrukgcji; inna sugestia
okresla porizmat jako zwigzek miedzy wielkoSciami znanymi a nieokres$lo-
nymi czy zmiennymi, zblizony do wspétczesnego pojecia funkc;jis.

Kolejny z wielkich matematykéw trzeciego wieku, Arystarch z Samos
(ok. 310-230 p.n.e.), byt uczniem Stratona z Lampsaku, trzeciego scholarchy
Lykejonu. Witruwiusz, stynny architekt rzymski, zalicza Arystarcha do jednego
z nielicznych uczonych (obok Filolaosa, Archytasa, Apoloniusza, Archimedesa
i Eratostenesa), ktorzy posiadali wiedze o wszystkich gateziach nauki i byli
konstruktorami urzgdzen mechanicznych o matematycznych podstawach
dziatania. Podobno Arystarch wynalazt zegar stoneczny w ksztalcie potkulistej
czaszy ze wskazdwka do rzucania cienia umieszczong na $§rodku czaszy.

Arystarch stosowat matematyke teoretyczng jednak przede wszystkim
do badan astronomicznych i mozna go uzna¢ za wspottworce astronomii
matematycznej. Byt pierwszym, ktory podat geometryczny model dla hipo-
tezy heliocentrycznej?. To do niego, po wielu wiekach, nawigzywat Kopernik,
ktéry te teorie podjat i rozwinal. Podobnie jak u Kopernika podejscie Ary-

8 U.C. Merzbach, C.B. Boyer, A History of Mathematics, s. 90-108.
9 Praca, w ktdrej Arystarch przedstawia koncepcje heliocentryczna, zagineta. Wspomina
o niej Archimedes w swoim dziele O zliczaniu piasku.


https://pl.wikipedia.org/wiki/310_p.n.e.
https://pl.wikipedia.org/wiki/230_p.n.e.
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starcha podbudowane byto argumentami matematycznymi. Istotne jest to,
iz wprowadzajac teorie heliocentryczna, trzeba byto przezwyciezy¢ arysto-
telesowska koncepcje sity cigzenia (ciata ciezkie daza do $rodka Ziemi, a lek-
kie do sfery Ksiezyca) i wprowadzi¢ teorie policentryczng (Storice i inne
ciata niebieskie tez majg wtasnosci grawitacyjne, nie tylko Ziemia).

W pracy O rozmiarach i odlegtosciach Storica i KsieZyca (jedynej ocalatej)
Arystarch rozwija metody trygonometryczne, aby wyliczy¢ wzajemne odle-
glosci Stonca, Ziemi i Ksiezyca oraz rozmiary tych ciat niebieskich. Mimo ze
z powodu niedoktadnych pomiaréw astronomicznych nie podat prawidto-
wych wielkosci, to jednak sama metoda obliczania byta prawidtowa. Wyliczyt,
ze odlegto$¢ Ziemi od Storica jest okoto 20 razy wieksza niz Ziemi od Ksiezyca.

Arystarch podobno tez zauwazyl (stusznie), Ze rozmiar $Swiata jest
znacznie wiekszy niz ten, ktory zaktada model geocentryczny. Wielko$¢
Stonica czy odlegtos¢ Ziemi od Stonica sg znikome wobec wielkoS$ci $wiata, na
przyktad Arystarch odkryl, Ze pozorna Srednica katowa Storica wynosi okoto
1/720 czesci kota zodiakalnego. Archimedes w pracy O Zliczaniu piasku
wspomina, ze Arystarch twierdzit, ze Ziemia krazy po okregu wokét Stonca
wraz z innymi planetami oraz ze krazy tez wokdt wtasnej osi. Podaje réwniez
ciekawe porédwnanie Arystarcha, zgodnie z ktérym koto, po ktérego brzegu
porusza sie Ziemia, ma taka proporcje do odlegtosci gwiazd statych, jak $ro-
dek kuli do jej powierzchni(czyli promien kuli gwiazd statych jest nieskon-
czenie duzy w poréwnaniu z orbitg Ziemi). Poréwnanie to sugeruje wtasci-
wie ,nieporéwnywalnos¢” tych dwaéch wielkosci. Z catg pewno$ciag mozemy
zatozy¢, ze wg koncepcji Arystarcha (a wiec przyjmujac, ze Stonce i gwiazdy
state sg nieruchome) wszechswiat heliocentryczny jest wielokrotnie wiek-
szy od wszech$wiata geocentrycznego. To zatozenie byto konieczne, aby wy-
jasni¢ brak obserwowalnego efektu paralaksy (w przypadku ruchu Ziemi
wokot Storica widok gwiazdozbioré6w powinien ulega¢ zmianie). Seleukos
z Seleucji (II wiek p.n.e.) popart hipoteze heliocentryczng pewnymi empi-
rycznymi dowodami (podobno przy pomocy obserwacji cyklicznosci pty-
woéw morskich)10. W starozytnosci jednak ta hipoteza zostala odrzucona
z powodu niezgodno$ci z obserwacjami oraz pod wptywem autorytetu Ary-
stotelesa, Hipparcha i Ptolemeusza, ktérzy nie byli zwolennikami tego mo-
delu $wiata. Sytuacja nie zmienita sie pod tym wzgledem zbytnio osiemna-
$cie wiekdéw po6Zniej, gdy Kopernik podjat idee heliocentryzmu. Gtéwnym ar-
gumentem Kopernika byta prostota matematyczna systemu heliocentrycz-
nego, natomiast na empiryczne potwierdzenie trzeba byto czeka¢ jeszcze ko-

10 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 332-338.
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lejne kilka wiekow!l, Byto to wtasnie stwierdzenie istnienia efektu para-
laksy, co wymagato znacznego rozwoju doktadno$ci pomiarowych?2.

Dokonania Archimedesa (287-212 p.n.e.) przekraczajg ramy czaséw,
w ktorych zyt. Uznaje sie go za najwiekszego matematyka w dziejach. Byt nie
tylko matematykiem, ale tez konstruktorem i wynalazcg. Skonstruowat glo-
bus i planetarium z hydraulicznym napedem, ale tez wiele innych maszyn
i urzadzen, m.in. zegary wodny, katapulty, przenosniki $limakowe (kon-
strukcja odpowiedniej $ruby oparta o krzywa zwana $limacznicg), koto-
wrotki, zwierciadta paraboliczne. Byt tez tworca statyki i hydrostatyki. Po-
nadto opracowat metode badan matematycznych, ktérg mozna traktowaé
jako konkurencyjny, wobec platonskiego i pitagorejskiego, program badaw-
czy. Przez cate swoje zycie byt zwigzany z Syrakuzami, chociaz wyksztatce-
nie zdobyt w Aleksandrii.

Euklides i jego Elementymialy ogromne szczescie. Nie tylko przetrwaty
do naszych czaséw, byly tez przechowywane, czytane i komentowane
w wielu miejscach i trwaty w nieprzerwany sposoéb, oddziatujgc na kulture
i rozwo6j nauki. Prace matematyczne starozytnych w ogromnej wiekszosci
nie przetrwaty okresu upadku cywilizacji hellenistycznej. Réwniez w przy-
padku Archimedesa, najwiekszego matematyka czaséw starozytnych, nie
mamy ciggtos$ci ich wystepowania w kulturze. Byty okresy, w ktorych nie
byly znane zadne jego prace. Znany komentator dziet starozytnych, Euto-
cjusz, znat tylko trzy prace Archimedesa: O rownowadze ptaszczyzn, Pomiar
okreguoraz O kuli i walcu. Jedna z wazniejszych prac Metodabyta nieznana
przez cate wieki az do roku 1906, gdy zostata przypadkowo odkryta.

Metoda Archimedesa pokazuje, w jaki spos6b dokonywat on swoich od-
kry¢ matematycznych. W innych jego pracach znajduja sie tylko ,suche” wy-
niki, wraz z rygorystycznymi dowodami twierdzen. Archimedes opisuje
swoje ,mechaniczne” badania, eksperymenty, ktdre doprowadzity go do
twierdzen i wzoréw matematycznych. W tej metodzie zaktadal, niezgodnie
z przyjeta konwencjg matematyczng, ze dany obszar mozemy traktowaé
jako ograniczony suma odcinkéw (a nie linig zakrzywiong w sposob ciagty).

W pracy Archimedesa znajduje sie kilkanascie twierdzen wystanych
w liscie do Eratostenesa. Autor zauwaza, ze bardzo pomocne w opracowaniu

11 Thomas J. Henderson, dokonujgc w latach 1832-1833 obserwacji gwiazdy Alfa Centauri,
zaobserwowat efekt paralaksy. Nastepnie na przyktadzie obserwacji innych gwiazd pod
koniec lat 30. XIX wieku dokonali potwierdzenia tego efektu Wilhelm Struve (gwiazda
Wega) i Friedrich Bessel (gwiazda 61 Cygni). Wyrazny wzrost mozliwo$ci obserwacyjnych
data technika fotografii oraz misje satelitarne.

12 Por. T. Heath, 4 History of Greek Mathematics, vol. 11, New York 1981, s. 23-60.
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dowodu jakiego$ twierdzenia jest posiadanie najpierw wiedzy o tym, jak ten
dowdd dziata. Przytacza jako przyktad dowo6d Eudoksosa na temat oblicza-
nia objetosci stozka i ostrostupa, tatwiejszy do wykonania dzieki wczesniej-
szym stwierdzeniom Demokryta (podanym bez $cistego dowodu). Nastep-
nie Archimedes przyznaje, ze ,mechaniczne” podejscie pozwolito mu opra-
cowac wiele dowodéw matematycznych. W ten sposéb znalazt wzér na pole
odcinka paraboli. Ten wzdr odkryt poprzez wywazenie linii w ten sposob,
jak sie mechanicznie wywaza wage. Do wzoru na pole odcinka paraboli do-
szedl w ten sposob, ze zauwazyl, iz odcinek paraboli ABCi tréjkat AFC (CF
jest styczng do paraboli w punkcie  a odcinek AFjest rownolegty do Sred-
nicy paraboli BQ) sie réwnowazg. Zaktadamy, Ze tak odcinek paraboli, jak
i trojkat zbudowane s3 z odcinkéw réwnolegtych do @B (odpowiednio OP
i OM). Przez punkty Ci B poprowadzmy prosta. Przetnie ona odcinek AF
w punkcie K. Zaznaczmy na tej prostej punkt 4, taki, aby CK = KH.]JeSli prze-
niesiemy odcinek OPdo punktu A, to zrownowazy on odcinek OM (Srodkiem
ciezkosci jest punkt K). Stad wynika, Ze réwniez caty odcinek paraboli ABC
(przeniesiony ,po kawatku” do punktu ) zrownowazy trojkat AFC, jesli caty
jego ciezar umie$cimy w jego Srodku ciezkos$ci (a znajduje sie on na prostej
CK, w odlegtosci % od punku K). Stad wynika, z prawa dzwigni, Ze pole od-
cinka paraboli ABCrowna sie jednej trzeciej pola tréjkata AFC'3.

W oparciu o aksjomat Eudoksosa Archimedes formutuje i dowodzi lemat,
ktéry staje sie waznym narzedziem w dowodzeniu twierdzen (geometrycz-
nych) juz w sposéb Scisty, zgodnie z przyjeta konwencja matematycznego
dowodzenia.

Lemat Archimedesa. Jesli pole figury Fjest mniejsze od pola kota K to
istnieje taki wielokat Wwpisany w to koto, ze pole tego wielokata jest wiek-
sze od pola figury F. Analogicznie, je$li pole Fjest wieksze od pola pewnego
kota K; to istnieje rowniez pewien wielokat Wtaki, Ze jego pole jest mniejsze
od pola figury £

W pracy O wymierzeniu kofa Archimedes zauwaza, Ze pole kota Kjest
réwne polu trojkata o podstawie rownej obwodowi tego kota Ci o wysokosci
réwnej promieniowi. Wystarczy zatozy¢ (stosujac metode Demokryta), ze
koto jest zbudowane z nieskonczenie wielu tréjkatéw réwnoramiennych
o wspolnym wierzchotku w $rodku kota, o wysokosciach réwnych promie-
niowi, ktérych podstawy leza na obwodzie. Oznacza to, ze K = %rC. Ten

fakt mozna udowodni¢ formalnie, w oparciu o powyzszy lemat, co Archime-
des czyni.

13 U.C. Merzbach, C. B. Boyer, A History of Mathematics, s. 122-126.
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G . kK _C o -
Z tego wzoru wynika, ze = = 5 awiec, ze stosunek dtugosci okregu do

jego Srednicy jest taki sam, jak stosunek pola kota do pola kwadratu zbudo-
wanego na promieniu danego kota. Ten wspolny stosunek zostat duzo p6z-
niej oznaczony literka m (pochodzi ona od pierwszej litery greckiego stowa
meplueTpov - perimetron, oznaczajgcego obwod).

Jest to jedno z najwazniejszych twierdzen odKkrytych przez Archimedesa.
Stosunek m wykorzystywat Archimedes do wykonania wielu obliczen geo-
metrycznych oraz w ramach mechaniki, miedzy innymi policzyt pole odcinka
paraboli, objeto$¢ walca, stozka i kuli. Zauwazmy jednak, Ze stosunek obje-
tosci kuli do szeScianu jej promienia nie wynosi m, lecz %n (co obliczyt Archi-
medes). Otrzymujemy wiec zmieniajacy sie stosunek podobienstwa (zmniej-
sza sie on, gdy zwiekszamy wymiar). [ tak, gdy do ustalenia stosunku podo-
bienstwa wezmiemy $rednice di odpowiednio dtugo$¢ okregu O, pole kota P

Cole . . . ., .0 P _1

i objetos¢ kuli V, to dostajemy nastepujace zaleznosci: S=M =T
v 1 . . .

oraz —z = —Tr. Wszedzie jednak wystepuje stosunek 7 (nie uznawany wtedy

za liczbe ani nawet za wielko$¢) stuzacy do ustalenia odpowiedniej proporcjil+.

Ostatnim z wielkiej czwo6rki matematykéw hellenistycznych jest Apolo-
niusz z Perge (Pamfilia w Azji Mniejszej, ok. 260-190 p.n.e.), ktory ksztatcit
sie w Aleksandrii i tam tez przez wiekszo$¢ swojego Zycia nauczal. Przez
krotki czas przebywat tez w Pergamonie, gdzie znajdowata sie druga co do
wielkosci i znaczenia, po aleksandryjskiej, biblioteka.

Jest tworca teorii stozkowych oraz prekursorem geometrii analitycznej,
rozwinietej w czasach nowozytnych przez Fermata i Kartezjusza. Najstyn-
niejszg jego pracy jest traktat Stozkowe. Opisat wlasciwosci krzywych stoz-
kowych, a wiec krzywych otrzymanych jako przekroje stozka (okrag, elipsa,
hiperbola i parabola), i pokazat ich wspdlng podstawe, nature. Byt to wazny
krok w kierunku odej$cia od uznawania jedynie okregu jako krzywej dosko-
natej, poniewaz te sama ,nature” miaty tez inne krzywe. W dalszej perspek-
tywie nic nie stato na przeszkodzie, aby je réwniez (a nie tylko ruchy po
okregach) wykorzystywaé do opisu ruchu ciat niebieskich i innych ruchdéw.

Wiele jego dziet zagineto, mamy jednak tytuty niektorych z nich, czasem
z krétkim opisem zawartoSci. Znany jest opis sze$ciu prac Apoloniusza wraz
z zaginionymi traktatami Euklidesa sporzadzony przez Pappusa z Aleksan-
drii, nazwanymi przez niego ,Skarbami Analizy”. Pappus opisuje te prace
jako korpus metod i technik, ktére pozwalajg rozwigzywac zagadnienia do-

14 Por. T.L. Heath, A History of Greek Mathematics, t. 2, s. 50-56; A. Aaboe, Matematyka
w staroZytnosci, ttum. R. Ramer, PWN, Warszawa 1968.
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tyczace krzywych. Interesujaca jest tez inna, nieznana w Europie az do po-
czatku XVIII wieku, praca O odcinaniu stosunku, ktoéra zajmuje sie zagadnie-
niem rozwigzywania réwnan kwadratowych przy pomocy wyznaczania pro-
porcji geometrycznych. Te informacje zawarte sg w pracy Pappusa Zbior
(Synagoge). W przypadku Apoloniusza, jak i innych Grekéw, nie pojawia sie
ogolna idea uktadu wspotrzednych, jest on dobierany jednak w przypadku
danej krzywej na potrzeby badanego zagadnienia. Grecy uprawiali ponadto
algebre geometryczng, a wiec rozpatrywane rownania rozwigzywali meto-
dami geometrycznymi, a rownania byly okreSlone przez odpowiednie
krzywe. Waznym elementem dowodzenia byto pokazanie, ze dane krzywe
sg przekrojami pewnych bryt, albo Ze mozna je otrzymac¢ przy pomocy od-
powiednich konstrukcji (sam opis algebraiczny nie wystarczyt). Zasadni-
czym ograniczeniem byto mata liczba krzywych (gtéwnie kombinacja ru-
chéw po okregu) i brak rozwinietej algebry.

W pracach Apoloniusza pojawia sie wiele zagadnien, ktérych rozwigza-
nie wymagato nowych ogdlnych metod i poje¢. Miedzy innymi w pracy O od-
cinaniu stosunku postawiony jest nastepujacy problem: majac dwie linie
proste i po jednym punkcie na kazdej z nich, poprowadzi¢ przez trzeci punkt
taka prosta, ktéra odcina na tych danych prostych odcinki o z géry ustalo-
nym stosunku.

Interesujacy jest traktat Apoloniusza O okreslonym przekroju, ktory
moze by¢ uznany za prace z geometrii analitycznej jednowymiarowe;j.
Przedstawiona jest tam algebraiczna analiza réznych zagadnien w formie
geometrycznej. Przyktadowo, dla dowolnych czterech punktéow 4, B, Ci D
znajdujemy na tej prostej taki punkt £, aby zachodzit ustalony stosunek mie-
dzy polami prostokatéw, zbudowanych odpowiednio na odcinkach APi CP
oraz BPi DP. Apoloniusz pokazuje, ze ten problem redukuje sie do rozwia-
zania odpowiedniego réwnania kwadratowego1.

Waga dokonan naukowych tych czterech matematykéw jest tak wielka,
ze mozna méwic o przetomie w naukach rozpoczynajacym sie wraz z ich od-
kryciami. Po nich pojawita sie w kolejnych wiekach pewna liczba znaczacych
matematykow, ktérzy kontynuowali ich badania, a byli to, miedzy innymi:
Nikomed, Diokles, Perseus, Zenodoros, Hypsikles, Dionysodorus, Geminus?s,
Istnieje bardzo mato informacji na temat ich osiggniec. Przetrwaty tylko nie-
liczne fragmenty, a informacje dostepne s3a z komentarzy Pappusa i Eutocju-

15 U.C. Merzbach, C.B. Boyer, 4 History of Mathematics, s. 128-9.

16 Por. T. Heath, History of Greek Mathematics, vol. 11, s. 197-234. W tej czeSci swojej pracy
Heath doktadnie opisuje dokonania tych matematykéw. Czesciowo korzystam z tych in-
formacji.
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sza. Z tych fragmentéw wida¢, ze matematyka byta dalej uprawiana na dos¢
wysokim poziomie. Z catg pewnos$cig ci matematycy rozumieli odkryte
wcze$niej metody i umieli je stosowac. Przyktadowo zobaczmy kilka charak-
terystycznych dla tego okresu wynikow.

Jedna z wazniejszych postaci byt Hypsikles (okoto 190 -120 p.n.e.), ktéry
kontynuowat badania Apoloniusza, ale réwniez Euklidesa i Archimedesa.
Podejmuje badania Apoloniusza nad brytami platonskimi. Zauwaza, ze sto-
sunek powierzchni dwunasto$cianu do dwudziestoscianu foremnego wpisa-
nych w te sama kule jest taki sam, jak stosunek objetosci tych bryt, i wynosi

ﬁ. S to wiec dalsze badania w ramach teorii stosunkéw i rozszerze-
nie jej obszaru zastosowan. Bada tez rézne wtasnosc¢ liczb wielokatnych oraz
postepdw arytmetycznych. Interesujgce jest to, iz jedna z jego prac uzna-
wana byta przez dtuzszy czas za kolejna, X1V, ksiege Elementow i przypisy-
wana Euklidesowi.

Ciagle w centrum zainteresowan tego okresu byly problemy starozyt-
nych, a proby ich rozwigzania prowadzilty do konstrukcji kolejnych krzy-
wych. Badania nad krzywymi miaty podwoéjne znaczenie. Z jednej strony da-
waty nowe mozliwosci wykonywania konstrukcji geometrycznych (w spo-
séb elementarny, ale niekoniecznie jedynie przy pomocy cyrkla i linijki),
a z drugiej - skonstruowane krzywe pozwalaty na wykonywanie réznych
urzgdzen mechanicznych, w ktérych wiasnosci tych krzywych znajdowaty
praktyczne zastosowanie.

Nikomedes (280-210 p.n.e.) skonstruowat krzywa, zwang konchoida,
przy pomocy ktorej zrealizowat trysekcje kata i podwojenie sze$cianu. Euto-
cjusz pisze, iz Nikomedes byt niezwykle dumny ze swoich konstrukcji, uwa-
zal, ze spelniaja rygory Scistosci czystej geometrii, natomiast krytykowat
mechaniczne urzadzenie Eratostenesa (mezolabium) - stuzace do otrzymy-
wania odpowiednich $rednich wykorzystywanych przy konstrukcji podwa-
jania sze$cianu - jako niezgodne z duchem geometrii. Natomiast Diokles (ok.
250-180 p.n.e.) skonstruowat znéw krzywg, zwang cysoidg, dzieki ktorej
rozwigzat problem podwojenia sze$cianu. Udowodnit tez, Ze promienie od-
bite od powierzchni zwierciadta parabolicznego skupiajg sie w jej ognisku.
Odpowiednio ustawiajac wiec zwierciadto, mozna wywota¢ pozar w miejscu
ogniska, poprzez odbite od zwierciadta promienie Stornica. Byto to kontynuo-
wanie badan w ramach teorii stozkowych Apoloniusza i pokazywania prak-
tycznego zastosowania tej teorii.

Bardzo ciekawg postacia jest Geminius (I wiek p.n.e.), ktéry poza pra-
cami z zakresu astronomii jest autorem obszernej pracy Teoria matematyki.
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Praca ta nie przetrwata, jednak byta komentowana przez Proklosa i Eutocju-
sza, takze perskiego matematyka o imieniu Al-Nayziri (Naziriusz, 865-922)
i wielu innych. Praca stanowita wazng refleksje nad matematyka i jej pod-
stawami (badata aksjomaty i postulaty geometrii). Geminius podzielit mate-
matyke na czystg (umystowa) i stosowang (obserwowalng), przy czym do
matematyki czystej zaliczyt geometrie i arytmetyke, natomiast do stosowa-
nej - mechanike, optyke, astronomie, geodezje, harmonie muzyczng i logi-
styke. Wobec licznych atakéw na warto$¢ matematyki ze strony sceptykow
podjat sie jej obrony. Pokazywat logiczng strukture matematyki opartg na
fundamencie pierwszych zasad i uzasadnial prawomocnos¢é matematycz-
nych dowodéw. Analizowat osobno definicje, aksjomaty i postulaty oraz po-
kazywat réznice miedzy nimi. Interesujgce jest analizowanie definicji réz-
nych poje¢ matematycznych w ujeciu historycznym (u réznych autoréw).
Geminus poswiecit wiele uwagi rozréznieniu miedzy postulatami a aksjoma-
tami, podajac poglady wczesniejszych filozofow i matematykéw (Arystote-
lesa, Archimedesa, Euklidesa, Apoloniusza, stoikdw) na ten temat. Zauwazyt,
ze btedem sa proby udowodnienia aksjomatoéw, ktére nie sg mozliwe do
udowodnienia ze swojej natury, jak rowniez przyjmowanie za pewnik nie-
ktérych postulatéw, ktére wymagajg uzupeinienia, wyjasnienia lub nawet
dowodu (czwarty postulat Euklidesa o rownosci katéw prostych i pigty
o réwnolegtych). Wedtug niego, matematycy nauczyli nas, aby nie polegaé
zbytnio na naszej wyobrazni, lecz aby odwota¢ sie do rozumowania w opar-
ciu o metode naukowa. Wiele rzeczy nieprawdopodobnych i paradoksalnych
okazuje sie mozliwe przy doktadniejszym zbadaniu. Przyktadowo wydaje sie
niemozliwe, aby dwie linie zblizaty sie do siebie w nieskonczonos$¢, a nigdy
sie nie przeciety, jednak przyktad hiperboliijej asymptoty ukazuje taka moz-
liwo$¢. Podobnie musimy uwazac z oczywistoscig postulatu o réwnolegtych.

And, though the controversial arguments against the meeting of the straight lines
should contain much that is surprising, is there not all the more reason why we
should expel from our body of doctrine this merely plausible and unreasoned (hy-
pothesis)? It is clear from this that we must seek a proof of the present theorem, and
that it is alien to the special character of postulates?’.

Najwieksze osiggniecia matematyki rozwijanej w pierwszym okresie po
[1I wieku p.n.e. dotycza astronomii, stereometrii (a doktadniej — geometrii
sferycznej, potrzebnej w badaniach astronomicznych) oraz mechaniki (i in-
nych dyscyplin z nig zwigzanych). Byly to badania w duzej mierze teore-
tyczne, nawigzujace do rygorow $cistosci geometrii, ale coraz wieksze zna-

17 Ibidem, s. 228.
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czenie zaczety odgrywacé zastosowania techniczne (mozna moéwic tez o po-
wstaniu w tym okresie techniki naukowej, jako nauki zbudowanej na pod-
stawach matematycznych). Powstanie mechaniki jako dyscypliny naukowej
oraz przyktady badan nad zastosowaniami technicznymi matematyki omo-
wie osobno w kolejnym rozdziale (ze wzgledu na ich wage).

Przez cate wieki astronomia byta kr6lowa nauk matematycznych i juz od
czaséw sumeryjsko-babilonskich i egipskich inspirowata rozwéj innych ob-
szarOw matematyki. Starozytny okres rozwoju astronomii konczy sie wiel-
kim systemem astronomicznym Ptolemeusza z II wieku n.e. Na poczatku
wieku Il n.e. Menelaos formutuje teorie geometrii sferycznej, bedacej podsu-
mowaniem kilku wiekdw prac, w dziele Sphaerica. Miata ona nie tylko zna-
czenie dla zbudowania astronomii teoretycznej, ale r6wniez wptyneta na ba-
danie podstaw geometrii i w czasach nowozytnych byta impulsem dla skon-
struowania geometrii nieeuklidesowych.

Jednym z najwiekszych astronoméw, poprzednikiem Ptolemeusza
w konstrukcji teoretycznej astronomii, byt Hipparch z Nikei (ok. 190-120
p.n.e.). Przede wszystkim podat metode obliczania sferycznych trojkatow.
Opracowat jako pierwszy tablice cieciw (tablice trygonometryczne), przez
co mozna go uznac za tworce trygonometrii, a ponadto pokazat zwigzek mie-
dzy astronomig teoretyczng a astronomia praktyczng, predykcyjng. To on
sporzadzit katalog gwiazd statych, bo chciat, aby kolejne pokolenia mogty
potwierdzi¢ przewidywane przez niego przesuniecia gwiazd (taki efekt za-
obserwowat dopiero Halley w 1718 roku, czyli dwa tysiace lat pdzniej,
w oparciu o tablice Hipparcha). Odrzucat tez istnienie sfery materialnej, na
ktérej gwiazdy miatyby by¢ osadzone. Przesuniecia gwiazd statych jako ca-
tosci Swiadczyloby raczej o ruchu Ziemi, a to oznacza, ze Hipparch takg moz-
liwo$¢ przyjmowat. Mimo wielko$ci naukowej Hipparcha nie ma prawie zad-
nych informaciji o jego Zyciu, a z licznych prac przetrwat tylko Komentarz do
JZjawisk” Aratosa i Eudoksosa oraz sporzadzony przez niego katalog
gwiazd18,

Wazna postacig w ciggu badan nad geometrig sferyczng byt Teodozjusz
z Bitynii (ok. 160-90 p.n.e.). Napisat dzieto Sferyw trzech ksiegach oraz ko-
mentarz do Metody Archimedesa (ktore pézniej zaginety). Praca Sferyw za-
mierzeniu miata by¢ uzupeiieniem FElementéow Euklidesa o twierdzenia
zwigzane z geometrig sferyczna (adaptacje ksiege 11l Elementow do potrzeb
tej geometrii) i niezbednym narzedziem do badan astronomicznych. Prze-

18 G.]. Toomer, Biography in Dictionary of Scientific Biography, New York, 1970-1990;
T. Heath, History of Greek Mathematics, vol. 11, s. 253-260.
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trwaty jeszcze jego dwie prace: Domostwa oraz Dni i noce, w ktérych bada
i opisuje réznice w obserwowanych zjawiskach astronomicznych w zalezno-
$ci od potozenia geograficznego oraz zjawisko rownonocy i zmiane dtugosci
dnia i nocy w ciagu roku. Podobno skonstruowat uniwersalny zegar sto-
neczny (wedtug Witruwiusza), ktéry mozna byto uzywac¢ w réznych regio-
nach Ziemi?®.

Ukoronowaniem prac nad geometrig sferyczng sg badania Menelaosa
z Aleksandrii (ok. 70-130). Przede wszystkim zbudowat geometrie sfe-
ryczna na wzdr geometrii euklidesowej (ptaskiej), stosujac odpowiednie ry-
gory $cistosci i pokazat jej zastosowanie w astronomii. Napisat wiele prac,
ale zachowata sie tylko Sphaerica, w ktorej badat trojkaty sferyczne (pierw-
szy podatich definicje, sa to tréjkaty na powierzchni sfery wyznaczone przez
kota wielkie) i ich wykorzystanie w astronomii. Uzycie tukéw wielkich spra-
wia, Ze mozna traktowac trojkaty sferyczne w wielu przypadkach analogicz-
nie do tréjkatow ptaskich. Jest to punkt zwrotny w geometrii sferycznej.
Wiele dowodoéw dla geometrii ptaskiej ,przechodzi” dla geometrii sferycz-
nej, jednak Menelaos stara sie unika¢ dowodéw nie wprost, ktérych, wedtug
niego, jest u Euklidesa za duzo. Formutuje wazne twierdzenie geometrii sfe-
rycznejije dowodzi (twierdzenie Menelaosa). Twierdzenie w wersji ptaskiej
brzmi: jesli prosta przecina trzy boki tréjkata (jeden z bokéw jest przedtu-
zony poza wierzchotki trojkata), to iloczyn trzech nieprzylegajacych w ten
sposob utworzonych odcinkéw jest réwny iloczynowi trzech pozostatych
odcinkoéw linii tréjkata. Niestety, inne dzieta (wspominajg o nich arabscy au-
torzy) nie przetrwaly ani w greckim oryginale, ani w arabskim ttumaczeniu.
Napisat podobno: Ksiege o twierdzeniach sterycznych, Trzy ksiegi na temat
~Elementow geometrii” oraz. Ksiege o tréjkacie?’.

Jednym z najbardziej wszechstronnych matematykéw starozytnosci byt
Klaudiusz Ptolemeusz (ok. 100-168 n.e.). Zajmowat sie przede wszystkim
astronomia, ale tez geografig i optyka. Swoje gtéwne dzieto, znane pod na-
zwa Almagest (najwiekszy), zatytulowat Mathematike Syntaxis, co ozna-
czato, Ze byta to praca z astronomii teoretycznej (wykorzystanie ogélnych
struktur matematycznych do opisu systemu $wiata). Dzieto jest syntezg po-
przednikéw (poczynajac od Eudoksosa i Hipparcha), tak w zakresie astro-
nomii, jak i trygonometrii, z niezbednymi uzupeinieniami i poprawkami sa-
mego Ptolemeusza. Model geocentryczny stworzony przez Ptolemeusza
obowiazywat az do czaséw nowozytnych, gdy zastapit go prostszy model he-

19 T. Heath, History of Greek Mathematics, vol. 11, s. 245-246.
20 Jbidem, s. 260-273.
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liocentryczny (réwniez opisany geometrycznie) Kopernika. Dopiero w XIX
wieku teoria Kopernika uzyskata lepsze potwierdzenie obserwacyjne od
teorii Ptolemeusza (potwierdzenie paralaksy heliocentrycznej zwigzanej
z ruchem Ziemi wokot Stonca)?1.

W ostatnim okresie matematyki aleksandryjskiej kontynuowany byt pi-
tagorejski nurt matematyki. Byta to czysta teoria liczb, ktérej mistyczna in-
terpretacja znalazta zainteresowanie w oKkresie renesansu. W duzej mierze
inspirowane badaniami algebry geometrycznej pojawily sie tez nowe zagad-
nienia i obszary badawcze: poczatki algebry jako samodzielnej dyscypliny
badawczej, metody przyblizone, badanie metod dowodzenia stosowanych
w matematyce, pierwsze idee geometrii rzutowe;j.

Matematyka pitagorejska rozwijana byta przez Nikomacha z Gerazy
(IT wiek n.e.). Warto zauwazy¢, ze czysta teoria liczb, ktéra sie zajmowat, nie
byta w czasach hellenistycznych szerzej rozwijana i dopiero czasy nowo-
zytne (od czaso6w Eulera) przyniosty ponowne nig zainteresowanie
i ogromny rozwdj. Najbardziej znane jest jego Wprowadzenie do arytmetyki
(zachowat sie jeszcze Podrecznik harmonii), ktére miato duze znaczenie dla
rozwoju p6zniejszych koncepcji neoplatonskich. Nie s3 to jednak prace zaa-
wansowane matematycznie i §wiadcza juz o upadku wiedzy matematyczne;.
Przywotuje pitagorejska teorie liczb parzystych i nieparzystych, odkryte
wcze$niej wiasnosci liczbowe (np. opis sita Eratostenesa znajdowania liczb
pierwszych), obszerne fragmenty o obliczaniu $rednich. Ciekawym wyni-
kiem jest wzor pokazujacy, ze odpowiednie sumy kolejnych liczb nieparzys-
tych sa sze$cianami liczb catkowitych: 3 +5=23,7+9+ 11 = 33,
13 + 15+ 17 + 19 = 43, ... Jest to wynik analogiczny do twierdzenia méwig-
cego, ze suma kolejnych liczb nieparzystych jest kwadratem ilo$ci wystepu-
jacych w tej sumie liczb: 1+ 3 4+ 5 + -+ + (2n + 1) = n?. Otrzymamy wzdr
nastepujgcy: 13+23+33+-4+n3=(1+2+3+--+n)? gdy pota-
czymy te poprzednie?2,

Kolejnym ze znaczacych matematykdw konca okresu hellenistycznego
byt Diofantos z Aleksandrii (ok. 200-284), uznawany za ojca algebry.
Znane jest jego dzieto Arytmetyka, zawierajace rozwigzania rownan alge-
braicznych (pierwszego i drugiego stopnia) oraz wyniki z teorii liczb. Dio-
fantos, jaki inny Grecy, nie wychodzit poza liczby naturalne, dlatego tez tylko
takich naturalnych rozwigzan poszukiwat (réwnania diofantyczne). Przyj-
muje sie, ze praca zawierata 13 ksiag, z ktorych ocalato tylko szesé. Jest

21 Jbidem, s. 273-297.
22 C.B. Boyer, U.C. Merzabach, A History of Mathematics, s. 201-203.
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w nich 130 zadan, w tym okreslone z jednym rozwigzaniem i nieokreslone.
Réwnania, ktére nie dawaly rozwigzan w liczbach naturalnych, uwazat za
bezuzyteczne, a ewentualne rozwigzania - za absurdalne. W pracy Diofan-
tosa brak jest rozbudowanej symboliki algebraicznej. Wystepuja jedynie
skroty dla wielkosci niewiadomych i ich poteg oraz dla réwnosci. Byt to
istotny krok w kierunku symboliki algebraicznej. Wiekszo$¢ operacji i réw-
nan opisywat jednak stowami. Na dzieto Diofantosa zwrdcit uwage w Euro-
pie dopiero Regiomontanus w 1463 roku. Duzo wcze$niej Arytmetykaznana
byta w krajach muzutmanskich i ttumaczona na jezyk arabski. Jak wiadomao,
algebra stata sie gtéwna dziedzing badan u Arabdw przez cate Sredniowiecze
i to oni wlasnie podjeli dzieto Diofantosa?s.

W konicowym okresie matematyki greckiej dalej analizowane byty pro-
blemy starozytnych i podawane kolejne propozycje rozwigzan. Znaczacym
przyktadem jest Sporus z Nicei (ok. 240-300), ktéry zajmowat sie kwadra-
turg kota i podwojeniem szes$cianu, a przede wszystkim poddawat krytycz-
nej analizie inne tego typu konstrukcje. Wiemy o nim jedynie z pism Pappusa
(najprawdopodobniej byt uczniem Sporusa) i Eutocjusza. Jego rozwigzanie
problemu podwojenia sze$cianu szto tropem Dioklesa, jednak unikat wyko-
rzystania krzywej cysoidy, chcac zachowa¢ maksymalng prostote konstruk-
cji. Stosowat tez przy obliczeniach metode przyblizen, co mozna uznac za
wczesne proby catkowania. Zauwazyt stusznie, ze metoda Hippiasza kwa-
dratury kota za pomoca kwadratrysy zawiera btedne koto. Do konstrukcji
kwadratrysy trzeba zna¢ bowiem stosunek promienia okregu do jego ob-
wodu, a konstrukcja tego stosunku jest réwnowazna kwadraturze kotaz4.

Prace Sporusa wywarty bardzo duzy wptyw na Pappusa z Aleksandrii
(ok. 290-350), ktéry zamyka historie wielkich twérczych matematykow
greckich. Gléwnym jego dzietem jest Synagoge (Matematyczna kolekcja) na-
pisana w o$miu ksiegach. Ksiega I nie przetrwata, a byta poswiecona aryt-
metyce, natomiast w ksiedze Il opisana jest metoda Apoloniusza operowania
duzymi liczbami przy pomocy potegowania (kolejne potegi miriady -
10000). Ksiega III poswiecona jest konstrukcjom réznych srednich oraz opi-
som paradokséw geometrycznych. Znow w ksiedze IV mamy opis krzywych
np. spirali Archimedesa, kwadtratrysy Hippiasza, ich wtasciwosci i mozliwo-
$ci rozwigzywania probleméw geometrycznych przy ich pomocy. Pappus za-
uwaza, ze do wykonywania pewnych konstrukcji nie wystarcza klasyczne
okregi i linie proste czy nawet stozkowe, lecz potrzebne sg krzywe powsta-

23 Ibidem, s. 203-206.
24 M.E. Szabo, Sporus, [w:] Dictionary of Scientific Biography, New York 1970-1990.
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jace z nieregularnych powierzchni i ze ztozonych ruchéw. Proponuje geome-
tryczne konstrukcje, w ktérych wykonuje dodatkowe manipulacje linijka,
aby znalez¢ istotne dla dalszych konstrukcji neusis?s. W neusis chodzi
o umiejetne (nieznaczne, z wyczuciem) zwiekszenie narzedzi konstrukcyj-
nych, aby otrzymac rozwiazanie problemdw geometrycznych. Wprowadza-
jac przyktadowo linijke z zaznaczonymi punktami, mozna byto zrealizowac
podwojenie sze$cianu. Czasami trzeba byto przyja¢ dodatkowa linie, punkt,
czasem wprowadzi¢ ruch, a czasem poda¢ warunki analityczne (np. odle-
gtos¢ od ustalonych punktéw prostych czy proporcje tych odlegtosci). Tego
typu konstrukcje stosowali, przyktadowo, Archimedes, Apoloniusz, Heron,
Nikomed i matematycy arabscy?6. Apoloniusz sklasyfikowat ptaskie i prze-
strzenne ,problemy neusis” pod katem linii potrzebnych do rozwigzania
problemdéw geometrycznych. Starat sie zminimalizowac liczbe potrzebnych
do konstrukcji warunkéw. Zmierzat do podania ogélnych warunkéw dla ca-
tej geometrii i mozliwych konstrukc;ji2?.

W ksiedze V dostrzega ,wiedze” pszcz6t na temat najbardziej ekonomicz-
nego ksztattu budowanych przez nich plastrow. Pszczoty wiedzg, Ze szeScio-
kat, przy tej samej ilo$ci materiatu, pomiesci wiecej miodu niz kwadrat czy
trojkat. Pappus dostrzega ogélniejsza zasade, a mianowicie, Ze ze wszystkich
réwnobocznych figur ptaskich majacych réwny obwad ta, ktéra ma wieksza
liczbe katéw, jest zawsze wieksza, a najwiekszg z nich jest okrag o rownym
obwodzie. Réwniez w ksiedze V Pappus omawia trzynascie pétregularnych
bryt odkrytych przez Archimedesa. Poréwnuje obszary figur o réwnych ob-
wodach czy powierzchniach i udowadnia, ze kula ma wieksza objeto$¢ niz
jakakolwiek regularna bryta o tej samej powierzchni. Udowadnia réwniez
zwigzany z tym wynik, ze dla dwoch regularnych bryt o tej samej po-
wierzchni ta z wiekszg liczbg $cian ma wiekszg objetos¢.

Ksiegi VI i VII sg wazne gltéwnie z tego powodu, ze omawia w nich po-
glady kilku znaczacych matematykdéw, w tym Arystarcha, Euklidesa, Apolo-
niusza i Eratostenesa oraz Autolikosa, Teodozjusza i Aristajosa (jest to tzw.
Mafta astronomiaw odroznieniu od WielkiejPtolemeusza).

Bardzo interesujacy jest tzw. Skarbiec analizy (V11 ksiega), a wiec zbiér
idei, ktére mozna wykorzystac¢ do rozwigzywania problemdéw geometrycz-
nych. Sg to idee Euklidesa, Apoloniusza i Aristajosa, ktore opierajg sie na me-
todzie analizy i syntezy. W analizie przyjmujemy, Ze mamy to, czego poszu-

25 Pappus of Alexandria: Book 4 of the Collection. Sources and Studies in the History of Math-
ematics and Physical Sciences, red. H. Fefrin-Weis, Springer, London 2010, s. XVIL

26 [bidem, s. XX-XXI.

27 Ibidem, s. 145.
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kujemy, aby to wykonaé¢, i potem badamy, z czego to, co otrzymali$my, sie
wywodzi, i szukamy przyczyny, az dojdziemy krok po kroku do pierwszej
zasady. W metodzie syntezy jest odwrotnie: zaktadamy, Ze zostato zrobione
to, co osiggneliSmy poprzez analize, i uktadamy te przyczyny w naturalnym
porzadku jako nastepniki te elementy, co wczes$niej byly poprzednikami,
i taczac je, otrzymujemy konstrukcje tego, czego szukano.

Pappusa uwaza sie za prekursora geometrii rzutowej. Ponadto sformu-
towat twierdzenie (jesli wierzchotki sze$ciokata lezg na przemian na dwéch
prosty i dwie pary przeciwlegtych bokéw sg parami réwnolegte, to réwniez
boki trzeciej pary sa do siebie réwnolegte), ktérego prawdziwo$¢ nie jest
mozliwa do udowodnienia w oparciu o aksjomaty Euklidesa, a mimo tego
mozna wykazac¢ jego prawdziwos$¢. Dowodzi to niezupetnosci tych aksjoma-
tow. Duze znaczenie maj3 tez jego komentarze do ElementowEuklidesa oraz
Almagestu Ptolemeusza?8.

3. Zastosowania techniczne jako efekt rozwoju i Scistosci
matematyKki greckiej

Powszechnie przyjmuje sie przy przedstawianiu dziejow matematyki
greckiej, ze w pracach wielkiego Archimedesa i Apoloniusza matematyka
grecka osiagneta swdj szczyt. Wskazuje sie, Zze z metod opracowanych
w okresach wczesniejszych nie dato sie juz wiele otrzymac¢ bez pojawienia
sie nowych idei. Brakowato ogdlnej idei uktadu wspoétrzednych, a ponadto
powaznym ograniczeniem byto rozwijanie metod algebraicznych w oparciu
o geometrie (algebra geometryczna). Rownania, ktérymi sie zajmowano,
zwigzane byty jedynie z liniami, powierzchniami, objeto$ciami (a wiec byty
to rownania maksymalnie stopnia trzeciego). Jedynie teoria proporcji po-
zwalata wykroczy¢ poza te ograniczenia, operujgc stosunkami miedzy odpo-
wiednimi wielko$ciami geometrycznymi. Brak byto ogélnych pojec i charak-
terystyk, ktére ujmowatyby rozpatrywane wielkosci. Poniewaz wielkosci
niewymierne miaty reprezentacje jedynie w postaci wielko$ci geometrycz-
nych (odpowiednich niewspoétmiernych linii), mozna byto mnozy¢ jedynie
dwie lub trzy takie wielkoSci, przedstawiajac je w postaci prostokata lub
prostopadtoscianu (ograniczenie tréjwymiarowos$cia przestrzeni geome-
trycznej). Rozwijata sie wprawdzie geometria przestrzenna, jednak okazato
sie, ze wszystkie mozliwosci zostaly pokazane w Elementach Euklidesa,

28 C.B. Boyer, U.C. Merzabach, A History of Mathematics, s. 206-213.
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w ksiegach XI-XIII. Tutaj rowniez barierg w rozszerzeniu twierdzen bryto-
wych okazat sie brak ogélnych metod?°.

Wedtug T. Heatha, jednym z rozwigzan tych probleméw zdawato sie po-
szukiwanie obszaréw zastosowan dla matematyki, aby otworzy¢ zamknieta
przestrzen badan. Najbardziej naturalne zdawato sie budowanie geometrii
pomiaréw. To wymagato jednak rozbudowanej czystej teorii, ktéra dostar-
czataby odpowiednich narzedzi. Dla zastosowan w astronomii potrzebna
byta trygonometria, tak ptaska, jak i sferyczna. Drugim obszarem byto roz-
wijanie stereometrii, a mianowicie pomiary powierzchni i objetos$ci bryt
o roznych ksztattach oraz przyblizenia arytmetyczne tych wielkos$ci (z wy-
korzystaniem stosunku m miedzy obwodem kota i jego $rednica). Pozwalato
to na praktyczne zastosowania i konstruowanie réznych technicznych urza-
dzen. Tutaj najbardziej znany jest Heron z Aleksandrii, a wcze$niej sam Ar-
chimedes i inni. Jesli natomiast chodzi o trygonometrie, byta ona rozwijana
i wykorzystywana w astronomii przez Hipparcha, Menelaosa i Ptolemeusza.

Mozna jednak spojrze¢ na wejscie w okres zastosowan jako na kolejny,
naturalny okres rozwoju. Zastosowania techniczne i inne przetozylty sie na
rozwoj cywilizacyjny panstw hellenistycznych, jak réwniez imperium rzym-
skiego. Jednak o ile Rzymianie ograniczyli sie jedynie do zastosowan wiedzy
matematycznej juz przez Grekow zdobytej we wcze$niejszych okresach,
o tyle uczeni hellenistyczni prébowali dalej rozwija¢ czysta matematyka
w powiazaniu z jej zastosowaniami. Traktowali j3 w pewnym stopniu jako
matematyke stosowana. Takimi obszarami matematyki stosowanej byta
przede wszystkim astronomia, ale tez geografia, mechanika, hydrostatyka,
pneumatykaiinne. Jednym z wazniejszych twércéw matematyki stosowane;j
jest oczywiscie, wspomniany wcze$niej, Archimedes.

Z drugiej strony matematyka stosowana byta réwniez ,czysta”, bo byty
przez nig uzywane te same metody i matematyczny sposéb rozumowania.
Byta to wiec technika naukowa, majaca podstawy matematyczne, a wiec
tworzgaca obszerng dziedzine matematyki.

Jednym z wazniejszych uczonych hellenistycznych tej nowej matematyki
byt Eratostenes (276-194 p.n.e.), ktéry dokonat matematyzacji geografii.
Byt wybitnym matematykiem i astronomem, ale rowniez filozofem i poeta.
W dziele Geographica zbudowat matematyczne podstawy geografii. Nato-
miast w pracy Catasterismi przedstawit katalog 675 gwiazd. Od 255 roku
p.n.e. dziatalt w o$rodku aleksandryjskim, a w roku 236 p.n.e. zostat kierow-
nikiem Biblioteki Aleksandryjskiej. Wykorzystujac wtasnosci wielkosci pro-

29 Por. T. Heath, History of Greek Mathematics, vol. 11, s. 468-472.
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porcjonalnych, przeprowadzit eksperyment, w ktérym z duza doktadnoscig
obliczyt obwod Ziemi, a juz tylko szacunkowo Stonica i odlegto$¢ Ksiezyca od
Ziemi. Prace matematyczne Eratostenesa byty czesto przywotywane przez
kolejne pokolenia matematykéw; znany jest prosty algorytm do wyznacza-
nia liczb pierwszych, tzw. sito Eratostenesa. Skonstruowat proste, acz pomy-
stowe, urzadzenie mechaniczne (mezolabium) pozwalajace na wyznaczenie
wielko$ci potrzebnych do zrealizowania podwojenia sze$cianu (na podsta-
wie metody ,podwdjnej Sredniej proporcjonalnej” Hipokratesa z Chios)3°.

Wielkim wynalazcg i konstruktorem byl Ktesibios z Aleksandrii
(11T wiek p.n.e.). Napisat Dowody pneumatyczne (przedstawia w nich pod-
stawy teoretyczne pneumatyki) oraz Zapiski (opisuje tam konstrukcje réz-
nych maszyn). Dzieta te zaginely, a znane s3 z prac Filona z Bizancjum oraz
Herona. Byl wynalazcg pompy wodnej, udoskonalit rowniez zegar wodny,
sprawiajac, ze stal sie bardzo precyzyjny, skonstruowat organy wodne oraz
rézne urzadzenia dzialajace w oparciu o sprezone powietrze (np. katapulty)31.

Filon z Bizanjum (III wiek p.n.e.) kontynuowatl prace Ktesibiosa. Byt
réwniez wybitnym wynalazcg i mechanikiem, autorem czterotomowego
dzielta O mechanice, ktérego prace znane s3 jedynie fragmentarycznie
w arabskim ttumaczeniu. Znany jest jako ten, ktory sporzadzit liste siedmiu
cudéw $wiata, na ktdrej znalazty sie wiszace ogrody Semiramidy, posag Ze-
usa, rzezba kolosa rodyjskiego, piramidy egipskie, Swiatynia Artemidy, mury
Babilonu, mauzoleum w Halikarnasie oraz latarnia morska na Faros (dzieto
architekta Sostratosa). Jak wiadomo, zadna z tych wspaniatych budowli nie
przetrwata (poza piramidami). Poniewaz byt znawca w dziedzinie techniki,
mozna zaktadaé rzetelno$¢ dokonanego wyboru i wiarygodnos$¢ opisu. Przy-
pisuje mu sie kilka znaczacych wynalazkdéw, takich jak termoskop, katapulta,
atrament sympatyczny. W swoim dziele opisat wiele wspaniatych urzadzen,
w tym kusze, kubetkowy podnosnik wody, koto wodne, przegub krzyzowy
czy iniektor parowy32.

Kilka wiekdw pdzniej dziatal Heron z Aleksandrii (I wiek n.e.). Napisat
bardzo duzo prac z zakresu niemal catej matematyki, ale byt rowniez wyna-
lazcg i konstruktorem. W duzej mierze jego prace maja charakter encyklo-
pedyczny. Zachowato sie wiele z jego prac, w tym: Mechanika, Pneumatyka,
Metryka, Zwierciadla oraz Automaty. Interesujaca jest historia jego dzieta
Metryka, ktore zostato odkryte w Konstantynopolu dopiero w 1896 roku.
Sytuacja jest analogiczna do odkrycia Metody Archimedesa, chociaz odkryty

30 [. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 85-88; 289-294.
31 Ibidem, s. 158-161; 261-263.
32 Ibidem, s. 94-97; 124-127.
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rekopis pochodzit z 1100 roku i byt kolejnym egzemplarzem tego dzieta.
Z tego wynika, ze Heron byl znany i czytany przynajmniej w Bizancjum.
Praca Herona pokazuje silny zwigzek é6wczesnej geometrii z pomiarami. Sam
Heron zajmowat sie tez ,czystg” geometrig (stynny wzér Herona na pole
tréjkata czy inne na pola i objetosci), jednak wida¢, ze w tym czasie réwno-
legle i w potaczeniu ze soba rozwijane byly oba obszary matematyki. Byta to
jakby synteza praktycznej matematyki sumeryjskiej i babilonskiej z czysto
racjonalng matematyka grecka. Dla Herona wynik matematyczny miat swoja
warto$¢ niezaleznie, czy uzyskany byt w sposéb czysto dedukcyjny i precy-
zyjny, czy w sposob przyblizony i zwigzany z matematycznymi konstruk-
cjami. Mechanika byta dla niego najwazniejsza dziedzing nauki. Rozumiat ja
bardzo szeroko i zaliczat do niej tak dyscypliny ,czysto” matematyczne (geo-
metria, arytmetyka, astronomia), jak i fizyke oraz dyscypliny praktyczne (ar-
chitektura, obrébka metali, stolarstwo, malarstwo i inne). W pracach Herona
przedstawionych jest wiele metod naukowych oraz wiele konstrukcji, np. we
fragmentach astronomicznych podana jest metoda obliczania odlegtosci
miedzy Aleksandrig i Rzymem na podstawie obserwacji za¢mien Ksiezyca
w tych miastach i réznic miedzy lokalnymi czasami. Konstrukcje Herona
byly wykorzystywane nie tylko jako atrakcje techniczne (np. fontanna He-
rona, bania Herona - rodzaj maszyny parowej, poruszajace sie figurki przy
pomocy systemu przektadni), lecz takze do budowania instalacji majacych
praktyczne zastosowanie w gospodarce (pompy do zaopatrywania w wode,
machiny wojenne, systemy nawadniania i ogrzewania)s33.

4. Archimedesowski projekt nauki

W oparciu o Metode Archimedesa oraz inne jego prace (szczegdlnie
O rownowadze plaszczyzn) mozna sformutowac archimedesowski projekt
matematyki. Jak zauwazaja Reviel Netz i William Noel w ksiazce The Archi-
mede Codex, kluczem do zrozumienia koncepcji Archimedesa jest budowana
przez niego matematyka nieskoniczonosci oraz zastosowanie matematyki do
fizyki. To potaczenie matematyki i fizyki (a rowniez zbudowanie matema-
tycznej techniki) stato sie mozliwe dzieki wprowadzeniu przez niego pojecia
$rodka ciezko$ci réznych figur geometrycznych (punktem wyjscia byto zna-
lezienie i $ciste wykazanie istnienia $rodka ciezkosci trojkata) oraz metody
obliczania pdl figur ograniczonych krzywymi i zakrzywionymi powierzch-
niami. Przedstawiona wcze$niej metoda obliczenia powierzchni odcinka pa-

33 Ibidem, s. 115-120; 141-151.
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raboli jest tego najlepszym przyktadem. Aby dato sie rozpatrywac oddziaty-
wania grawitacyjne pomiedzy ciatami niebieskimi, trzeba traktowac te ciata
jako punkt o zaniedbywanej matej wielkosSci (Srodek ciezkosci tych ciat),
w ktorych skupiona jest cata masa (parametr ciata odpowiedzialny za gra-
witacje). W modelu newtonowskim uktadu planetarnego rozpatrujemy jako
poszczegblne planety punkty materialne, w ktérych skupiona jest cata masa
tych ciat. Inaczej trzeba byloby rozpatrywac nieskonczenie wiele oddziaty-
wac¢ miedzy r6znymi punktami tych ciat, znajdujacymi sie przeciez w innych
odlegtosciach. Pomyst Archimedesa ze Srodkiem ciezkosci (grawitacji) roz-
nych ciat skupionych w jednym punkcie pozwolit na opisanie matematyczne
oddziatywania na siebie duzych ciatiich ruchu (a wiec ruchu planetiinnych
ciatl niebieskich). W przypadku kota $rodek ciezkosci pokrywa sie z jego
Srodkiem geometrycznym (podobnie jest w przypadku kwadratu i ogdlnie
réwnolegtoboku). W przypadku innych figur sytuacja nie jest juz taka oczy-
wista. W odniesieniu do tréjkata Archimedes wykazat, ze jego $rodek ciez-
ko$ci musi znajdowac sie na jego Srodkowej. A doktadniej, postugujac sie do-
wodem a contrario, pokazat, ze nie moze znajdowac sie w zadnym punkcie
poza srodkowa tréjkata. A poniewaz rozumowanie dotyczy kazdej z trzech
srodkowych, tym samym $rodek ciezkosci jest punktem ich przeciecia. Do
dowodu wykorzystywat wiasnosci tréjkatéw podobnych.

Wiadomo, ze kazdy wielokat zbudowany jest z trojkatéw, wiec jest to
réwniez metoda znajdowania $rodka ciezkosci dowolnych wielokgtow.
Skoro inne figury dajg sie przybliza¢ wielokatami, to otrzymujemy réwniez
przyblizong (czy graniczng) metode otrzymywania $srodka ciezkosci dowol-
nych figur geometrycznych (przynajmniej ptaskich). Skad jednak wiemy, ze
taki §rodek ciezko$ci w ogole istnieje? Wydaje sie, ze wystarczy na przyktad
papierowe modele tréjkatoéw podwieszac¢ na nitce do sufitu i sprawdzac, czy
i w ktérym punkcie tréjkat zachowuje rownowage. Wyglada to na dobry em-
piryczny dowdd istnienia takiego punktu. Jednak, tak naprawde, nie mamy
metody otrzymywania takiego punktu w spos6b generalny. W przypadku
kolejnych figur trzeba by powtarzac cata zmudng empiryczng procedure. Ar-
chimedes natomiast opracowatl znajdowanie takiego punktu w spos6b ma-
tematyczny. Najpierw wprowadzit pojecie $rodka ciezkosci, a nastepnie bez
zadnego doswiadczenia (przy pomocy sity swojego rozumu i metody mate-
matycznej) pokazal, jak taki punkt mozna znajdowaé. Ten dowdd znajduje
sie w pracy O rownowadze ptaszczyzn (jako twierdzenie trzynaste). Metode
te mozna nazwa¢ metoda analityczno-dedukcyjna. Nawet, jesli na poczatkuy,
aby przekonac sie, Ze mozliwe jest zr6wnowazenie tréjkata, trzeba byto po-
stuzy¢ sie doSwiadczeniem empirycznym, to pdZniej juz, bez zadnego ekspe-
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rymentu, mozemy policzy¢ srodek ciezkosci dowolnych cial, a tym samym
sprowadzi¢ badanie oddziatywan miedzy ciatami do oddziatywan miedzy
punktami materialnymi jako $rodkami grawitacji.

Minds rules over matter - because, ultimately, even brute matter must follow logic
[-..] This is the principle discovered by Archimedes. This is science in action34.

Jednak w metodzie Archimedesa nie tylko matematyka jest stosowana
do $wiata materialnego i rzadzi nim, lecz réwniez odwrotnie, §wiat mate-
rialny staje sie elementem pracy umystu, $wiat fizyczny ,odkrywa” tez
prawa matematyczne i rzadzi $wiatem matematycznym. Fizyczne fakty (do-
ktadniej w przypadku rozwazan Archimedesa jest to prawo rownowagi czy
prawo dZwigni) pokazujg swoja og6lng nature. Niezaleznie od rodzaju pracy
rézne urzadzenia podlegaja temu samemu ogdélnemu prawu, ktére mozemy
uja¢ w prosta matematyczng zasade: dwa ciezary sa zrdwnowazone, jesli ich
odlegtosci od punku podparcia (réwnowagi) sa odwrotnie proporcjonalne
do tych ciezaréw. Widzimy, ze ta zasada mie$ci sie w ogdlnej teorii stosun-
koéw, jednak odpowiednie wielkos$ci (ciezary i dtugo$ci) muszg by¢ fizycznie
zmierzone. Jest to wkroczenie (poprzez zasade dzwigni) teorii stosunkéw
(jednej z najdoskonalszej teorii matematycznej) w §wiat materialny.

Stynnym archimedesowskim punktem podparcia, ktéry jest potrzebny,
aby poruszy¢ Ziemie (na podstawie prawa dzwigni), jest czysta mysl wystar-
czajaca do poznania rzeczywisto$ci. Ta czysta mysl to logiczna analiza pojeé
i matematyczne metody dowodzenia, ktére dziatajg pod warunkiem, Ze rze-
czywisto$¢ dostarcza nam odpowiedniego materiatu badawczego i faktow.

5. Matematyka antyczna w stosunku do innych nauk

Jak zauwazytem wcze$niej, w nauce greckiej pojawiaty sie kolejne dziaty
dzieki wyodrebnieniu specyficznych idei i metod poznawczych, poczynajac
od kosmologii (filozoficznej, jako nauki o przyrodzie), geometrii, poprzez
arytmetyke, dialektyke, teorie harmonii, logike, gramatyke, retoryke, optyke
az po medycyne, mechanike, akustyke, hydrostatyke i astronomie. Wiek-
szo$¢ z tych dziatow nauki (poza kosmologia, dialektyka, logika, medycyna.
gramatyka i retoryka) zostata objeta jedna nazwg ,matematyka”. Az do
wieku XIX dialektyka i logika pozostawatly poza zasiegiem matematyki, na-
tomiast gramatyka i retoryka, poszerzajac stopniowo swdj zakres badan,

3¢ R. Netz, W. Noel, The Archimedes Codex. Revealing the Secrets of the World’s Greatest
Palimpsest, Weidenfeld & Nicolson, London 2007, s. 144.
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rozwinety sie odpowiednio w blok nauk humanistycznych i nauk spotecz-
nych. Nie nalezy zapomina¢ o szczeg6lnej roli filozofii, ktéra powstajaci roz-
wijajac sie réwnolegle z matematyka grecka, miala podstawowe znaczenie
w catym systemie nauk i poza gtdwnymi jej dziatami (czyli metafizyka i epi-
stemologig) obejmowata réznorodne zagadnienia antropologiczne, etyczne,
spoteczne i kosmologiczne. Kosmologia jednak, poza swoim czysto filozo-
ficznym wymiarem, miata réwniez sktadnik, ktéry stopniowo rozwijat sie
w blok nauk przyrodniczych. Przyczynity sie do tego miedzy innymi prace
wielkich filozoféw greckich: Empedoklesa i Arystotelesa, oraz lekarzy, w tym
przede wszystkim Hipokratesa, Galena oraz Herofilosa. Medycyna (w swoim
naukowym wymiarze) rozwijata sie od poczatku w Scistym zwigzku z nau-
kami przyrodniczymi i byta dla nich znaczaca inspiracja.

Bezposredni zwigzek medycyny i matematyki jednak istniat - miato to
miejsce poprzez astrologie, ktéra w pewnych okresach dziejow (w pierw-
szych wiekach naszej ery oraz od XII do XVII wieku) uznawana byta za jedna
z najwazniejszych teorii naukowych, a w XVIII wieku zostata zdegradowana
i stata sie pseudonauka. Astrologia byta w duzym stopniu teorig ,matema-
tyczng” (byta tez zwigzana z kosmologia), badajaca wptyw potozenia i ru-
chéw gwiazd i planet na zycie i zdrowie cztowieka (astrologami byli przy-
ktadowo tacy uczeni, jak Albert Wielki, Regiomontanus, Cardano, Ficino, Ga-
lileusz, Kepler, Newton). Uksztattowata sie w klimacie kultury i nauki grec-
kiej, gdzie wydawata sie remedium na nieuchronnos$¢ losu (fatum). W pew-
nym zakresie zawierata solidng wiedze matematyczng, wymagata bowiem
umiejetnosci ustalenia potoZenia ciat niebieskich w danej chwili (waznej dla
cztowieka, ktorego przysztos¢ starano sie okresli¢ w oparciu o potozenie ciat
niebieskich w momencie narodzin), sporzadzenia mapy nieba w ustalonym
badanym momencie (jest to wlasnie horoskop) i dokonania odpowiedniej
interpretacji - przyporzadkowania potozen ciat niebieskich do badanych
wydarzen. Poniewaz w greckiej kulturze cztowiek byt rozumiany jako mi-
krokosmos, istnienie takiego przyporzadkowania i zwiagzku miedzy Kosmo-
sem a Mikrokosmosem nie wydawato sie niczym dziwnym, byto wrecz cat-
kiem naturalne. Nastgpito jednak daleko idace rozszerzenie tego przypo-
rzadkowania miedzy strukturami rozpatrywanych bytéw (i pewnymi sta-
tymi okreslajgcymi je elementami) na zalezno$ci w czasie, co prowadzito do
skrajnego, i de factoirracjonalnego, determinizmu. Te praktyki miaty pozy-
tywny skutek dla nauki, gdyz ciagly trening w tworzeniu precyzyjnych map
nieba oraz $cistych przyporzadkowan przyczynit sie do wytworzenia mysle-
nia funkcyjnego, tak znaczacego dla tworzenia matematyki czas6w nowozyt-
nych i wspétczesnych, gdzie pojecie funkcji stato sie kluczowym pojeciem
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budowanych teorii. Tym ,dzialem” matematyki nie bede sie jednak w tej
pracy zajmowatss,

Jak juz wcze$niej wspomniatem, analizujac powstanie metody dialek-
tycznej w szkole eleackiej oraz dialektyke platoniska, zwigzek matematyki
i dialektyki jest istotny i w gléwnej mierze sprowadza sie do realizowania
metody dialektycznej w matematyce. Paradoksy Zenona z Elei zostaty sfor-
mutowane jako argumenty przeciwko wielkoSci i ruchowi, w celu obrony
eleackiej koncepcji statosci i niezmiennosci bytu. Mozna je jednak rowniez
traktowacé jako argumenty kwestionujace mozliwo$¢ kontaktu ze Swiatem
w oparciu o zmysty lub podwazajace racjonalno$¢ myslenia, albo w koncu
jako uderzajace w mozliwos¢ jakiegokolwiek kontaktu poznawczego z rze-
czywisto$cia. Eleaci, majac wybdr miedzy swiadectwem zmystéw, ukazuja-
cych istnienie ruchu i wielo$ci, a rozumowaniem dialektycznym, ktére do-
prowadza do sprzecznosci zaloZenie o tym, Ze ruch istnieje, wybierajg dia-
lektyke.

Decyzja eleatow miata ogromne konsekwencje dla catej nauki. Dzieki niej
mozna byto wypracowaé rdzne metody dowodzenia, ktérych znaczenie i sto-
sowanie okazato sie uniwersalne. Metoda dowodzenia a contrario, metoda
aksjomatyczno-dedukcyjna czy analizy starozytnych sa tego najlepszym
przyktadem. Metoda analizy wiaze sie oczywi$cie z platoniska metodg hipo-
tetyczno-dedukcyjng, bedaca zasadniczym sktadnikiem dialektyki Platona.
Przyjmuje ona, Ze sita $cistego rozumowania dedukcyjnego jest tak duza, ze
mozemy wycigga¢ wnioski i dochodzi¢ do prawdziwych rezultatéw nawet,
jesli przypuszczenia, na ktérych opieramy nasze wnioskowanie, nie sg praw-
dziwe. Dowdd opiera sie na logicznym fakcie, ze z falszu moze wynikaé
prawda, podobnie jak dowdd nie wprost korzysta z tego, ze konsekwencja
prawdy nigdy nie moze by¢ fatsz. Nawet jesli nie mamy wiedzy na temat
prawdziwos$ci naszych przestanek (a takiej wiedzy najczesciej nie mamy),
mozemy z nich wycigga¢ poprawne formalnie, ale i prawdziwe, wnioski. Na
tej mysli opiera sie stosowanie metody aksjomatyczno-dedukcyjnej. Budo-
wanie teorii matematycznych w oparciu o przyjete aksjomaty jest badaniem
analitycznym tych aksjomatow (i sprawdzeniem, co one, tak naprawde, opi-
suja). Dopiero rozpatrzenie wszystkich mozliwych zatozen i wnioskéw, jakie
z nich wyptywaja, pozwala nam uzyska¢ ,prawde” o rzeczywistosci, ktora
»objeta” jest poprzez przyjete aksjomaty. Wszystkie aksjomaty i postulaty
zawarte na przyklad w Elementach Euklidesa domagajg sie takich alterna-
tywnych badan i budowania kolejnych teorii powstatych poprzez ich zane-

35 Te zagadnienia poruszone sg w ksiazce: ]. Wtodarczyk, Astrologia. Historia. Mity. Tajem-
nice, Swiat Ksigzki, Warszawa 2008.
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gowanie czy dopelnienie. Analiza starozytnych jest wiec metodg, w ktére;j
badamy rézne przypuszczenia oraz ich konsekwencje, aby doj$¢ do poznania
rzeczywistosci.

Kolejng mozliwoscig zastosowania metody analizy starozytnych sg do-
wody konstrukcyjne, w ktérych konstruujemy dany obiekt, nie wiedzac, czy
zatozenia, na ktérych ta konstrukcja jest oparta, sa prawdziwe. Zatozenia
moga by¢ wziete z rédznych obszaréw: przypuszczenia, intuicji, doswiadcze-
nia zmystowego, rozwazan metafizycznych. Dobrym przyktadem jest roz-
niczka Leibniza jako podstawa konstrukcji rachunku rézniczkowego. Abs-
trahujac od statusu ontologicznego rézniczki, otrzymali$my konkretne i do-
bre metody obliczeni i dowodow. Analiza matematyczna Leibniza jest tylko
jednym z przyktadéw zastosowania metody analizy starozytnych. Istotna
jest, jak wida¢, sama konstrukcja i metoda jej otrzymania (wypracowana
w trakcie tych badan).

Metoda analizy w tym dialektycznym i matematycznym rozumieniu $ci-
Sle wiagze sie z metodg syntezy. Te metody nawzajem sie dopetniajg. Mamy
bowiem prostg sytuacje logiczng. Jesli, wychodzac z danego zdania, otrzy-
mujemy zdanie fatszywe, to automatycznie to wyjsciowe zdanie jest fat-
szywe, otrzymujemy wiec zdanie prawdziwe jako jego zaprzeczenie. Je$li na-
tomiast, wychodzac z danego zdania, otrzymujemy zdanie prawdziwe, to nie
wiemy, czy przestanka naszego rozumowania jest prawdziwa, czy fatszywa.
Mozemy jednak w oparciu o otrzymany prawdziwy wniosek dedukcyjnie
wyprowadzi¢ (udowodni¢) przestanke (jest to wtedy dowdd syntetyczny).

Arystoteles i stoicy, podobnie jak matematycy, wykorzystali i przetwo-
rzyli zasady dialektyki do opracowania metod badan logicznych. Kolejng na-
uka stosujaca metody dialektyki byta erystyka (sztuka prowadzenia spo-
row), jako istotna czes¢ retoryki. Wszystkie te nauki prébowaty podjaé wy-
zwania wynikajgce z paradoksow eleackich, megaryjskich czy innych. Jed-
nak to matematyka wyszta z tych zmagan zwyciesko i stata sie dla tych nauk
wzorem $cistego dowodzenia i argumentacji.

Jak zauwazytem wcze$niej, dla Izokratesa matematyka byta istotnym
elementem w przygotowywaniu umystu do opanowaniu sztuki retoryki.
Uczyta bowiem systematycznoSci i precyzji, ponadto rozjasniata, wysubtel-
niata i wyostrzata umyst - byta propedeutyka retoryki. Dzieki metodzie ma-
tematycznej cztowiek byt w stanie uczynié¢ z wiedzy wartos$¢ spoteczna - jed-
nak to juz sama retoryka budowata konkretne argumenty, majace przekona¢
innych do danych prawd i zasad oraz stworzy¢ przez to spojne i trwate wiezi
spoteczne. Retoryka, aby byta skuteczna, musiata postugiwa¢ sie doskona-
tym jezykiem. Jezyk potoczny do takiego nie nalezat. Trzeba wiec byto go
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udoskonali¢, aby pojecia byty precyzyjne i adekwatne, aby uzywane zwroty
i zdania oddawaty odpowiednie tresci, emocje i trafiaty do stuchaczy. W tym
budowaniu jezyka, ktéry ma by¢ precyzyjny i skuteczny w docieraniu do rze-
czywistosci, istnieje zasadnicze podobienstwo retoryki do matematyki. Je-
zyk matematyki pokazywatl realizacje takiej mozliwosci w przypadku rze-
czywisto$ci materialnej (matematyka konkretna, technika matematyczna),
natomiast retoryka w odniesieniu do rzeczywistosci spoteczne;.

Jesli méwimy o matematyce osiagajacej poziom wiedzy ogdlnej, to przy-
chodzi na mys$l metafizyka jako najwazniejsza w czasach starozytnych dzie-
dzina filozofii, majaca najwyzszy stopien og6lnos¢. Badata , byt jako byt”, do-
ciekatla jego pierwszych przyczyn, wnikata w jego nature i istote, nie wnikata
jednak w jego szczeg6towe wilasnosci, lecz chciata wiedzie¢, co naprawde
istnieje. Sila rzeczy miata by¢ podstawa innych nauk, ktére badaty jakis$ kon-
kretny rodzaj bytu. Jesli traktujemy matematyke jako nauke o ustalonej ka-
tegorii bytu (o ilosci i wielkosci, jak chciat Arystoteles), to musiataby ona
uwzglednia¢ rozstrzygniecia dokonane na gruncie metafizyki. Wydaje sie
jednak, Ze matematyka rozwijata sie niezaleznie od metafizyki. Nawet
w przypadku pitagorejczykéw matematyka po prostu zastepuje metafizyke
w odkrywaniu i badaniu prawdziwego bytu. W innych koncepcjach, w kté-
rych nie mamy az takiej dominacji matematyki, te dziedziny wiedzy dziataja
niezaleznie od siebie. W najlepszym razie (na przyktad u Platona i neopla-
tonczykdw) matematyka jest przygotowaniem do rozwazan metafizycz-
nych. Jednak wiekszos¢ matematykéw starozytnych nie angazuje sie
w spory stricte metafizyczne i nie korzysta bezposrednio z ustalen metafi-
zyki. Swiat matematyki zdaje sie rzadzi¢ swoimi wtasnymi prawami i bada¢
obiekty niezalezne, tak wobec §wiata zmystowego, jak i idealnego (jakkol-
wiek bySmy go nie rozumieli). Ta autonomia matematyki budowata wiec, od
poczatku istnienia nauki europejskiej, obraz autentycznej dziatalno$ci nau-
kowej jako niezaleznej od wszelkich wptywow zewnetrznych. Dla wielu ma-
tematyka stala sie sensu strictoteorig prawdziwego bytu albo droga pozwa-
lajgca ten prawdziwy byt osiagnaé, poznawac. Matematyka staje sie dzie-
dzing poznania stopniowo ogarniajacg cata rzeczywistos¢, a wiec zastepu-
jaca w konicu rozwazania metafizyczne albo wymagajaca, aby te rozwazania
wychodzily z wnetrza matematyki czy nauk matematycznych. Nie jest to jed-
nak zatozenie aprioryczne, gdyz ta uniwersalno$¢ matematyki objawia sie
w trakcie jej rozwoju.

Ten zwigzek matematyki oraz metafizyki istnieje mimo braku wptywu
rozstrzygnie¢ metafizycznych na matematyke. Moze on by¢ jednak dostrze-
zony dopiero wtedy, gdy obserwujemy dtuzszy rozwdj matematyki i badamy
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jej podstawy. Okazuje sie bowiem, Ze matematyka nawigzuje w swoich ba-
daniach do podstawowych kategorii bytowych, analizuje je i znajduje ich Sci-
ste matematyczne konkretyzacje. Chodzi o takie kategorie, jak: odpowied-
nios$¢, ilos¢, wielko$¢, tozsamos¢, harmonia, podobienstwo, symetria, conti-
nuum, nieskonczono$¢, forma (np. geometryczna, algebraiczna). S to kate-
gorie, ktore otwieraja kolejne obszary rzeczywistosci, umozliwiaja proces
poznawania, uzasadniajg realno$¢ i inteligibilno$¢ $wiata oraz racjonalnosé
cztowieka. Pojawia sie tez kilka zagadnien zwigzanych z rozumieniem i sen-
sem matematyki jako wyzwanie dla filozofii: préba zdefiniowania matema-
tyki, okreslenia jej zakresu, zrozumienia skutecznosci matematycznych me-
tod dowodzenia oraz sposobu istnienia bytéw matematycznych. Pojawia sie
réwniez problem jednos$ci i uniwersalno$ci matematyki wobec jej ciagtego
rozwoju i wchodzenia na kolejne obszary badawcze.

0d poczatku zastanawiat tez fenomen obecno$ci matematyki w $wiecie
i sposdb tej obecnosci (status ontologiczny obiektéw matematycznych), co
doprowadzito do sformutowania juz w czasach nowozytnych zagadnienia
matematycznosci przyrody (szerzej Swiata) oraz matematyzowalno$ci nauk.

Jednym z najwazniejszych zagadnien metafizycznych okazat sie spor
o uniwersalnos$¢ matematyki. Jak pokazuje w tej pracy, matematyka, rozwi-
jajac sie, ukazuje coraz nowsze aspekty tej uniwersalnosci. Jak zauwazytem,
taka uniwersalng role podstawy w badaniach $wiata (i podstawowa dla in-
nych nauk) przypisywali matematyce pitagorejczycy, Platon czy Archime-
des, natomiast nie uznawat jej Arystoteles. Pretendentami do miana nauki
uniwersalnej byty dialektyka, logika czy metafizyka, chociaz w nieco innym
znaczeniu terminu ,uniwersalno$¢”. Zadna z innych nauk nie byta w stanie
zajg¢ miejsca matematyki. Wspdiczesnym przyktadem jest program logicy-
zacji matematyKki i jego kleska. Coraz bardziej uwidacznia sie fenomen nie-
zastepowalnos$ci matematyki i podejmowanie przez nauki matema-
tyczne rozwazan metafizycznych. Omawiajac w dalszej cze$ci zagadnienie
uniwersalno$ci matematyki, doktadniej to zagadnienie przedstawie.

6. Préoba syntezy i ocalenia dorobku. Metoda komentarzy

Matematyka, jako dziatalno$¢ i wiedza, byta kluczowym punktem odnie-
sienia greckich myslicieli. Przywotajmy w tym miejscu znany napis, ktory
wisial nad wejsciem do Akademii Platona:, Niech nie wchodzi tu nikt, kto nie
zna geometrii”. To stwierdzenie to nie tylko przeno$nia, ukazujgca duza
range matematyki w szkole platonskiej. Méwi ono co$ znacznie wiecej - bez
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znajomosci podstawowych idei matematycznych nie mozna zrozumie¢ filo-
zoficznych rozwazan Platona. Tracg one wiele ze swojej gtebi i gubi sie prze-
kaz gtéwnych mysli, gdy nie posiadamy wcze$niejszego przygotowania ma-
tematycznego. Dotyczy to nie tylko filozofii Platona, lecz ogélnie greckiej fi-
lozofii, a szczegblnie Arystotelesa, u ktérego mamy nie tylko analize osia-
gnie¢ matematykdéw, ale réwniez wykorzystywanie idei i metod do swoich
rozwazan. Niektore koncepcje podwazaty wprawdzie warto$¢ matematycz-
nego poznania, jednak nawet w krytyce przewaznie odnosity sie do niego,
analizujgc podstawy matematyki i pokazujac alternatywne propozycje.
Jednak stopniowo, poczynajac od przetomu III i Il wieku p.n.e., stabnie
zainteresowanie matematyka, jest ona eliminowana z kultury antyczne;j
i rozpoczyna sie jej powolny schytek. To sprawito, Ze wiekszo$¢ dziet mate-
matykow greckich i aleksandryjskich zagineta, gdyz nie miat ich kto przepi-
sywac i przechowywac. Przetrwaty niekoniecznie te dzieta, ktére byty naj-
warto$ciowsze, lecz te zrozumiate i budzace zainteresowanie. Juz w III
wieku p.n.e. miata miejsce znamienna proba zawtaszczania nauk matema-
tycznych przez literature. Aratos, ktéry nie byt matematykiem, przedstawia
gléwne zagadnienia astronomiczne nie przy pomocy jezyka matematyki,
lecz stosujac jezyk heksametru i réznych figur literackich. W pracy Aratosa
tre$ci matematyczne schodzg na plan dalszy, staja sie tylko ttem dla arty-
stycznych i retorycznych popiséw. Dzieto to stawato sie bardzo popularne
i w koncu wyparto z nauczania autentyczne teksty matematyczne.
Kolejnym elementem przyczyniajacym sie do zaniku nauki greckiej byty
niesprzyjajace wydarzenia polityczne, w tym wielokrotne niszczenie zbio-
row Biblioteki Aleksandryjskiej i rozpraszanie uczonych. Ostatnie zniszcze-
nie biblioteki miato miejsce w roku 641, po zdobyciu Aleksandrii przez woj-
ska arabskie (muzutmanskie). Cze$¢ dziet na szczeScie przetrwata.
Spéjrzmy teraz calo§ciowo na rozwo6j matematyki w czasach antycznych.
W czasach hellenskich rozwija sie intensywnie filozofia i nauka grecka, przy
czym geometria i arytmetyka stajg sie synonimem prawdziwej wiedzy,
a wiec nauki. Ma to miejsce od przetomu VII i VI wieku do konca IV wieku.
Centralnym miastem, gdzie rozwijana jest nauka, staja sie od pigtego wieku
Ateny. Grecy w duzej mierze korzystaja z ogromnej wiedzy matematycznej
wypracowanej przez Sumer6w, Babiloniczykéw, Chaldejczykow i Egipcjan.
Czesto jezdza w te rejonie, aby zaczerpna¢ z tych Zrddet wiedzy. Jeszcze Eu-
doksos, najwiekszy matematyk tego okresu, ksztatci sie w zakresie matema-
tyki i astronomii w Heliopolis w Egipcie. Jest to w duzej mierze czas absorpcji
przez Grekéw dokonan tamtej cywilizacji. Przez dtuzszy czas Grecy stoja kul-
turowo i cywilizacyjnie nizej od ludéw zamieszkujgcej te tereny. Jednak
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wnies$li do matematyki kilka istotnych elementéw, co zaowocowato ogrom-
nym jej postepem. Byly to nastepujgce metody oraz idee: metoda aksjoma-
tyczno-dedukcyjna, wiara w site racjonalnego myslenia, analiza podstaw, na
ktérych oparte sa dowody matematyczne, rozumowanie dialektyczne (me-
toda hipotetyczno-dedukcyjna), metody analogii czy dynamis (jako metody
dowodzenia), idea symetrii, podobienstwa, harmonii, elementarnosci, inte-
ligibilno$ci rzeczywistos$ci, intelektualnej rekonstrukcji zjawisk, zwigzku ko-
smosu z mikrokosmosem. Matematyka poprzez dokonania Grekéw wchodzi
na poziom wiedzy abstrakcyjnej, rozwijanej niezaleznie od rzeczywistos$ci
materialnej i zastosowan. Po podbojach Aleksandra nastepuje synteza cywi-
lizacji greckiej z cywilizacja Wschodu. Szczeg6lne znaczenie ma to w przy-
padku matematyki, gdzie bardziej praktyczna nauka Wschodu taczy sie
z abstrakcyjng nauka Grekow i powstaje technika naukowa i rézne ,mate-
matyki” stosowane. W III wieku p.n.e. ma miejsce szczytowy rozwoj mate-
matyki i jej zastosowan. Od Il wieku p.n.e. impet rozwojowy stabnie, spowo-
dowany gtéwnie czynnikami politycznymi. Rzymianie, ktérzy podbili pan-
stwa hellenistyczne, nie byli szczeg6lnie zainteresowani rozwojem matema-
tyki, jedynie jej zastosowaniami. Matematyka i inne nauki sg jednak w Alek-
sandrii i w innych o$rodkach (raczej na wschodzie imperium rzymskiego)
uprawiane, jednak nie ma znaczgcych osiagnieé, poza kilkoma epizodami
(Heron, Diofantos, Pappus). W 476 roku n.e. upada cesarstwo zachodnio-
rzymskie, po wcze$niejszym podziale na cze$¢ wschodnig i zachodnia. Juz
w 330 roku cesarz Konstantyn przenosi stolice imperium do miasta Bizan-
cjum, co jest wyraznym dowodem stabosSci zachodniej czeSci panstwa.
Zreszta cesarstwo wschodnie przetrwato jeszcze tysigc lat i zostato ostatecz-
nie zdobyte przez Turkéw dopiero w 1453 roku. Do upadku Bizancjum przy-
czynity sie w znacznym stopniu ciggte wojny z napierajgcym islamem, z pan-
stwami Europy Zachodniej (wyprawy krzyzowe rujnujace chrze$cijanskie
panstwo), Stowianami czy innymi ludami. Natomiast Rzym (zachodni) upadt
w duzej mierze pod wptywem wiasnej zapasci cywilizacyjnej. Po wspania-
tym okresie rozwoju na poczatku nowej ery, od poczatki Il wieku zaczat chy-
li¢ sie ku upadkowi. Jedng z gtéwnych przyczyn byt spadek wyksztatcenia
spoteczenstwa rzymskiego, w tym jego elity. Do wtadzy dochodza niepi-
$mienni cesarze, a poziom wyksztatcenia zrownuje sie z poziomem atakuja-
cych Rzym plemion barbarzynskich3¢é. Nic dziwnego, Ze zostat przez nich
podbity, a na gruzach imperium powstaty barbarzynskie panstwa, stop-
niowo cywilizujace sie. Trzeba zauwazy¢, Ze proces cywilizacyjny przebiegat

36 ]. Awrejcewicz, V.A. Krysko, Y.V. Chebotyrevskiy, op. cit., s. 51-54.
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w tych panstwach bardzo powoli, przez kolejne wieki. O wyraznym postepie
w zakresie nauk matematycznych (w stosunku do czaséw antycznych) mo-
zemy mowic dopiero na przetomie XVI i XVII wieku, a wyrazne przyspiesze-
nie rozwoju nastgpito dopiero w wieku XIX. Zreszta caly czas miato i ma
miejsce odzyskiwanie i poznawanie dorobku starozytnych uczonych, na
przyktad poprzez prowadzenie wykopalisk w Aleksandrii i innych os$rod-
kach kultury i nauki antycznej. Ma miejsce odkrywanie pozostato$ci zaawan-
sowanych urzadzen technicznych tamtego okresu3’. Dzieki wspoétczesnym
wykopaliskom zostat odrzucony mit o braku zainteresowania uczonych hel-
lenistycznych zastosowaniami technicznymi oraz nieistnieniu w tych cza-
sach techniki naukowej opartej na teoriach matematycznych.

Po upadku Rzymu matematyka (i inne nauki) dalej jest uprawiana -
w Bizancjum, w innych panstwach pohellenistycznych, w panstwach muzut-
manskich oraz na Dalekim Wschodzie - w Chinach i w Indiach. Matematyka
hellenistyczna - ostatniego okresu istnienia tej cywilizacji (a wiec gtdwnie
trygonometria, sztuka mierzenia, astronomia) - wzbudzita w naturalny spo-
s6b (bo mieli z nig bezposredni kontakt) zainteresowanie uczonych hindu-
skich i arabskich (a wta$ciwie muzutmanskich pozaarabskich, z innych kre-
gow kulturowych), a nastepnie uczonych europejskich.

Neoplatonczycy, dziatajacy w Il wieku n.e. oraz pdzniej, powtarzajac na-
uke Platona, ciagle jednak glosili potrzebe wstepnego oczyszczenia umystu
poprzez nauke matematyki. W tym okresie mtodziez otrzymywata jednak
wyksztatcenie wylacznie literackie. Przyktadowo, Proklos zaczat uczy¢ sie
matematyki dopiero po rozpoczeciu studiow filozoficznych, gdy dostrzegt jej
konieczno$¢ do zrozumienia i rozwijania podstawowych kwestii filozofii
platonskiej. Byt on zwigzany ze Szkotg Atenska zatozong w V wieku przez
neoplatonikéw, uwazajacych sie za kontynuatoré6w Akademii Platona.

Matematyka byta potrzebna nie tylko przy odczytywaniu tekséw grec-
kich filozoféw, lecz stata u zrédet zastosowan technicznych. Swiadomo$é¢ ta
nigdy do konca nie zanikneta, nawet w koncowych wiekach starozytnosci.
Ciagle korzystano z odkry¢ i wynalazkéw technicznych (architektura, urza-
dzenia do nawigacji, akwedukty, fontanny, taznie, itp.), ktére powstawaty
gtéwnie w okresie od Hipparcha do Herona i Ptolemeusza, a rozwijane
wtedy astronomia, mechanika i optyka byty uznawane za korone nauk ma-
tematycznych.

Poczynajac juz od Arystotelesa i jego uczniéw, rozwija sie sztuka analizy
i komentarzy dziet naukowych, ktére maja réwniez charakter badan histo-

37 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 88-91.
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rycznych. Komentatorzy nawet jesli nie wnosili nowych idei i rozwigzan do
nauki, to jednak mieli istotne znaczenie dla jej pdZniejszego rozwoju. Przede
wszystkim dzieki analizom oryginalnych prac i cytowania ich fragmentéw
przyczynili sie do ich - przynajmniej czeSciowego - zachowania. Prace, do
ktérych mieli wéwczas dostep, w ogromnej mierze w pdzniejszym okresie
zaginety. Dzieki dzietom komentatoréw mamy zachowana ciggto$¢ nauki.
Ponadto w ich analizach ma miejsce proba ogarniecia cato$ci spuscizny na-
ukowej i filozoficznej i doprowadzenia do naukowej syntezy najwazniej-
szych dokonan. Ich pracy czesto towarzyszyty ttumaczenia oryginalnych
dziet na tacine lub arabski, co przyczynito sie do szerszego udostepnienia
wczesdniejszych dokonan. Byt to w wielu przypadkach impuls do uzupetnia-
nia niejasnych fragmentéw, poszukiwania Zrddet oraz rozwijania prezento-
wanych koncepcji. Przez wiele wiekow (w $redniowieczu i pdzniej) byly to
czesto jedyne wiadomo$ci na temat dokonan uczonych starozytnych.

Jednym z wazniejszych historykéw nauki byt Eudemos z Rodos, uczen
Arystotelesa, Zyjacy na przetomie wiekéw IV i III p.n.e. Byt autorem prac
z historii geometrii, astronomii oraz teologii. Jego prace w duzej czesci zagi-
nety, jednak wielu uczonych starozytnosci z nich korzystatos3s.

W badaniach historii nauki, jak i szerzej, w odkrywaniu tekstéw staro-
zytnych uczonych i ich pogladéw, kluczowa role odegrat uczen Zenona z Ki-
tion - Filodemos z Gadary (ok. 110-39 p.n.e.). Byt réwnie wszechstronny
jak jego mistrz, zajmowat sie logika, historig filozofii, etyka, teorig literatury
i muzyki, byt tez poeta. Bardzo intensywnie szerzyt w swoich pismach i licz-
nych podrézach koncepcje epikurejskie. Swoje poglady logiczne przedstawit
w pracy O sposobach znakowania, napisat rowniez biografie Epikura, pole-
mike z pogladami stoikéw oraz dzieje szkét filozoficznych. W roku 75 p.n.e.
przybyt do Herkulanum w Italii i w osobie rzymskiego arystokraty Lucjusza
Kalpurniusza Pizona znalazt swojego ucznia i przyjaciela. Zamieszkat w jego
willi, do ktérej przenidst pokazny zbiér swoich papiruséow. W 79 roku n.e.
mial miejsce potezny wybuch Wezuwiusza, ktéry zniszczyt kilka miejscowo-
$ci, w tym Herkulanum wraz z willg Pizona. Papirusy Filodemosa zostaty po-
kryte grubg warstwa lawy i popiotu i w takim stanie znajdowaty sie az do
potowy XVIII wieku, kiedy je odnaleziono. Wsrod nich byty tez prace Filode-
mosa (ok. 30 zwojoéw), w znacznym stopniu zniszczone. Wspotczesnie, przy
wykorzystaniu nowoczesnej techniki, sa stopniowo odczytywane. W 2001
roku ukazat sie pierwszy tom39, w kolejnych latach nastepne. Odzyskiwane

38 Informacje biograficzne czerpie z: Diogenes Laertios, Zywoty i poglady....
39 Philodemus: On Poems, Book 1, Oxford University Press, Oxford 2001.
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papirusy zawieraja w duzej mierze poglady Zenona z Sydonu przedstawione
przez Filodemosa. S3 tam zawarte argumenty w obronie koncepcji epikurej-
skiej w polemice ze stoikami, jak réwniez argumenty za teza, Ze cata wiedza
ludzka pochodzi z doswiadczenia. Interesujacy jest z naszego punktu widze-
nia odzyskany tekst, w ktérym opisane s3 dzieje Akademii Platona. Znajduje
sie w formie appendiksu w cytowanej juz ksiazce Plato’s Academy. Its Work-
ing and Its History*.

Jednym z najbardziej znanych komentatoréw starozytnosci jest Porfi-
riusz (ok. 232-305 n.e.), najzdolniejszy uczen Plotyna i redaktor jego dziet.
Isagoga Porfiriusza (bedaca komentarzem do Kategorii Arystotelesa) stata
sie gtdwng praca z logiki wykorzystywang w $redniowieczu. Komentowat
réwniez Euklidesa i napisat wiele prac z astronomii i muzyki. Podobnie jego
uczen, Jamblich (ok. 250-326), zatozyciel platonskiej szkoty syryjskiej, pi-
sat liczne komentarze do Platona, Arystotelesa oraz badat zycie, nauke i teo-
logie Pitagorasa (Zbidr nauk pitagorejskich)*!.

Jak wspomniatem wcze$niej, pod koniec starozytnosci nastgpito odro-
dzenie Akademii oraz szkoty aleksandryjskiej. Miato to istotne znaczenie dla
ocalenia wielu dziet naukowych i filozoficznych, szczegoélnie tych zwigza-
nych z filozofig platonska. Zatozycielem Szkoty Atenskiej byt Plutarch z Aten
(ok. 350-432 n.e.), ktory ksztattowat Akademie w duchu neoplatonskim.
Znany jest z licznych komentarzy do Platona, Arystotelesa, Parmenidesa
i Gorgiasza. W ogromnej wiekszos$ci prace te zaginety. Jego nastepca w Aka-
demii byt Syrian, ktory objat funkcje kierownika po Smierci mistrza w 432
roku. Pisal réwniez liczne komentarze, ktore miaty duze oddzialtywanie filo-
zoficzne i kulturowe. Szczeg6lnie warto wspomnie¢ o komentarzu do Meta-
fizyki Arystotelesa (ktdry cze$ciowo przetrwatl do naszych czaséw) i zagi-
nionych komentarzach do 7imajosa, Parmenidesai Paristwa Platona czy do
wielu pism logicznych i przyrodniczych Arystotelesa. Bronit platonskiego
rozumienia matematyki w opozycji do koncepcji Arystotelesa%2.

Na stanowisku kierownika szkoty Syriana zastgpit Proklos z Konstanty-
nopola (ok. 410-485) (byt jego uczniem oraz uczniem Plutarcha), i prowa-
dzit te placoéwke az do swojej Smierci. Rozwijat filozofie neoplatonska (to za
jego posrednictwem $redniowiecze otrzymato wiedze na temat filozofii pla-
tonskiej), badat réwniez historie greckiej geometrii i chyba jako ostatni po-
siadat Historie geometrii Eudemosa. W swoim komentarzu do Elementow

40 Appendix. Philodemus’ History of the Philosophers, [w:] Plato’s Academy, s. 276-383.

41 G. Reale, Historia filozofii starozZytnej. Szkoty epoki cesarstwa, ttum. E.I. Zielinski, t. 4, Wy-
dawnictwo KUL, Lublin 1999, s. 625-638.

42 G. Reale, Historia filozofii starozytnej t. 4, s. 656-660.
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zamies$cit obszerne streszczenie tej pracy, ktore jest istotnym zZrédiem na te-
mat wczesnej greckiej matematyki. Ten komentarz ma réwniez duze znacze-
nie dla recepcji Euklidesa. Proklos bada podstawy geometrii, przyjete przez
Euklidesa aksjomaty i postulaty, i sprawdza, czy pigtego postulatu - o réw-
nolegtych - nie da sie wywieZz¢ z pozostatych. Zamieszcza tam réwniez
wazne dla rozwoju nauki nowozytnej tzw. twierdzenie Kopernika: jesli
okrag toczy sie bez poslizgu we wnetrzu okregu o dwa razy wiekszym pro-
mieniu, to dowolny punkt na mniejszym okregu porusza sie po $rednicy du-
zego. Przypisuje mu sie réwniez nastepujace twierdzenie: jesli odcinek prze-
suwa sie tak, ze jego korce s3 stale na pewnych dwéch przecinajacych sie
prostych, to dowolny wewnetrzny punkt tego odcinka zakresli fragment
elipsy. Pisat liczne komentarze do dziet Platona (do Kratyla, Parmenidesa,
Panstwa, Timajosa, Alcybiadesa), Arystotelesa, oraz traktaty filozoficzne do-
tyczace wszystkich 6wczesnych dziedzin wiedzy. Napisat wiele prac, z kt6-
rych okoto dwie trzecie zagineto. Dazyt do syntezy réznych obszaréw wie-
dzy. Podobnie w przypadku religii poganskich dazyt do ich potaczenia
i uzgodnienia z teologig pitagorejczykow i Platona. Byta to summa teologii
poganskiej, majgca ukazac jej wyzszo$¢ nad chrzesScijanstwem. Byt autorem
koncepciji, ze do prawdy prowadza trzy drogi: naukowa, mityczna i religijna,
wykorzystujgce odpowiednio rozum, wyobraznie oraz mistyczne zjednocze-
nie z Absolutem. Rozum, dostrzegajac sprzeczno$ci w poznaniu zmystowym,
kieruje do wyzszych rodzajéw poznania*3. Nastepca Proklosa zostaje Mari-
nos z Neapolis (Samaria) (ok. 440-po 486), autor zachowanego komentarza
do dzieta Euklidesa Dane, biografii swojego mistrza Proklosa oraz zaginio-
nego komentarza do ParmenidesaPlatona*. Ostatni scholarcha Szkoty Aten-
skiej, Damascjusz z Damaszku (ok. 462-po 538), przezyt jej zamkniecie
w 529 roku. Jak w przypadku innych uczonych, jego prace w wiekszosci za-
ginety. W catosci przetrwat komentarz do Parmenidesa, traktat O pierw-
szych zasadach oraz fragmenty komentarzy do Fedonai Fileba*.

Dzieki Ammoniuszowi (ok. 435-po 515), uczniowi Proklosa, w szkole
aleksandryjskiej przyjeta sie metoda komentowania jako klucza w docho-
dzeniu do prawdy. Pod koniec V wieku zaczat kierowa¢ ta szkota i miat wielu
ucznidéw, a wsrod nich: Damascjusza, Symplicjusza, Jana Filipona oraz Euto-
cjusza. Z jego licznych komentarzy zachowaly sie jedynie komentarze do
O interpretacji Arystotelesa i Isagogi Porfiriusza. Juz tylko czeSciowo prze-
trwaty komentarze do Kategorii, Analityk pierwszych, O niebie oraz Fedona.

43 T.L. Heath, A History of Greek Mathematics, t. 2, s. 529-537.
44 Ibidem, s. 537-538.
45 G. Reale, Historia filozofii starozytnej, t. 4, s.. 677-685.
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Niektore komentarze jego uczniéw oparte sg na zaginionych p6Zniej pracach
mistrza, np. Komentarz do ,Metafizyki” czy do Komentarz do ,, Wprowadze-
nia do matematyki” Nikomacha. Istotnym elementem studiéw byly prace
nad dzietami Arystotelesa wg ustalonego schematu, w ktérym rozpoczynano
od prac logicznych, aby nastepnie przejs¢ do etyki, fizyki, matematyki i me-
tafizyki. Ten schemat w duzej mierze sie utrwalit. Chodzito teZ o umiejetno$¢
dostrzezenia i uzasadnienia spojnos$ci dziet Arystotelesa i Platona oraz zgod-
nosci miedzy ich systemami¢é.

Eutocjusz z Askelon (ok. 480-540) zostat nastepcg Ammoniusza. Napisat
komentarze do prac Archimedesa (O kuli i walcu, O kwadraturze kofa,
O réwnowadze, O pomiarze kota), do Apoloniusza (zachowaty sie komenta-
rze do pierwszych czterech ksiag StoZkowej) oraz do pierwszej ksiegi A/ma-
gestu Ptolemeusza. Prace Eutocjusza majg ogromne znaczenie dla badan hi-
storii matematyki. Dzieki niemu ocalato wiele wynikéw autoréw, ktoérych
oryginalne prace zaginety. Jego komentarze miaty nieco inny charakter. Nie
komentowat kolejnych fragmentéw prac, lecz analizowat je pod katem ba-
danych problemoéw, przywotujgc réznych autoréw. Badat przyktadowo za-
gadnienie podwojenia szeScianu czy znalezienie dwdch srednich proporcjonal-
nych i wskazywat na propozycje rozwigzan u Platona, Menaichmosa, Archytasa,
Filona z Bizancjum, Nikomedesa, Eratostenesa, Dioklesa, Herona i Pappusa. Od-
kryl réwniez rozwigzanie réwnania sze$ciennego (a — x)x? = bc? przy po-
mocy krzywych stozkowych (uzupehit brakujgce rozwigzanie problemu po-
stawione przez Archimedesa w Kuli i walcu)*.

Kolejnym wybitnym komentatorem byt filozof bizantyjski Symplicjusz
z Cylicji (ok. 490-560), ktory swoja edukacje zdobyt w Aleksandrii u Ammo-
niusza. Byt tez uczniem Damascjusza, w jego wiec osobie mamy kontynuacje
idei Akademii. Byt autorem licznych komentarzy do Arystotelesa ( Kategorie,
Fizyka, O niebie), Euklidesa (zachowat sie tylko w czes$ci) oraz Platona ( Fe-
donnie zachowat sie). Prébowat stworzy¢ synteze filozofii Platona i Arysto-
telesa. Prowadzit tez poganska (w duchu neoplatoniskim) polemike z ideami
chrzescijanskimi. Kiedy jednak cesarz Justynian podjat decyzje o zamknieciu
w 529 roku szkoty (w ramach zamkniecia wszystkich szkét poganskich), zy-
cie filozoficzne Akademii zamarto. De facto za koniec tej instytucji mozna
uzna¢ moment $mierci Symplicjusza w 560 roku.

Komentujac Kategorie Arystotelesa, Symplicjusz przywotuje calg histo-
rie komentarzy do tego dzieta (w tym Porfiriusza, Aleksandra z Afrodyzji,
Archytasa, Jamblicha). Mamy tu do czynienia z kompleksowym ujeciem za-

46 7rodto: https://plato.stanford.edu/entries/ammonius/ [stan z 25.05.2021].
47 lbidem, s. 540-541.
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gadnienia i pokazaniem, jak te komentarze pozwalajg w pelni zrozumie¢
mys$l Arystotelesa. Zawierajg tez liczne cytaty z analizowanych i przywoty-
wanych prac i odnosza sie do catosci pogladéw danego filozofa. Wiele zagi-
nionych dziet zostato zrekonstruowanych dzieki pracom Symplicjusza.

Symplicjusz podejmuje tez samodzielnie wazne kwestie filozoficzne.
Prébuje rozwigzac¢ paradoks zwigzany z podziatem czasu na przesztos¢, te-
razniejszo$¢ i przyszto$¢ (zadna z tych czesci de factonie istnieje). Broni re-
alnosci czasu, uzasadniajac za Arystotelesem, Ze ma charakter ciggty, a po-
dziat jest jedynie konstrukcjg umystu. Uwaza tez, za Arystotelesem, Ze Swiat
jest nieskonczony i niezniszczalny. Natomiast nie zgadza sie z pogladem Ary-
stotelesa na temat miejsca. Wedtug niego, miejsce nie jest granicg ciata, lecz
obejmuje wszystkie jego czesci. Jest kategorig bytu (r6zng od kategorii ilo-
$ci) organizujacy jego strukture. Kluczowe znaczenie ma odrzucenie Arysto-
telesowskiego wykluczenia matematyki z badania przyrody. Postuluje ma-
tematyzacje fizyki i uwaza, Ze istnieje naturalne przejscie od fizyki do mate-
matyki. Te uwagi znajduja sie w komentarzu do Fizyki Arystotelesa*s.

Oczywiscie, komentarze do greckich matematykoéw i filozoféw nie ustajg
wraz z koncem czaséw antycznych. Kolejna epoka, sredniowiecze, przyjeta
metode komentarzy jako kluczowy element badan naukowych. Ta metoda
wigzala sie z uznaniem wartos$ci wielkich uczonych greckich i hellenistycz-
nych i prowadzita do préb kontynuowania i rozwijania ich dorobku. W duzej
mierze przez wiele wiekow byto to odzyskiwanie tego dorobku i jego rozpo-
wszechnianie.

Istotne znaczenie dla uratowania dorobku antycznego miaty tez komen-
tarze i ttumaczenia dokonywane przez muzutmanskich uczonych. Najwybit-
niejsi z nich to, m.in.: Hunajn Ibn Ishak, Al-Kindji, Sabit Ibn Kurra, Hubajsz Ibn
al-Hasan oraz Kusta Ibn Luka.

Pewne znaczenie dla ocalenia i przekazania dorobku matematycznego
miata tez nauka rzymska. Tutaj szczeg6lna postacia jest Boecjusz (ok. 480-
524 n.e.), jeden z najwybitniejszych uczonych rzymskich, dziatajgcy pod ko-
niec starozytnos$ci. Byt filozofem, matematykiem oraz teologiem. Przettuma-
czyt z greki na tacine wiele prac, w tym teksty Arystotelesa (gltéwnie lo-
giczne), Euklidesa (Elementy), Ptolemeusza, Archimedesa (mechanike),
prace Nikomacha, ponadto fragmenty teologiczne Platona i muzyczne pita-
gorejczykéw. Boecjusz byt mezem stanu, doradca na dworze gotyckiego ce-
sarza Rzymu, Teodoryka. Zyjac w konczacej sie cywilizacji, chciat ocali¢ pod-
stawy wiedzy i przekaza¢ kolejnym pokoleniom. Dlatego pisat podreczniki

48 Ibidem, s. 538-540.
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sztuk wyzwolonych. Napisal wprowadzenie do arytmetyki oraz do muzykKi.
Planowal przettumaczy¢ na tacine cato$¢ dziet Platona i Arystotelesa, i po-
kaza¢, Ze te dwa systemy filozoficzne dopetniaja sie i dopiero ujete w catosci
mowig prawde o $wiecie. Tragiczna Smier¢ (zostat $ciety) sprawita, ze tylko
w niewielkim stopniu zrealizowat ten projekt. Napisat jednak wiele komen-
tarzy do tekstow starozytnych uczonych i filozoféw, ktore staty sie waznym
zrodtem wiedzy dla ludzi $redniowiecza. Najbardziej znane sa komentarze
do /sagogiPorfiriuszaido tekséw logicznych Arystotelesa. Podobno pisat tez
komentarze do dziet astronomicznych, ktore jednak nie przetrwaty. Uznaje
sie $mier¢ Boecjusza za koniec nauki starozytnego Rzymu. W dzietach po-
wstajgcych na poczatku Sredniowiecza korzystano w duzym stopniu z tek-
stow Boecjusza, ktore jednak przekazywaty nauke starozytnych w znacznie
okrojonej formie, np. twierdzenia geometryczne podawane byty bez dowo-
dow. Interesowaty go zasadniczo dwa aspekty matematyki: jej zwigzek z fi-
lozofia oraz jako narzedzie pomiaréw. I w tym tez zakresie matematyka sta-
rozytnych byla przekazana Europie Zachodniej w pierwszych wiekach $re-
dniowiecza*°.

Pod koniec istnienia starozytnego Rzymu dziatat jeszcze jeden matematyk
rzymski, Wiktorinus, pracujgcy nad ulepszeniem kalendarza. Opracowat teorie
paschalin, w ktdrej skoordynowat cykl ksiezycowy (19 lat) z cyklem stonecz-
nym (28 lat), pozwalajace na doktadne wyznaczanie terminu Wielkanocys°.

7. Rozw0j matematyki hellenistycznej w pdzniejszym
okresie dziejow

Matematyka hellenistyczna nie upadta, mimo Ze rézne czynniki, gtéwnie
polityczne, doprowadzaty do niszczenia jej dorobku i blokowania rozwoju.
Jezeli warunki zewnetrzne na to pozwalaty - znéw sie odradzata. Po likwi-
dacji oSrodka w Aleksandrii i w Atenach uczeni przewaznie przenoszg sie do
Bizancjum, nowej stolicy Imperium Rzymskiego.

Juz w roku 425 zostal zatozony uniwersytet w Konstantynopolu, jako
uczelnia majaca korzenie hellenistyczne, jednak utworzona na potrzeby
panstwa chrze$cijanskiego. Powoli zaczeli pojawia¢ sie rodzimi uczeni. Naj-
wybitniejszymi z nich na poczatku istnienia Bizancjum byli Antemiusz
z Tralles (ok. 474-534) oraz Izydor z Miletu (ok. 442-537). Wznies$li oni
w latach 537-562 monumentalny kos$ci6t Hagia Sophia (Ko$ciét Madrosci

49 C.B. Boyer, U.C. Merzabach, A History of Mathematics, s. 171-172.
50 J. Awrejcewicz, V. A. Krysko, Y. V. Chebotyrevskiy, Od piramid do gwiazd, s. 64.
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Bozej) jako wizytowke imperium bizantyjskiego. Byto to juz po upadku
Rzymu (zachodniego) w 476 roku i wczesniejszym przeniesieniu stolicy ce-
sarstwa do Bizancjum w 330 roku przez cesarza Konstantyna. Ogromna bu-
dowle wienczy wspaniata, wielka koputa, ktérej postawienie wymagato bar-
dzo wymyslnej konstrukcji, a co za tym idzie - duzej wiedzy technicznej
i matematycznejsL.

Konstruktorzy $wiagtyni byli architektami i mechanikami, ale przede
wszystkim matematykami, autorami komentarzy do dziet Euklidesa, Archi-
medesa i Herona (ktéry wtasnie pisat prace o konstrukeji sklepien). Izydor,
w ramach dziatalno$ci matematycznej, wydat traktaty Archimedesa i Eukli-
desa oraz opatrzyt je swoimi komentarzami. Obaj byli architektami stolicy
i mieli udziat w wielu pracach architektonicznych. Studia odbyli w Aleksan-
drii, a nastepnie nauczali geometrii. Antemiusz poza nauczaniem geometrii
prowadzit badania nad zwierciadtami zapalajagcymi. Kontynuowat badania
Herona nad maszynami parowymi, ktére réwniez konstruowat. Praca Ante-
miusza O znaczacych urzadzeniach mechanicznych znana byta matematy-
kowi arabskiemu Alhazenowi oraz Witelonowi. Tam wta$nie Antemiusz opi-
suje tzw. ptonace lustra oraz pokazuje (rozwigzuje postawiony wcze$niej
problem), jak sprawi¢, aby promien storica przechodzacy przez matg szcze-
line padat o kazdej porze dnia i roku w to samo miejsce>s2.

Roéwniez w zachodniej czeSci imperium rzymskiego, juz po jego upadku,
nie zanika catkowicie nauka. Dziata wspomniany juz Boecjusz. Jest doradca
cesarza Teodoryka, ostatnim uczonym rzymskim i pierwszym chrze$cijan-
skim znajgcym nauke grecka. To wtasnie z jego ttumaczen (na facine) i ko-
mentarzy Europa Zachodnia przez wiele wiekdw zdobywa wiedze o greckiej
nauce i filozofii. Powstajg pierwsze zakony (529 r. - zakon benedyktyndw,
anastepnie w XII - cystersi, a w XIII - franciszkanie i dominikanie). Powstajg

51 Koscidt byt wielokrotnie atakowany przez ludzi i sity natury. Jeszcze w trakcie budowy
w 558 roku miato miejsce trzesienie ziemi, ktore doprowadzito do zawalenia kopuly. Jed-
nak szybko ja odbudowano. Podobnie, gdy w czasie réznych zamieszek czy dziatan zbroj-
nych byl podpalany, w krétkim czasie przywracano jego wspaniaty wyglad. W 989 roku
koputa ulegta znowu zniszczeniu podczas kolejnego silnego trzesienia ziemi. Odbudowat
ja ormianski architekt Trdat. W czasie IV krucjaty w 1204 roku ko$ciét byt spladrowany
i zbezczeszczony przez krzyzowcédw. Ostatnia msza odbyta sie 28 maja 1453 roku, na
krétko przed zdobyciem miasta przez Turkéw. Sktécone do tej pory odtamy chrzescijan
(katolicy i prawostawni) wspdélnie odprawili te uroczysto$¢. Byto juz jednak za p6zno. Ist-
niejace od ponad tysiac lat chrze$cijaniskie Cesarstwo Bizantyjskie przestato istnie¢. Por.
Encyklopedia kultury bizantyniskiej, Warszawa 2002, s. 190-95; D.M. Nicol, Konstantyn XI
ostatni cesarz Bizancjum, Gdansk 2004, s. 65.

52 T.L. Heath, A History of Greek Mathematics, t. 2, s. 541-543.
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liczne szkoty przyklasztorne, w ktérych najpierw uczono elementarnych
wiadomosci (w tym uprawy roli i sztuki réoznych rzemiost). Stopniowo pod-
nosit sie poziom cywilizacyjny ludéw, ktére opanowaty i zasiedlity tereny
dawnego imperium rzymskiego (zachodniego). Niektére z tych szkot prze-
ksztatcajg sie z czasem w osrodki naukowe (szkota w Chartes czy w Oksfor-
dzie) i uniwersytety (od przetomu XI i XII wieku).

Kazda z przedstawionych poprzednio idei zwigzanych z nauka ogélng
powodowata pojawienie sie nowych pomystéw matematycznych (ktére
byly realizowane jako swoista konkurencja dla logiki Arystotelesa, dialek-
tyki Platona czy pitagorejskiej koncepcji ukazywania obecno$ci matematyki
w $wiecie materialnym) i przyczyniata sie do znaczacego rozwoju matema-
tyki. Poczynajac od Archimedesa, Apoloniusza i jego nastepcow, rozwijana
jest matematyka ogoélna. Okazata sie ona syntezg koncepcji pitagorejskiej,
demokrytejskiej, platoniskiej i arystotelesowskiej, i ich dopetnieniem. Pro-
jekt nauki stworzony przez Arystotelesa i zorganizowany przez niego Like-
jon wyznaczyty w duzej mierze na kolejne wieki sposéb organizowania ba-
dan naukowych i nauczania. Zatozony krétko po Smierci Arystotelesa Muse-
jon w Aleksandrii utworzono na wzoér szkoty Arystotelesa i mozna uzna¢ go
za kontynuacje tej szkoty, chociaz sam Likejon jeszcze przez pewien czas ist-
niat. Rozwijal sie intensywnie przez pierwsze kilkadziesiat lat, do 286 roku,
za czaséw pierwszych scholarchéw (Arystotelesa, Teofrasta z Eresos i Stra-
tona z Lampsaku). PdZniejszy, juz nie tak intensywny, rozwdj zostat prze-
rwany przez Sulle, ktéry w 86 roku p.n.e. zdobyt Ateny, zniszczyt Akademie
i rowniez Likejon. Natomiast rekopisy Arystotelesa, jako cenng zdobycz wo-
jenng, wywiozt do Rzymu i nakazat ich przettumaczenie na tacine. Ten epi-
zod sprawil, ze my$l Arystotelesa od poczatku oddziatywata znaczaco na
kulture zachodnia.

Réwniez inne naukowo-dydaktyczne o$rodki hellenistyczne, a takze bi-
zantyjskie, islamskie oraz zachodnioeuropejskie majg podobny sposéb funk-
cjonowania. Arabowie, po powstaniu swojej religii (w 622 roku) i po podbi-
ciu znacznych terenéw na wschodzie, wiaczyli w obszar swojej religii i kul-
tury osiagniecia panstw stojgcych na znacznie wyzszym poziomie cywiliza-
cyjnym (Persja, Chorasan, Syria, Mezopotamia, Egipt), gdzie tradycje nau-
kowe byty ogromne i nauka hellenistyczna (w tym badania matematyczne)
ciagle byta uprawiana. Od potowy VIII wieku trwat okres znaczacego roz-
woju kultury i nauki w panstwach islamskich, zwigzany z otwarciem na kul-
tury obce, tolerancja i dopuszczeniem uczonych do badan naukowych,
a wrecz stworzeniem dla nich bardzo sprzyjajacych warunkéw. Powstajg
rozne osrodki naukowe, badawcze i edukacyjne zwigzane z rozwojem nauk
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Scistych, przyrodniczych i filozofii (nastgpito wyrazne , przekroczenie” idei
tkwigcej u powstania szkdt muzutmanskich, jako czysto religijnych szkot ba-
dajacych Koran). Czytano, ttumaczono na arabski, analizowano i badano tek-
sty gtéwnie uczonych greckich i hellenistycznych. Jezyk arabski stat sie jezy-
kiem nauki, w ktérym powstato wiele wybitnych dziet z matematyki, astro-
nomii, medycyny i innych nauk. Ztoty okres rozwoju arabskiej nauki i filozo-
fii to VIII i IX wiek, a upadek nastapit po podbojach mongolskich w XII wieku,
kiedy zostaty zniszczone gtéwne oSrodki naukowe wraz z ksiegozbiorami.

Przyjrzyjmy sie teraz kilku najwazniejszym islamskim o$rodkom nauko-
wym. Jednym z nich stat sie (na poczatku IX wieku) Merw w Chorasanie
(Azja Srodkowa) pod rzadami kalifa al-Mamuna®3. Innym waznym o$rod-
kiem jest Harran, miasto mezopotamskie, potozone we wschodniej czeSci
Azji Mniejszej, na skrzyzowaniu waznych drdg, znane juz w XIV wieku p.n.e.
Tutaj wtasnie, po zamknieciu Szkoty Atenskiej, schronita sie grupa filozoféw
neoplatonskich, z Symplicjuszem na czele. Miasto to stanowito centrum hel-
lenizmu jeszcze przez kilka wiekdw. To centrum naukowe byto naturalnym
pomostem miedzy antyczng Grecja a czasami islamu i wzorem uprawiania
nauki dla budowanych przez Arabéw os$rodkéw naukowych.

Wsrdd osrodkéw islamskich kluczowe znaczenie miat Bagdad. To w nim
powstat potezny o$rodek ttumaczeniowy i badawczy. Zatozony przez al-Ma-
muna (z rodu Abbasydéw) w 830 roku w Bagdadzie ,Dom Madrosci” (Bajt
al-Hikma) stat sie miejscem prowadzonych na ogromng skale przektadéw
na jezyk arabski dziet greckich i hinduskich (gtéwnie z matematyki, astro-
nomii oraz medycyny), ale takze miejscem edukacji oraz intensywnej twor-
czej pracy naukowej. Tam dziatat jeden z najwiekszych matematykéw, po-
chodzacy z Chorezmus4, al-Chuwarizmi (ok. 780-850). Pochodzit najpraw-
dopodobniej z zaratustrianskiego rodu kaptanskiego (Zaratustra, perski
prorok, zatozyt swoja religie ok. 1000 roku p.n.e.).

Bagdad stat sie stolicg kalifatu arabskiego i jednym z najpiekniejszych
miast za rzadéw Abu Dzafara al-Mansura (budowany od roku 762 jako cen-
trum polityczne i kulturalne). Natomiast kalif Harun ar-Raszid, rzadzacy

53 Chorasan zostat opanowany przez muzutmanéw w 651 roku. Miasto to zostato zatozone
przez Aleksandra Macedornskiego jako Aleksandria Margianska, a pézniej po zburzeniu od-
budowane przez Antiocha I Sotera i przemianowane na Antiochie Margianska. Miasto
Merw byto jednym z centréw nauki i kultury az do poczatkéw XIII wieku, kiedy to zostato
zniszczone przez najazd Mongotéw.

54 Chorezm jest jednym z najstarszych oérodkéw cywilizacji w Azji Srodkowej (od III tysigc-
lecia p.n.e.). Jego znaczacy rozwdj datuje sie od VIII wieku p.n.e., a szczegdlny okres roz-
kwitu to czas, ok. 300 lat, od momentu, gdy Aleksander Wielki opanowuje te kraine w 328
roku p.n.e. Na poczatku VIII wieku dostaje sie pod panowanie muzutmarnskie.
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w tym samym czasie, co Karol Wielki w Europie, postawil na nauke i zaczat
gromadzi¢ potezng biblioteke. Warto wspomnie¢, Zze wsp6lnym wrogiem
obu wladcéw byto chrzescijaniskie Cesarstwo Bizantyjskie. Jego nastepca
udostepnit te biblioteke wszystkim uczonym ze $wiata islamu. Bajt al-Hikma
byta de facto islamska uczelnig wyzszg, jedna z najwazniejszych w ciggu
miejsc naukowo-edukacyjnych, poczynajac od Likejonu i Musejonu. Byta tam
nie tylko biblioteka (podzielona na dziaty tematyczne) i biuro thumaczen, ale
réwniez dziat kopiowania (niezmiernie wazny dla zachowania dorobku na-
uki antycznej), obserwatorium astronomiczne i miejsce pracy badawczej
(pielegnowano szczegolnie filozofie i nauki $ciste). Podobnie jak Musejon,
Bajt al-Hikma objeta byta mecenatem panstwowym, a ksigzki zbierane, prze-
znaczone do kopiowania i tlumaczenia byly wybierane przez specjalng
grupe uczonych. Interesujacy byt sposéb zdobywania ksiegozbioru, ktory
pochodzit w duzej mierzy z Bizancjum. Al-Mamun, podpisujgc zawieszenie
broni z wiadcg Cypru, zazadat od niego ksigzek greckich, w zamian za pokoj,
natomiast cesarza bizantyjskiego prosit o mozliwos¢ zabrania wybranych
dziet. Wyboru dokonali uczeni muzutmanscy i ksigzki przywiezli do Bagdadu.

Lata $wietnoSci tej uczelni przypadaja na VIII i IX wiek, kiedy to liczba
przechowywanych dziet przekroczyta 400 tysiecy.

W dziatalno$ci przektadowej Bajt al-Hikma brali udziat przedstawiciele wszystkich
chyba nacji i religii wielkiego imperium Abbasydéw - Arabowie, Persowie, Zydzi, Sy-
ryjczycy i Grecy, chrze$cijanie rozmaitych obrzadkéw i muzutmanie. W akademii ttu-
maczono z rozmaitych jezykéw, ale gtéwny korpus przektadéw dokonywany byt
z jezyka greckiego®s.

Ostatecznie jej kres nastgpit w 1258 roku, kiedy wojska mongolskie zdo-
bywaja Bagdad i niszczg Dom Madro$ci, wrzucajgc do rzeki Tygrys wszystkie
zbiory biblioteki. Historia sie powtarza, stato sie podobnie jak z Biblioteka
Aleksandryjska i innymi tego typu obiektami (instytucjami). Mimo tego,
cze$¢ dziet przetrwata w kopiach i odpisach, ktére znalazty sie w innych
osrodkach (réwniez w Europie)>ss.

W czasie rozkwitu kultury na Wschodzie (oraz w krajach Maghrebu i na
Potwyspie Iberyjskim), w Europie Zachodniej mamy ciagle jeszcze okres
barbarzynstwa, ktéry nastapit po upadku Rzymu i zaludnienia terenéw daw-
nego imperium przez ludy znajdujace sie na duzo nizszym poziomie cywili-
zacyjnym. Jednak nawigzanie kontaktu z nauka hellenistyczna zaowocowato

55 Por. M. Dziekan, Dziatalnos¢ przektadowa w ,Domu Madrosci” (Bajt al-Hikma) w Bagda-
dzie, zrodlo: http://katedra.uksw.edu.pl/awicenna/bajt_al_hikma.pdf, s. 7 [stan z 24.04.
2021].

56 [bidem, s. 6.
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powstaniem silnych o$rodkéw naukowych. Samo chrzescijanistwo stato sie
tez waznym czynnikiem zachowania i odzyskiwania dorobku nauki starozyt-
nej. Z niektérych istniejacych przy katedrach osrodkéw edukacyjnych po-
wstajg uniwersytety jako wspolnota uczonych i studentéw. Sg to o$rodki na-
ukowe, jak i edukacyjne, otwarte teoretycznie dla wszystkich (barierg mogty
by¢ potrzebne na studiowanie Srodki finansowe), pozwalajace zdoby¢ nie
tylko wiedze na odpowiednim poziomie, ale réwniez uzyska¢ stopnie nau-
kowe, dajace stosunkowo wysokie miejsce w hierarchii spotecznej. Edukacja
uniwersytecka otwierata wiec droge awansu spotecznego, rozszczelniajac
istniejgcy system podziatu spotecznego na klasy i warstwy. Doprowadzita do
powstania nowego stanu spotecznego - stanu uczonych, opartego o budo-
wang hierarchie akademicka. Ten fakt miat kolosalne znaczenie dla rozwoju
nauki i zmian spotecznych, ktére dokonaty sie w kolejnych wiekach.

Idea uniwersytetu nawigzywata do pomystéw budowy o$rodkéw nauko-
wych w poprzednich okresach, wnosita jednak istotne novum, a byty nim:
autonomia uniwersytetu wobec wtadz panstwowych, jak i koscielnych (uni-
wersytety stanowity tak zwang trzecig wtadze w czasach Sredniowiecz-
nych), charakterystyczne, wydzielone i odpowiednio zorganizowane miej-
sce (campus) oraz wewnetrzne prawo obowigzujace na terenie campusu
(miejsce eksterytorialne). Nie mniej wazny byt sposéb dziatania uczelni, po-
legajacy ma budowaniu wspomnianej wspélnoty uczonych i studentéw, zdo-
bywaniu kolejnych stopni naukowych, organizacji nauczania i metody prowa-
dzenia prac edukacyjnych i naukowych (metoda scholastyczna polegata na ko-
mentowaniu i rozwijaniu mysli wybitnych uczonych, gtéwnie starozytnych).

Uniwersytety cechowaty sie ,uniwersalnoscig”, co oznaczato, ze w ra-
mach badan uniwersyteckich wszystkie obszary badan byty dozwolone, na-
uka byta dostepna dla wszystkich, a podstawa nauczania byly tak zwane
sztuki wyzwolone (nazwa nie byta przypadkowa) oraz filozofia. Do dyscy-
plin uniwersyteckich zostaty wlaczone prawo, medycyna oraz teologia jako
ukoronowanie kolejnych szczebli edukacji. Jedno$¢ dyscyplin naukowych
zapewniala, przynajmniej na poczatku, logika. Byta istotng podstawa
wszystkich nauk. Scholastycy doprowadzili do perfekcji logike Arystotelesa
i stoikdw, dziatali jednak w ramach arystotelesowskiego projektu nauki, co
uniemozliwito dalszy jej rozwdj. Dopiero wej$cie mocniejsze matematyki
w czasach nowozytnych ukazato petniej uniwersalny charakter nauki uni-
wersytecKiej.

Poczynajac od XII wieku, powstajg w Europie kolejne uczelnie, a miasta,
bedace ich osrodkami, stajg sie centrami nauki i kultury. Widzimy wyrazna
analogie do okresu hellenistycznego, z jedng wszak kluczowg r6znica. Tam
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uczelnie powstawaty jako miejsca tworzenia syntezy greckiej i wschodniej
kultury i nauki oraz ich rozwijania przez elity tych krajéw. W $redniowiecz-
nej Europie natomiast uniwersytety byty narzedziem podnoszenia poziomu
cywilizacyjnego i budowania nowych elit oraz otwierania mozliwosci
awansu spotecznego. Trzeba zauwazy¢, ze okres rozwoju i rozkwitu idei uni-
wersytetu zaowocowat powstaniem wielu nowych idei i teorii, w tym mate-
matycznych. Istotny byt kontakt z tekstami uczonych antycznych, ich zdoby-
wanie, ,odzyskiwanie”, powolne przyswajanie tresci i rozwijanie. Dziela
greckie byly zdobywane poprzez kontakt z Arabami lub (w pézniejszym
okresie) z Bizancjum. Pod koniec Sredniowiecza (i w renesansie) popularne
staty sie wyprawy handlowo-naukowe do Bizancjum w celu zdobycia grec-
kich papiruséw czy pergamindw.

Wraz z powstawaniem uniwersytetdw réwniez matematyka zaczeta
stopniowo zdobywac¢ uznanie w panstwach Europy Zachodniej. Szersza wie-
dza matematyczna byta zdobywana poprzez pisma arabskie i bizantyjskie.
Przeszkoda byta jednak staba znajomo$¢ arabskiego i greki oraz duza prze-
pas¢ cywilizacyjnas? Europy w stosunku do tamtych kultur. Wprawdzie Ka-
rol Wielki (sam niepiSmienny, wtadajgcy na przetomie VIII i IX wieku twérca
imperium zachodnioeuropejskiego) préobowat podnie$¢ poziom wyksztatce-
nia w swoim panstwie poprzez wiele inicjatyw edukacyjnych i naukowych
(powstanie Szkoty Patacowej, powotanie centrum naukowego we Frankfur-
cie, pomyst powszechnego ksztatcenia wszystkich warstw spoteczenstwa),
jednak z powodu matej liczby uczonych zrealizowatl te ambitne pomysty
tylko w matym stopniu. W tym okresie (przed XII wiekiem) mozna wskaza¢
w Europie Zachodniej niewielu matematykéw. Jednym z nich byt zyjacy na
przetomie VIII i IX wieku stynny Alkuin (735-804), twoérca reformy naucza-
nia w panstwie Karola Wielkiego (pisat podreczniki z arytmetyki, geometrii
i astronomii dla poczatkujgcych) i zarazem jeden z konstruktoréw odrodze-
nia karolinskiego. Kolejnym byt Gerbert (ok. 945-1003, w latach 999-1003
byt papiezem Sylwestrem II), ktéry pierwszy zaczat w Europie uzywac nu-
meracji hinduskiej (umieszczone na desce rachunkowej, abaku, Zetony,
zwane apeksami, numerowat oznaczeniami zblizonymi do tych cyfr), cho-
ciaz musiato uptynaé jeszcze kilka wiekéw, zanim ta numeracja zostata
uznana za przydatng w liczeniu i upowszechniona. W latach 972-982 kiero-

57 Matematyka w pierwszym okresie Sredniowiecza, poczynajac od VIII wieku, byta inten-
sywnie rozwijana przez matematykow hinduskich i arabskich. Zajmowali sie oni gtéwnie
algebra i astronomig, jednak nie wszystkie najwazniejsze idee matematyki antycznej byty
przez nich rozwijane. Wystarczy wspomnie¢ o tak wielkich matematykach arabskich, jak:
al-Chuwarizmi, zyjacy na przetomie VIII i IX wieku, czy Omar Chajjam (1048-1131).
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wat szkotg katedralng w Reims, gdzie wyktadat matematyke, logike i filozo-
fie. Jest autorem wielu prac, w ktérych przyblizat dzieta Boecjusza i Ele-
mentyEuklidesa®8. Na przetomie XII i XIII wieku nastepuje juz znaczacy roz-
woj nauki, przede wszystkim logiki, ale rowniezZ matematyki. Rozwdj ten
osigga swoje apogeum w XIV wieku i zostaje przerwany przez epidemie
dZzumy w potowie tego stulecia.

Istnieje kilka mitow zwigzanych z powstaniem i rozwojem matematyki
oraz, szerzej, nauki i metody naukowej. Bardzo powszechny jest ten, ktéry
glosi, Ze nauka narodzita sie w czasach nowozytnych w pracach Kopernika,
Galileusza, Kartezjusza, Keplera i Newtona (stuzy temu tez pojecie rewolucji
naukowej), a to, co dziato sie wcze$niej, to jedynie jakie$s nieSmiate przepo-
wiadanie nauki nowozytnej. Dyskredytuje sie nie tylko nauke $rednio-
wieczna, ale réwniez te z czaséw greckich i hellenistycznych. Rzeczywiscie,
uczeni nowozytni wniesli istotne novum do nauki, o ktérym powiem w ko-
lejnym rozdziale, jednak w duzej mierze wystepowato nawigzanie do nauki
antycznej (i czeSciowo $redniowiecznej) oraz kontynuacja najwazniejszych
idei i teorii naukowych uczonych greckich.

Jak mozna zauwazy¢, w Europies? dochodzito do kilkukrotnego ozywie-
nia naukowego, kiedy nawigzywano relacje z nauka antyczna. Mozna za kaz-
dym razem w takich przypadkach méwi¢ o europejskich renesansach. Wspo-
minatem o dwoch takich ,ozywieniach” naukowych, majacych miejsce jesz-
cze w czasach starozytnych: okres cesarski (I-II wiek n.e.) oraz na pograni-
czu starozytnosci i $redniowiecza (V i VI wiek). Ten drugi jest czasem dzia-
falnosci Boecjusza, ale réwniez uczonych bizantyjskich. Jeden z wazniej-
szych renesanséw wystgpit w czasach islamskich, poczynajac od VIII wieku,
zwigzany z thumaczeniem na jezyk arabski traktatow hellenistycznych oraz
rozwijaniem idei algebraicznych, optycznych (teoria zwierciadet) oraz
astronomicznych (i innych). Ten okres trwat do przetomu XII i XIII wieku,
do czasu zniszczen dokonanych przez najazdy mongolskie. Zgodnie z bada-
niami przywolywanymi przez L. Russo, wzrost zainteresowan matematyka

58 A.P.Juszkiewicz, Matematyka w wiekach sSrednich, s. 318-312.

59 Jest podstawowy problem zwiazany z tym, jak rozumie¢ pojecie ,,Europa” w sensie nauko-
wym i kulturowym. Najbardziej naturalne wydaje sie odniesienie do podstawy geograficz-
nej i politycznej - do imperium zachodniorzymskiego i jego spadkobiercéw w Europie Za-
chodniej i Centralnej (oraz na innych kontynentach, ktére znalazty sie pod wptywem poli-
tycznym i kulturowym Europy). Nauka europejska sg to wiec te idee, ktére rodzity sie
w tym kregu politycznym. Jednak bez nawiazania do tradycji greckiej i - szerzej - antycz-
nej ten rozwoj bytby, tak naprawde, niemozliwy. Nawet nowe idee znajduja swoje odnie-
sienie do tekstow uczonych starozytnych.
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hellenistyczng jest $ciSle zwigzany z rozwojem aktywno$ci technicznej
i przemystowej. Z samg geometrig zwigzane sg takie nauki, jak: geodezja, na-
uka o przyrzadach pomiarowych, o soczewkach i zwierciadtach, o automa-
tach, o rurociggach wodnych i inne. I takie ozywienie gospodarcze w krajach,
w ktorych do matematyki nawigzywano, miato miejsces?.

Natomiast od XII wieku rozpoczyna sie ,,odrodzenie” naukowe w Europie
Zachodniej (chociaz lepszym bytoby okreslenie, ze w tym okresie dopiero
pojawia sie wieksze zainteresowanie matematyka i innymi naukami). Wigze
sie to z szerszymi kontaktami handlowymi z kupcami arabskimi, ze zdoby-
ciem Pétwyspu Iberyjskiego i Sycylii, ktore wczesniej byty w rekach muzut-
manskich i gdzie znajdowaty sie osrodki naukowe z bibliotekami (np. Toledo,
Kordoba), ze zdobyciem na pewien czas cze$ci Bizancjum z licznymi helleni-
stycznymi rekopisami oraz z pézniejszymi kontaktami z tym rejonems?.

Kiedy w 1085 zdobyto Toledo (z rak arabskich), w krétkim czasie po-
wstala tam szkota thumaczy dziet arabskich, greckich i innych na facine lub
hiszpanski. Ttumaczono gtéwnie arabskie dzieta astronomiczne i zebrano je
w tak zwana Ksiege wiedzy astronomicznej. Natomiast angielski uczony
Adelhard z Bath (1090-1160) przettumaczyt na tacine £/lementy Euklidesa
oraz tablice astronomiczne al-Chuwarizmiego (z wyktadem trygonometrii)
i traktat arytmetyczny (gdzie znajdowat sie nowy system liczbowy), a jego
rodak Robert z Chester - traktat algebraiczny islamskiego uczonego. Adel-
hard byt tez autorem samodzielnego dzieta arytmetycznego Reguty abaka,
w ktérym znaczaco korzystat ze zdobytej literatury.

Wazng postacig dla rozwoju matematyki byt zydowski uczony Abraham
bar Hiyya (ok. 1070-1136), zwany Savasordg. Byt autorem kilku dziet ma-
tematycznych i astronomicznych, w tym waznej pracy Ksiega o pomiarach
(elementy geometrii praktycznej oraz algebry). Stata sie ona waznym punk-
tem odniesienia dla najwiekszego matematyka tego okresu Leonarda z Pizy
(1180-1240). Jego najwazniejszym dzielem byta napisana w 1202 roku
Ksiega abaku (sktadajaca sie z pietnastu ksigg). Kluczowa i catkiem orygi-
nalna jest ksiega XII, w ktdrej przedstawia zadania na sumowanie postepow
arytmetycznego i geometrycznego, a przede wszystkim umieszcza swoj
stynny cigg Fibonacciego w zadaniu o krolikach (ile par krélikow zrodzi sie
w ciggu roku z jednej pary, jesli co miesigc rodzi sie kolejna para, ktéra juz
po miesigcu tez co miesigc rodzi kolejne pary kréolikéw). Jest to ciag rekuren-

60 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 354.

61 W czasie IV wyprawy krzyzowej w 1204 roku zostato utworzone Cesarstwo Lacinskie ze
stolica w Konstantynopolu. Istniato do 1261, kiedy wrocito w granice Cesarstwa Bizantyj-
skiego.
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cyjny, w ktérym kazdy wyraz (od trzeciego) jest sumg dwoch poprzednich,
tzn. Uy = Uy + Uy_q. W przypadku tego zadania mamy: 1+ 1+ 2+ 3 +
+5+8+--+ 144 = 376.

Najwybitniejszym ttumaczem epoki byt Gerard z Cremony (1114-1187),
ktéry przettumaczyt z arabskiego na tacine okoto dziewieédziesigt prac,
w tym Euklidesa (Elementyi Dane), Stozkowe Apoloniusza, Mierzenie kofa
Archimedesa, Almagest Ptolemeusza, prace Teodozjusza i Menelaosa, Alge-
bre al-Chuwarizmiego. Rowniez Wilhelm z Moerbeke (ok. 1215-1286)
prowadzit intensywng prace translatorska dziet Arystotelesa, Proklosa, Ar-
chimedesa i Herona. Do ich rozpowszechnienia przyczynito sie wynalezienie
druku w potowie XV wieku, a drukowano je jeszcze w XVII wieku62.

Mimo tych cennych inicjatyw wiele prac uczonych starozytnych i arab-
skich zagineto lub uleglo rozproszeniu, szczegdlnie w burzliwym okresie,
ktdéry rozpoczat sie w Europie Zachodniej od XIV wieku (liczne epidemie,
wojny). Szczegblnym wstrzasem, ktory wstrzymat rozwoj nauki w Europie,
byta wielka epidemia dzumy, ktora trwata w latach 1347-1352 i dotkneta
gtéwnie potudniowo-zachodnie rejony kontynentu (w znacznie mniejszym

stopniu Europe Centralng). Zmarto okoto % ludnosci tych obszaréw, w tym

wielu uczonych (na zaraze umiera m.in. Thomas Bradwardine). Na pewien
czas zanika ciggtos¢ przekazu wiedzy - w relacjach i pracach uczonych XV
i XVI wieku troche wyglada to tak, jak gdyby nauka zaczynata sie od po-
czatku. WyraZne i tworcze nawigzanie do osiggnie¢ uczonych XIV wieku ma
miejsce dopiero w pierwszej potowie wieku XVII.

Mimo przeszkéd powstawaty ciggle kolejne trwate osrodki zaintereso-
wane odzyskiwaniem nauki antycznej. Do najwazniejszych nalezaty Oksford
i Paryz, gdzie zgromadzono pokaZne zbiory prac naukowych uczonych sta-
rozytnych (prace w jezykach greckim, arabskim oraz hebrajskim), ale tez
inne os$rodki uniwersyteckie. To wlasnie w Oksfordzie dziatajg Robert
z Grosseteste i Roger Bacon, goracy zwolennicy nauk matematycznych, za-
chwycajacy sie dorobkiem starozytnych w zakresie optyki, mechaniki i in-
nych osiggnie¢ nauk matematycznych. Od XIII wieku s3g rozpowszechniane
w Europie zegary mechaniczne oparte na reduktorach (znane i opisywane
przez Herona w jego Mechanice i wykorzystywane do konstrukcji helleni-
stycznych planetariow i chinskich zegaréw astronomicznych) oraz poja-
wiajg sie tablice astronomiczne wykorzystywane przez Hiszpanie i Portuga-
lie do sporzadzania w miare precyzyjnych map, niezbednych do morskich
podrozy. Przyspieszenie odrodzenia nastgpito w XV wieku, krétko przed i po

62 A.P. Juszkiewicz, Matematyka w wiekach Srednich, s. 319-324.
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upadku Bizancjum, gdy liczne grupy przywoza do Wtoch rekopisy helleni-
styczne. Byt to dochodowy interes wobec wzrostu w Europie zainteresowa-
nia dorobkiem greckich uczonych i artystéw. Stynny Giovanni Aurispa (ku-
piec i uczony) przywozi w 1423 rok az 238 rekopiséw®3. Znane z dziet Leo-
narda da Vinci (1452-1519) opisy fantastycznych maszyn pochodza gtow-
nie z prac Herona oraz Filona z Bizancjum (przektadnie redukcyjne, fon-
tanny Herona, mtoty mechaniczne, todzie napedzane kotami, pity wodne, to-
zyska kulkowe, maszyna parowa). Proponowane urzgdzenia ewidentnie
przekraczaty mozliwosci techniczne epoki i przez pewien czas traktowane
byty jedynie jako ciekawostki.

Jednym z fenomenéw rozwoju nauki (w tym gtéwnie matematyki) w cza-
sach nowozytnych jest zalezno$¢ tego rozwoju od odzyskiwania kolejnych
dziet matematykéw greckich z czaséw antycznych, czy od udostepniania
dziet antycznych szerszemu og6towi poprzez ich ttumaczenie na facine oraz
jezyki nowozytne. To odzyskiwanie i udostepnianie kolejnych dziet wigzato
sie wrecz z przyspieszeniem cywilizacyjnym. Istotne byto szersze udostep-
nienie wiedzy starozytnych, co wigzato sie gtdwnie z wynalezieniem druku
w XV wieku, ale nie tylko. A oto kilka przyktadow.

W 1260 roku ukazuje sie kolejny przektad Flementow Euklidesa (wraz
z ksiegami XIV i XV, ktorych autorem, jak wiemy, nie byt Euklides, oraz z ko-
mentarzami) na tacine. Autor ttumaczenia Giovanni Campana zainteresowat
sie pod wpltywem lektury wielko$ciami cigglymi oraz katami rogoksztatt-
nymi. Zauwaza, ze mimo, iz kat styczno$ci miedzy okregiem i styczng jest
mniejszy od dowolnego kata prostoliniowego (jak dowodzi Euklides), to nie
jest on wielkos$cig zerowa. Inni uwazali inaczej, Ze jest rowny zero albo zZe
nie jest w ogdle wielko$cia. Spor nie zostatl rozstrzygniety, taki bowiem kat
jest przyktadem wielkoSci niearchimedesowej (,nieskoniczenie matej”).

W 1406 roku Jacopo Angelo ttumaczy na tacine Geografie Ptolemeusza
(wychodzi drukiem w 1477). Zostaje na nowo odkryta geografia matema-
tyczna, do rozwoju ktorej kolejny impuls dato odnalezienie w XVI wieku
dzieta Eratostenesa Geographica. Thumaczony jest tez na facine i wydawany
wielokrotnie (pierwsze wydania w 1496) Almagest Ptolemeusza. Od XIII
wieku wychodza tez kolejne dzieta Archimedesa, a w latach 1490-1551
wszystkie jego znane dzieta wraz z komentarzem Eutocjusza (w 1554 uka-
zuje sie grecko-tacinskie wydanie jego dziel). Wydano tez StoZkowe Apolo-
niusza (15371 1566), ZbiorPappusa (1588) i Arytmetyke Diofanata (1532-
1576).

63 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 355-360.
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Sam Kopernik, przychylajac sie do policentrycznej teorii grawitacji, na-
wiazuje do Arystarcha i Plutarcha (ich dzieta tez byly w tym czasie juz do-
stepne). Jak wiadomo, Arystarch byt twérca koncepcji heliocentrycznej, na-
tomiast Plutarch w swoich Moraliach w sposob literacki prezentowat idee
antycznego matematyka. Budujac koncepcje heliocentryczng, Kopernik zre-
konstruowat matematyczng astronomie Ptolemeusza, dokonujac waznych
korekt i formutujgc algorytm stuzacy do obliczania potozen planet (pojawito
sie tez uproszczenie warstwy matematycznej).

W rzeczywisto$ci owa ,rekonstrukcja” wcale nie byta banalna, w A/magescie bo-
wiem nie zamieszczono wskazéwek, jak opracowac algorytm, ktérego stosowanie
opisano i w ktérym zreszta trzeba byto zmieni¢ pewne parametry, aby uwzglednic¢
btedy i zmiany, jakie nagromadzity sie w ciagu czternastu poprzednich stuleci6*.

Z tego wynika, Ze miedzy modelem matematycznym Ptolemeusza a Ko-
pernika istnieje ciggto$¢, natomiast zmiana paradygmatu, o ktérej pisze
T. Kuhn w swojej Strukturze rewolucji naukowej, dotyczy obrazu $wiata, jaki
uksztaltowat sie w oparciu o model ptolemejski. Uczeni hellenistyczni opi-
sywali nowe ciata niebieskie zgodnie z modelem geocentrycznym, jednak
uksztaltowany obraz statycznego Swiata (arystotelesowsko-ptolemejski)
ignorowat takie obserwacje i ttumaczyt te zjawiska w sposéb pozanaukowy
(na przyktad religijny). Nie byto wiec sporu miedzy naukg Ptolemeusza
a Kopernika, lecz miedzy kulturowym obrazem $wiata uksztattowanym
przez wieki w oparciu o model ptolemejski oraz o arystotelesowski system
filozofii przyrody, jak rowniez wierzenia religijne. Jednak w konsekwencji
przyjecia heliocentryzmu Kopernika, poprzez oddzialywanie kulturowe, na-
stgpita zmiana obrazu $wiata, ktérego centralnym elementem stato sie przy-
jecie tego samego charakteru zjawisk ziemskich, jak i astronomicznych, oraz
ogromu i dynamicznos$ci wszech$wiata. Ziemia przestata by¢ przytulnym do-
mem w stosunkowo matym Swiecie, lecz stata sie jednym z wielu ciat niebie-
skich ,zagubionym” w niezmierzonych przestworzach Kosmosu.

Optyka byta jedng z najwczes$niej rozwinietych teorii matematycznych
w czasach hellenistycznych (oczywiscie poza kanonem czterech teorii: aryt-
metyki, geometrii, astronomii i harmonii muzycznej). Byta to w duzym stop-
niu nauka o widzeniu (teoria perspektywy), wazna dla wlasciwego urzadza-
nia scen w teatrach, w architekturze, rzezbie czy w malarstwie, aby stworzy¢
iluzje gtebi i perspektywe przestrzenna. Byta tez kluczowym przygotowa-
niem do astronomii (kwestia pozornej wielkos$ci Stonca i innych ciat niebie-
skich). Wigzata sie z geometrig (bada rozchodzace sie prostoliniowo pro-

64 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 363
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mienie: wzrokowe, §wietlne), jednak wprowadza inne kryterium odpowied-
niosci - nie miedzy kreslonymi liniami przez liniat i liniami geometrycznymi,
lecz miedzy réznymi kierunkami spojrzenia i liniami geometrycznymi. Roz-
szerza sie tym samym zakres mozliwosci technicznych geometrii. W oparciu
o optyke starozytni rozwijali katoptryke, czyli technike sporzadzania rézno-
rodnych luster, w tym wspominanych juz luster zapalajacych (poprzez sku-
pienie réwnolegtych promieni stonecznych w jednym punkcie - ognisku pa-
raboli). Zaktada sie, ze starozytni rozwineli nauke o prawach rozchodzenia
sie Swiatla, lecz niewiele wniesli do teorii zatamania i rozproszenia swiatta
przy przechodzeniu przez rézne o$rodki. Nie przetrwaty do naszych czaséw
dzieta starozytne na ten temat. Jednak Roger Bacon w swoim Opus Maius
zachwyca sie umiejetno$ciami starozytnych powiekszania i przyblizania od-
legtych przedmiotéw przy pomocy odpowiednio dobranego systemu socze-
wek i luster. Rdwniez o zjawisku zatamania, waznym przy budowie urza-
dzen powiekszajacych, pisal Robert Grosseteste, nauczyciel Bacona, w dziele
De iride. Obaj przypisuja teorie zatamania $wiatta i teorie budowy odpo-
wiednich urzadzen Arystotelesowi. Wyglada na to, Ze takimi pracami staro-
zytnych dysponowali, ktére jaki$ czas potem zaginetyss.

W pracach Galileusza pojawia sie zadanie odzyskania metody anali-
tyczno-dedukcyjnej stosowanej przez starozytnych i zbudowania nowej na-
uki zgodnie z tg metoda. Jest tu wyrazny zachwyt nad dokonaniami Archi-
medesa i polemika z fizyka Arystotelesa.

W istocie Galileuszowi udato sie przeja¢ od swoich dalekich mistrzéw zaréwno idee
metody eksperymentalnej, jak i naoczno-dowodowej. Brak mu jeszcze umiejetnosci
panowania nad najbardziej wyrafinowanymi hellenistycznymi instrumentami mate-
matycznymi. Albowiem potrafi on wprawdzie postugiwac sie euklidejskimi techni-
kami dowodzenia i algebra geometryczna, lecz nie rozumie ani w zab (jak zresztg po
nim jeszcze przez ponad dwa stulecia nikt nie zdota zrozumie¢) tak zwanej ,metody
wyczerpywania” i teorii proporcjiée.

Jak bowiem zauwaza Russo, teorii stosunku nie moze zrozumiec ktos, kto
traktuje stosunki miedzy wielko$ciami jedynie jako konkretne i realne byty.
Jak zauwazyli$my, teoria stosunkéw wykracza w pewnym stopniu poza tak
zwang matematyke abstrakcyjng w kierunku matematyki ogélnej, gdzie
otrzymywane obiekty matematyczne nie musza odnosi¢ sie do realnie ist-
niejacego Swiata (idealnego czy zmystowego), lecz maja nature czysto for-
malng. Mimo Ze brak mu doktadnych zegaréw, jakimi dysponowali uczeni
hellenistyczni, Galileusz stara sie konstruowac¢ analogiczne do zegaréw wod-

65 Ibidem, s. 369-371.
66 Ibidem, s. 372-373.
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nych urzadzenia do pomiaru czasu. Konsekwentnie trzyma sie racjonalizmu
greckiej nauki i odkrywane prawa, na przyktad prawa spadania cial, traktuje
jako prawa matematyczne. Nie przyjmuje istnienia powszechnej grawitacji,
mimo ze metoda Archimedesa, jak zauwazyliSmy (rozdziat IV, paragraf 5),
dawata podstawe do takiego rozwigzania.

Brak natomiast takiego konsekwentnego racjonalizmu u kolejnych twor-
cow nauki nowozytnej - Johana Keplera i Izaaka Newtona. Mamy tam do czy-
nienia z wymieszaniem réznego rodzaju wiedzy, pseudowiedzy i argumen-
tacji pochodzacej z réznych zrédet (trudno méwic o ustalonej metodologii
badawczej). Poza elementami nauki hellenistycznej wystepuje odwotywanie
sie do neoplatonizmu, pitagorejskiej numerologii, alchemii i astrologii, przy
czym kluczowe argumenty dostarcza tym uczonym teologia. Kepler korzysta
w réwnym stopniu z dziet naukowych Apoloniusza i Pappusa, jak i z dziet
Pliniusza i Witruwiusza, opisujacych jedynie w sposéb mato $cisty wyniki
zawarte u innych, nieznanych blizej autoréw starozytnych. Przyjmuje tez ist-
nienie krysztatowej sfery gwiazd statych, a o odlegtos$ci miedzy planetami
wnioskuje z neoplatonskiej wizji kosmosu, gdzie Stonce jest w centrum,
awokot niego rozposcierajg sie kolejne koncentryczne sfery, na ktérych opi-
sane s3 bryly platonskie: na sferze Merkurego opisany jest o§miosScian fo-
remny, ktory znéw wpisany jest w sfere Wenus; na niej zndéw opisany jest
dwudziestoscian foremny wpisany w sfere Ziemi, a na niej opisana jest ko-
lejna bryta platonska - dwunastos$cian, wpisany w sfere planety Mars; w po-
dobny spos6b pojawia sie nastepna bryta platonska - czworo$cian foremny,
wpisany w sfere Jowisza i szeScian w sfere Saturnaé’. Zgodnie z t3 wizja ko-
smologiczng Uktad Stoneczny konczy sie na Saturnie. W spos6b niewyja-
$nialny wystepuje jednak duza zgodno$¢ odlegtosci planet, wynikajacych
z tego modelu, z obserwacjami. Jednak dla Keplera byto to jak najbardziej
racjonalne i wyjasnione, gdyz - jak mniemat - Stwoérca $wiata jest doskona-
tym Matematykiem i postugiwat sie w dziele stwarzania zasadami geometrii.

Podobnie jest w przypadku Izaaka Newtona (1643-1727), ktory formu-
tujac swoje definicje i zasady nowej fizyki, korzysta z pracy Plutarcha O ob-
liczu widniejagcym na tarczy KsieZyca®®. Plutarch z Cheronei korzysta
w swoim literackim opisie z dziet astronomicznych (m.in. Arystarcha), ktére
zaginety. Byto to, niestety, jedno z nielicznych zZrédet pozwalajacych zrekon-
struowac astronomie antycznego uczonego. Podobnie czyni Kopernik. Te
nawigzania do literackich opiséw s3 jednak cenne, bo pokazujg potrzebe od-

67 ]. Kepler, Mysterium Cosmographicum, Tybinga 1596.
68 Plutarch, Moralia. (Wybér), t. 2, ttum. Z. Abramowiczéwna, seria ,BKF”, PWN, Warszawa
1988.
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wotania sie przy budowaniu nauki do zZrdédet starozytnych, nawet w tak
okrojonej i znieksztatconej formie. Newton korzysta rowniez z zachowanych
tekstoéw naukowych: prac Euklidesa i Archimedesa. Sam schemat Principiow
budowany jest na wzor Elementow (podstawg sg definicje sity, materii, ru-
chu oraz zasady, z ktorych reszta ma by¢ wyprowadzona), korzysta réwniez
z metody wyczerpywania Archimedesa, ktéra rozwija, oraz z kluczowej kon-
cepcji budowy teorii fizycznej, zawartej w pracy O rownowadze ptaszczyzn
(por. rozdziat 1V, paragraf 5). Korzysta tez z r6znorodnych komentarzy do
dziet Arystotelesa zawartych w pracach Symplicjusza czy Jana Filoponosa
oraz z Mechaniki Herona i dzieta Pseudo-Arystotelesa pod tym samym tytu-
tem, gdzie zawarte s3 rozwazania na temat bezwtadnosci cial, sitach cigzenia
i odSrodkowych i jako$ciowych rozwigzywaniach réwnan. Kluczowa jest
analiza StoZkowych Apoloniusza, gdyz ,orbity ciat podlegajace oddziatywa-
niu centralnego pola grawitacyjnego sg przecieciami stozkowymi”. Dlatego
teoria grawitacji jest z matematycznego punktu widzenia wycigganiem od-
powiednich wnioskdw z wtasnosci krzywych stozkowych®. W czasach
przed publikacja Principiow (1687) znane byty cztery z o$miu ksiag Stozko-
wych. Edmund Halley (1656-1742), przyjaciel Newtona, publikuje kry-
tyczne wydanie siedmiu ksigg dzieta Apoloniusza (cztery ksiegi po grecku,
a trzy nastepne po tacinie, odtworzone z wydan arabskich). Interesujace jest
stwierdzenie samego Newtona, Ze proporcja zawarta w prawie grawitacji,
stwierdzajaca, Ze sita oddziatywania ciat jest odwrotnie proporcjonalna do
kwadratéw ich odlegtosci, pochodzi z czaséw antycznych, a doktadnie - od
Pitagorasa. Badajac harmonie sfer i wykonujac liczne eksperymenty, w kto-
rych poréwnywat interwaty dzwiekéw z odstepami miedzy sferami, a dtu-
gosci strun z odlegtosciami planet od Stonca, Pitagoras zrozumiat, Ze ciezary
planet wzgledem Stonica sg odwrotnie proporcjonalne do kwadratu ich od-
legtosci?o.

Jak wida¢ z przytoczonych fragmentéw rozumowan Keplera i Newtona,
odzyskiwanie metodologii badan uczonych czaséw hellenistycznych nie
byto sprawa fatwa. Najlepszym przyktadem jest powstanie geometrii nieeu-
klidesowych, ktére potaczone byto z badaniem podstaw geometrii i préba
udowodnienia stynnego pigtego postulatu o réwnolegtych (te préby rozpo-
czynaja sie juz w czasach hellenistycznych, w epoce cesarskiej). Okazato sie,
ze mozna sformutowac niesprzeczne geometrie zbudowane na postulatach
euklidesowych, w ktorych jednak pigty postulat jest zastapiony przez jego

69 L. Russo, Zapomniana rewolucja, s. 389-397.
70 Ibidem, s. 400.
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zaprzeczenie (Lobaczewski, Gauss, Bolyai). Tak naprawde, taka mozliwo$¢
zostata jednak dostrzezona i zrealizowana w dziele Sphaerica Menelaosa
w [ wieku n.e. Jest tam badana powierzchnia kulista w spos6b wewnetrzny,
a nie jako figura zanurzona w przestrzeni euklidesowej. Linie proste geome-
trii euklidesowej sg interpretowane jako tuki két wielkich i sformutowane
jest stwierdzenie o nadwyZce sumy katéow trojkatéw sferycznych w sto-
sunku do tréjkatow ptaskich. W roku 1758 wychodzi w Oksfordzie pierwsze
nowozytne wydanie pracy Sphaerica. Jak wiemy, geometria sferyczna budo-
wana jest na sposob Elementow Euklidesa, a w czasach hellenistycznych po-
wstato wiele systemdw aksjomatycznych. Dopiero Lobaczewski podjat
préobe takiego zbudowania swojej geometrii w dziele Nowe zasady geome-
trii, znaczng czesS¢ ksigzki poSwiecajac analizie pracy Menelaosa. Jednak do-
piero pod koniec XIX wieku nowozytnos$¢ byta w stanie opracowa¢ w petni
poprawne systemy aksjomatyczne (aksjomatyka M. Pascha, G. Peano, D. Hil-
bertaiinne).

Kolejnym przyktadem postepu zwigzanym z odzyskaniem wiedzy staro-
zytnych jest u$cislenie podstaw analizy matematycznej poprzez zbudowanie
na nowo teorii proporcji Eudoksosa w pracach Weierstrassa i Dedekinda
(w 1872 zostata wydana stynna praca Stetigkeit und irrationale Zahlen, ze
Scista definicja liczb rzeczywistych w oparciu o przekroje, zgodnie z teoria
proporcji).

W ramach odzyskiwania metodologii nauk wypracowanych w czasach
hellenistycznych pojawito sie w pewnym momencie zrozumienie, Ze te same
zjawiska moga by¢ opisywane przez rézne teorie (subdeterminacja teorii
naukowych). W starozytnosci nie byto sporu o to, ktéra teoria jest praw-
dziwa: geocentryczna, heliocentryczna czy jeszcze inna, lecz o to, ktéra lepiej
wyjasnia obserwowane zjawiska i posiada lepsze narzedzia matematyczne
(w tym obliczeniowe). Kilka teorii moze w sposéb komplementarny wyja-
$niac te samg grupe zjawisk. Na te kwestie zwrocili uwage francuscy filozo-
fowie, zyjacy na przetomie XIX i XX wieku, Pierre Duhem (1861-1916)
i Henry Poincare (1954-1912). W ich koncepcjach, nietrafnie nazwanych
konwencjonalizmem (poniewaZ nazwa sugeruje brak zwigzku teorii z rze-
czywistoscia, a te koncepcje taki zwigzek podkreslaja), mamy potaczenie ba-
dan nad historig nauki, obserwacji jej aktualnego rozwoju z refleksja episte-
mologiczng nad mozliwo$ciami poznawczymi teorii naukowych.

Duze znaczenie miato odzyskanie Metody Archimedesa odKkrytej przez
J.L. Heiberga w 1906 roku. Jednak krétko po odkryciu praca Archimedesa
znowu zagineta i ponownie odnalazla sie w 1998 roku. Tres¢ jej byta jednak
dostepna w wydanych w latach 1910-1915 dzietach zebranych. Dostrzezono,
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analizujac prace, Ze rozwoj nauk matematyczno-przyrodniczych przebiegat
w duzej mierze zgodnie z metodg badawczg Archimedesa-Galileusza (anali-
tyczno-dedukcyjna), a nie z eksperymentalno-indukcyjng Franciszka Bacona.

Jak zauwazyliSmy, w ostatnim okresie starozytnosci rodzi sie nowy dziat
matematyki — algebra, jako szczegdlnie charakterystyczny rodzaj wiedzy
ogolnej. Badaniami algebraicznymi (m.in. rozwigzywaniem réwnan) zajmo-
wano sie jednak juz duzo wcze$niej. Byly to badania uczonych sumeryjskich
i babiloniskich. Zagadnienia te rozwigzywano jednak dla konkretnych pro-
bleméw, nie miaty wiec one charakteru ogélnego. Dopiero w pracach grec-
kich matematykéw, Apoloniusza i Diofantosa (zwanego ojcem algebry), al-
gebra zaczyna nabiera¢ charakteru wiedzy ogélnej. Istotne dla rozwoju alge-
bry, jak i catej matematyki, byt rozwdj symboliki. Dzieki wprowadzeniu
przez Diofantosa z Aleksandrii (wraz z istotnym uzupelieniem w czasach
Sredniowiecznych i nowozytnych) elementéw notacji algebraicznych, alge-
bra mogta zacza¢ rozwijac sie jako nowy samodzielny dziat matematyki. Jej
istotny rozwo6j dokonat sie za sprawg matematykéw islamskich (gtéwnie al-
Chuwarizmiego, zZyjacego na przetomie VIII i IX wieku, oraz Chajjama z prze-
tomu XI i XII wieku).

Urodzony w Chorezmie al-Chuwarizmi (780-850) pracowat w ,Domu
Madrosci” w Bagdadzie. Tam tez w latach 813-830 wydat swoje dzieta,
w ktérych pojawita sie nazwa ,.algebra” oraz koncepcja algebry jako autono-
micznej dyscypliny naukowej. Rozpoczat budowe uniwersalnej teorii roz-
wigzywania rownan (w sposéb algorytmiczny), do ktoérych datoby sie spro-
wadzac tak zagadnienia arytmetyczne, jak i geometryczne. Byto to swoistg
syntezg algebry konkretnej Babilonczykéw, algebry geometrycznej pitago-
rejczykow (przedstawionej w Elementach Euklidesa) oraz algebry Diofan-
tosa. Ta nowa nauka mimo (a raczej dzieki) swojej ogdlnosci miata miec¢
praktyczne zastosowania: w handlu, do pomiaréw gruntu i innych oblicze-
niach. Al-Chuwarizmi wprowadzit catg liste poje¢, okreslajgcych te dyscy-
pline matematyki.

Do gtéwnych poje¢ wprowadzonych nastepnie przez Alchwarizmiego naleza: ,rzecz”

niewiadoma, réwnanie pierwszego stopnia, réwnanie drugiego stopnia, dwumiany

i tréjmiany sprzezone, posta¢ normalna, rozwigzania algorytmiczne i dowody wzo-

roéw na rozwigzania. Nie s3 to obiekty oznaczajace co$ konkretnego, lecz przedmiot,

ktéry moze by¢ liczba, jak i obiektem geometrycznym. Pojecie réwnania pojawia sie

w dziele Alchwarizmiego dla oznaczenia nieskoriczonej kategorii probleméw, a nie,

jak na przyktad u Babilonczykéw, w trakcie rozwigzywania konkretnego zadania7?.

71 Historia nauki arabskiej, t. 2: Nauki matematyczne i fizyka, red. R. Rashed, R. Morelon, Wy-
dawnictwo Akademickie DIALOG, Warszawa 2001, s. 28.
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Istotne jest to, ze zaczyna on od Klasyfikacji réwnan, budujgc teorie row-
nan od podstaw, jako teorie ogdlng, a nie budowang na dorazne potrzeby
rozwigzywanych problemdéw, jak byto poprzednio. Ponadto nie interesuje go
sam wynik, lecz rézne techniki dowodzenia (geometryczne, arytmetyczne,
czysto algebraiczne), aby skonstruowa¢ ogdlne, algorytmiczne metody do-
wodzenia. Al-Chuwarizmi zajmuje sie tylko réwnaniami pierwszego i dru-
giego stopnia, a wynika to z jego projektu, w ktérym problemy omawiane
odtad wedtug zasad algebry, arytmetyki i geometrii powinny zosta¢ sprowa-
dzone do rownan co najwyzej drugiego stopnia z jedng niewiadoma i z do-
datnimi, wymiernymi wspotczynnikami. Chodzito o zbudowanie nowej na-
uki na elementarnych podstawach jako syntezy arytmetyki i geometrii. Al-
charizmi uwaza, Ze r6wniez wprowadzany algorytm rozwigzywania i dowo-
dzenia powinien zosta¢ udowodniony. Ten projekt znalazt wielu nastepcéw
(Ibn Turk, Tabit Ibn Qurra), ktérzy podjeli refleksje nad teorig dowodu oraz
pokazaniem podobiefistwa miedzy metodami algebraicznymi i geometrycz-
nymi (na przyktad zagadnienie geometrycznej interpretacji metod algebra-
icznych)72.

Kolejnym matematykiem islamskim o szczeg6lnym znaczeniu dla kon-
strukcji matematyki jako wiedzy ogdlnej byt Omar Chajjam (1048-1131),
perski uczony, uczen Awicenny. Byt postacig niezwykle barwng, przejawia-
jaca aktywno$¢ na wielu polach - jako lekarz, poeta czy astronom. W swoim
stynnym traktacie algebraicznym podat rozwigzania wszystkich réwnan
trzeciego stopnia poprzez przekroje dwdch stozkow. Wczesniej pojawiaty
sie jedynie rozwigzania w konkretnych przypadkach. Probowano przy po-
mocy geometrii okresli¢ dodatnie pierwiastki réwnania i w ten spos6b poja-
wita sie technika wykorzystywania punkéw przecie¢ krzywych stozkowych.
Natomiast Chajjam stworzyt program rozwiniecia geometrycznej teorii row-
nan stopnia nie wiekszego niz 3. Jak sam mdéwi o swoim projekcie: ,Ja za$
zawsze pragngtem, nadal gorgco pragne, pozna¢ z pewnoscig te rodzaje i wy-
rézni¢, wérdd postaci kazdego z nich, przypadki mozliwe i przypadki nie-
mozliwe, przez dowodzenie”73. Podejmuje sie wiec zadania ogdlnego zrozu-
mienia i wyrazenia relacji miedzy algebra i geometrig. W tym celu wprowa-
dza ,pojecie jednostki miary, ktére odpowiednio sformutowane w stosunku
do pojecia wymiaru pozwala na zastosowanie geometrii do algebry”74 Oka-
zuje sie, ze dzieki temu algebra jest nie tylko teorig rownan, ale rowniez teo-
rig zwigzkéw i podobienstwa miedzy algebra i geometrig. W ten sposéb ro-

72 Ibidem, s. 29-33.
73 Ibidem, s. 37-41.
74 Ibidem, s. 40.
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dza sie metody analityczne geometrii w potaczeniu z metodami geometrycz-
nymi algebry, oparte o analize pojecia wielkosci algebraicznej, a w konse-
kwencji - rachunek geometryczny na podstawie jednostki dtugosci. Jest to
idea i rozwigzania przypisywane Kartezjuszowi, albowiem Chajjam nie po-
dat wzoréw algebraicznych na rozwigzania tych réwnan, a jedynie metody
przybliZonego rozwigzywania przy pomocy tablic trygonometrycznych.

0d XII wieku rozwdj algebry dokonuje sie gtdwnie w Europie. Poczynajac
od Leonarda z Pizy, poprzez Cardana, Viete’a, Kartezjusza, Eulera, d’Alem-
berta, Abela, az po czasy wspotczesne. Szczeg6lne znaczenie dla wprowadze-
nia symboliki algebraicznej (i szerzej, matematycznej) miaty dokonania
Viete’a i Kartezjusza.

Francois Viete (1540-1603) postawit sobie za cel przeksztatcenie alge-
bry w rachunek matematyczny (nazwat go logistyka symboliczng), ktory be-
dzie operowat na wielkosciach ogélnych, a nie na konkretnych liczbach. To
operowanie wielko$ciami ogblnymi stanowi¢ ma site matematyki. W tym
celu tworzy odpowiednig symbolike (symbole zmiennych danych wielkosci,
dla wspétczynnikéw wielomianéw, znaki ,+” oraz ,-"), aby w sposéb jedno-
lity ujaé przeksztatcenia algebraiczne i teorie rownan pierwszych czterech
stopni’s.

Kartezjusz (1596-1650) tez zaproponowat stworzenie nowej matema-
tyki, ktora za podstawe wezmie algebre (a nie geometrie) i stanie sie samo-
dzielng gatezig jako najbardziej uogdlniony wyraz arytmetyki’é. W celu spro-
wadzenia matematyki do algebry podejmuje sie klasyfikacji wszystkich
krzywych wedtug stopnia réwnania (charakterystyka algebraiczna) oraz
udoskonala symbolike. W swojej Geometrii pokazuje znaczenie wielkos$ci
zmiennej dla prowadzonych badan nad krzywymi (i budowania ogélnych
réwnan wigzacych te zmienne), a wprowadzona przez niego symbolika stata
sie w nastepnych latach powszechnie uzywana w matematyce (m.in. ostat-
nie litery alfabetu - x, y; z - jako wielkosSci niewiadome, a pierwsze - g, b, c-
jako wiadome). Budowat tez ogdlng teorie réwnan, dla ktérej rozwigzania
Viete’a byty przypadkami szczegélnymi. To dazenie do stworzenia ogoélnej,
mechanicznie dziatajacej teorii miato tez znaczenie kulturowe. Praca mate-
matyczna realizowana w oparciu o proste algorytmy staje sie dostepna ogé-
towi, nie wymaga jakichs$ szczegdlnych zdolno$ci matematycznych.

Gtowng ideg, ktéra mu przyswiecata, byto przekonanie o jednos$ci mate-
matyki, a wiec nie chodzitlo mu de facto o zredukowanie matematyki do ja-

7S Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 1, s. 335-342.
76 Por. W.F. Asmus, Descartes, Ksigzka i Wiedza, Warszawa 1960, s. 195.
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kiej$ subdyscypliny, lecz o pokazanie wspdlnej podstawy, jakg miata sta¢ sie
algebra. W duchu matematyki hellenistycznej (a doktadniej - tak jak w ba-
daniach i projekcie Archimedesa) traktowat matematyke jako jedno$¢ mate-
matyki i mechaniki oraz dazyt do zbudowania ogélnej nauki o stosunkach
(jak Eudoksos), chociaz, z drugiej strony, odcinat sie od matematyki greckiej
i uwazat zjednoczenie matematyki (a wtasciwie projekt) za swoja zastuge?7.

Przyjrzyjmy sie teraz niektéorym problemom matematyki okresu antycz-
nego, ktére doprowadzity do powstania bardziej zaawansowanych metod
algebraicznych i wprowadzenia symboliki matematycznej. Wigzato sie to
z pelnym odkryciem ,,nowej” matematyki jako wiedzy ogodlne;.

Pojawia sie tu kilka kluczowych obszaréw: symbolika liczbowa (wpro-
wadzenia cyfr hinduskich i pozycyjnego systemu zapisu liczb), znajdowanie
algorytmow niezmiernie przydatnych w réznych dziataniach matematycz-
nych i praktycznych (upraszczanie obliczen i innych dziatan), problemy roz-
wigzane i nierozwigzane pojawiajace sie wraz z rozwojem algebry geome-
trycznej, np. kwadratura kota, oraz techniki rozwigzywania réwnan, a po-
nadto wspomniany juz rozwdj symboliki algebraiczne;j.

Grecki system liczbowy opierat sie naliterach alfabetu greckiego?8. Ozna-
czano nimi najpierw jednosci, nastepnie dziesiatki i w koncu setki. Dla od-
réznienia od liter najczeSciej nad literami (traktowanymi jako liczby)
umieszczano poziomg kreske. I tak A (alfa) oznaczata 1, B (beta) - 2,
I' (gamma) - 3, A (delta) - 4, E (epsilon) - 5, ¢ (digamma) - 6, Z (dzeta) - 7,
H (eta) - 8, O (theta) - 9, I (jota) - 10, K (kappa) - 20, A (lambda) - 30,
M (mi) - 40, N (ni) - 50, = (ksi) - 60, O (omikron) - 70, I (pi) - 80, ¢ (koppa)
-90, P (ro) - 100, X (sigma) - 200, T (tau) - 300, Y (epsilon) - 400, @ (phi)
- 500, X (chi) - 600, ¥ (psi) - 700, Q (omega) - 800 i M (san) - 900. Zapis
przyktadowo liczby 578 wygladat nastepujaco: EZH. Dla liczb wiekszych
trzeba byto wprowadzac kolejne konwencje: i tak liczby 1000, 2000, ... 9000
zapisywano przy pomocy cyfr jednosci z apostrofem po lewej stronie cyfry
np. 3000 - 'T. Natomiast dla liczb od 10000 (miriada) uzywano litery M
i umieszczano nad nig odpowiednie mate litery-liczby, tak aby pomnozone

przez miriada dawaty zadang liczbe. W ten sposéb 10 000 oznaczano jako 1{'}[,

a 80000 jako 1{}[ W ten sposéb maksymalnie mozna byto zapisac¢ liczbe 9999

miriad, natomiast dla zapisania liczb wiekszych trzeba byto wprowadzac¢ ko-
lejne oznaczenia. Jednak Apoloniusz i Archimedes opracowali metode, ktéra

77 lbidem, s. 196-201.
78 W nastepnych fragmentach dotyczacych historii liczb w starozytnosci korzystam z ksigzki
G. Ifraha Historia powszechna cyfr, t. 1.
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pozwalata wyraza¢ w oparciu o przyjety system bardzo duze liczby. Znane
jest dzietko Archimedesa Psammites (Zliczacz ziarnek piasku), w ktérym po-
dat oszacowanie liczby ziarnek piasku, ktéry wypetniatby kule tworzaca
wszech$§wiat (wedlug 6wczesnych wyobrazen). Metoda polegata na po-
dziale liczb na kolejne klasy, przy czym do pierwszej klasy, czyli podstawo-
wej (w metodzie Apoloniusza), nalezaty liczby od 1 do 9999, do drugiej
(zwanej klasg pierwszych miriad) nalezaty wielokrotno$ci miriady przez
liczby od 1 do 9999, do drugiej klasy miriady nalezaty wielokrotno$ci mi-
riady miriad przez liczby od 1 do 9999, itd. Aby zaznaczy¢, Ze mamy pierw-
sza klase miriad, z lewej strony liczby pisano 1&[, przy drugiej pisano 1{3/[ itd.
Archimedes rozpatrywat klasy podwdjne zwane oktadami, czyli klasa pod-
stawowa (pierwsza oktada) sktadata sie z liczb od 1 do 99 999 999, nastep-
nie byta druga oktada, itd., analogicznie jak u Apoloniusza.

W tym systemie liczenia nawet stosunkowo proste (z dzisiejszego
punktu widzenia) obliczenia wymagaty zaawansowanego aparatu matema-
tycznego. Mozna powiedzie¢, Ze uzywany przez Grekdw system zapisu liczb
pozwolit wznie$¢ sie arytmetyce na wyzyny abstrakcji, a w naszym rozumie-
niu jest to charakterystyczny rys matematyki ogélnej. Jednak z powodu
braku odpowiedniej symboliki dalszy rozwoj okazat sie niemozliwy. Metoda
budowania kolejnych klas (czy oktad) w metodzie Apoloniusza i Archime-
desa przyblizata nieco system liczenia do systemu pozycyjnego, odkrytego
na przetomie czwartego i piatego wieku przez Hinduséw (w VIII wieku prze-
jetego przez Arabdéw, a w Sredniowieczu przez Europe). DuzZe znaczenie dla
jego rozpowszechnienia ma wydana w 1202 roku Ksiega abaka, w ktorej Fi-
bonacci wyktada arytmetyke i algebre w oparciu o dziesigtkowy system po-
zycyjny. Istnieje jednak zasadnicza réznica miedzy tymi systemami?®.
Wprawdzie miriada (a tym bardziej oktada) byta ,duza” liczbg, jednak nie
pozwalata na zapisywanie dowolnie duzych liczb, bez wprowadzenia no-
wych oznaczen i konwencji. Mozna byto zapisa¢ maksymalnie miriadowa
klase miriad, jednak wieksze liczby byly w tym momencie poza zasiegiem.
Oczywiscie, z praktycznego punktu widzenia rozpatrywanie wiekszych liczb
wydawato sie niepotrzebne (co pokazata praca Archimedesa).

Jak wspomniatem wczesniej, ,czeSciowego” (dla duzych liczb) systemu
pozycyjnego (sze$cdziesigtkowego) uzywali juz Sumerowie. Byt to jednak
system mieszany, a wiec stosunkowo ztozony, i dopiero system hinduski
osiagnat odpowiedni stopien prostoty.

79 Por. A.P. Juszkiewicz, Historia matematyki w wiekach Srednich, PWN, Warszawa 1969,
s.328-331.
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Al-Chuwarizmi byt tym, ktéry dostrzegt warto$¢ hinduskiej sztuki racho-
wania, a wiec systemu pozycyjnego. System hinduski operowatl dziewie-
cioma cyframi, natomiast miejsce zera zostawiano puste. Al-Chuwarizmi,
ktéry opracowywat arabskie ttumaczenia z hinduskiego, wpisat ,koéteczko”,
co miato oznacza¢ puste miejsce, a wiec ,brak znaku” (czyli nulla figura)®.

Idea systemu pozycyjnego opiera sie na spostrzezeniu, ze dla dowolnej
liczby p > 1 kazda liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci sumy ilo-
czynu poteg liczby pi pewnej liczby k; mniejszej od p. Mozna to zapisa¢ na-
stepujgco:  Vp > 1,n(n=m+k;p+ k,p? + -+ k,p"), przy czym
m,k; =0,1,2,...p — 1. Dla ustalonej liczby p jest to rozkiad jednoznaczny
liczby n, mozna wiec liczbe n zapisa¢ (jednoznacznie) przy pomocy wspot-
czynnikow m oraz k;. Wtedy liczba n moze by¢ potraktowana jako uktad
liczb postaci k,.k,_; ... k1, m. Bez uzycia cyfry zero zapis ten staje sie niejed-
noznaczny i nieczytelny (trzeba by czasami zostawia¢, gdy brak jest w roz-
ktadzie danej potegi p, puste miejsca — czasem puste podwodjnie, potrdjnie
itd.). Dla uzyskania pelnej harmonii réwniez cyfre m mozna przedstawié
w postaci potegi liczby pi otrzymujemy n = kop° + k,p* + kop? + - k,p",
gdzie ky = m. Zauwazmy, ze to dzieki uzyciu zera uzyskujemy petng harmo-
nie zapisu, daje ono tez jednoznacznos$¢ zapisu dowolnej liczby naturalne;j.
Przy okazji jedynka ,traci” nieco swojg range (jako monada, matka i genera-
tor wszystkich liczb). Sposréd wszystkich liczb naturalnych tylko jedynka
nie moze by¢ podstawg systemu pozycyjnego. Oczywiscie zero réwniez
i w tym okazuje sie ,podobne” do jedynki. Ponadto w powyZszym wzorze
miesci sie prosty algorytmiczny sposob otrzymywania zapisu (pozycyjnego)
dowolnej liczby naturalnej (wystarczy dzieli¢ dang liczbe, i kolejno otrzymy-
wane ilorazy, przez podstawe p, a otrzymywane reszty z dzielenia, pisane od
prawej strony, dadza zgdane rozwiniecie).

Al-Chuwarizmi jest réwniez twdrca pojecia oraz idei algorytmu, jak za-
znaczytem wcze$niej. Abstrakcyjna matematyka okazata sie przynosic¢ prak-
tyczne korzysci, gdy odkryta swoj algorytmiczny aspekt. Miato to ogromne
znaczenie tak dla usprawnienia pomiaréw, obliczen, jak i dla zastosowan
technicznych (algorytmiczne schematy konstrukcji i dziatan konstruowa-
nych maszyn i urzadzen). Idea algorytmu w sposéb szczeg6lny pokazata
taczno$¢ miedzy konkretnym i abstrakcyjnym aspektem matematyki. Postu-
giwano sie réznymi algorytmami juz duzo wcze$niej, jednak w czasach $re-
dniowiecznych zostata odkryta ich szczeg6lna moc praktyczna. Jednym
znajbardziej znanych jest opisany przez Euklidesa algorytm stuzacy do znaj-

80 H. Kaufmann, Dzieje komputeréw, PWN, Warszawa 1980, s. 79-86.
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dowania wspdlnego dzielnika liczb. Mozna go jednak wykorzysta¢ do znaj-
dowania wspdlnej miary dwéch dowolnych wielkosci, a w przypadku nie-
wspotmiernosci stuzy do dowolnie doktadnego przyblizania tej miary
(aspekt praktyczny). Natomiast al-Chuwarizmi znajdowat przede wszyst-
kim algorytmy zwigzane z rozwigzywaniem réwnan (wspomne o tym w dal-
szej czesci), gdzie formutowat algorytmiczne metody ich rozwigzywania
i ogélne wzory na znajdowanie pierwiastkow.

Metody ogdlne rodzity sie tez w ramach tak zwanej algebry geometrycz-
nej. Jak wiadomo, po kryzysie zwigzanym z odkryciem wielko$ci niewspot-
miernych zaczeto uprawia¢ w starozytnej Grecji arytmetyke (algebre) geo-
metryczng i prébowano w oparciu o czyste operacje geometryczne wykony-
waé dziatania arytmetyczne oraz dokonywa¢ pomiaréw. Algebre geome-
tryczng zaczeli uprawia¢ juz pitagorejczycy, przyjmujac odcinek za jed-
nostke podstawowa. Kazda liczbe (naturalng) mozna byto otrzymac poprzez
powtdrzenie tego jednostkowego odcinka. Zamiast wymierza¢ odcinki i inne
obiekty geometryczne liczbami, zaczeto liczby uzyskiwac¢ przy pomocy od-
cinkdw. W prosty sposo6b realizowano na odcinkach dodawanie czy odejmo-
wanie liczb. [loczyn dwdch liczb ai b traktowano jako pole prostokata o bo-
kach ai b, za$ iloczyn trzech liczb jako objetos¢ odpowiedniego prostopadto-
Scianu. W tej konwencji jednak nie miato sensu jednoczesne przedstawienie
iloczynu czterech liczb, gdyz geometria Grekdw ograniczona byta do trzech
wymiarow. Z tego okresu wziely sie nazwy , a kwadrat” oraz ,a sze$cian” na
oznaczenie odpowiednio drugiej i trzeciej potegi liczby a. Mozna bylo tez
rozwigzywac geometrycznie réwnania liniowe i kwadratowe (te wiedze po-
siadali juz Babilonczycy). Mimo Ze geometria pozwalataby na rozwigzywa-
nie tez rownan trzeciego stopnia, to tego typu metody pojawity sie dopiero
w czasach nowozytnych, w pracach Tartaglii, Ferrariego i Cardana.

Jednak, jak wspomniatem wcze$niej, Eudoksos pokazat mozliwos$¢,
dzieki swojej ogdlnej teorii stosunkdw, zanurzenia liczb naturalnych w prze-
strzen stosunkow geometrycznych. Sformutowat postulat (postulat Eudok-
sosa), ktory pozwalat interpretowac¢ dowolng liczbe jako stosunek dwoch
odcinkéw. Tym samym otworzyt droge dla przeksztatcenia algebry geome-
trycznej w algebre jako wiedze ogdlng, opartg o teorie stosunkow.

W tym okresie pojawito sie wiele ciekawych metod geometrycznego wy-
konywania dziatan arytmetycznych, np. dzielenie (lub mnozenie) dwo6ch od-
cinkdw dzieki wykorzystaniu twierdzenia Talesa, wyznaczanie Sredniej geo-
metrycznej dwoch odcinkéw (w tym Sredniej geometrycznej odcinkow
o dhugosci 1 i 2, czyli konstrukeji V2 ), konstrukcje niektérych wielokatéw
foremnych. Pojawiajg sie konstrukcje platonskie (a wiec elementarne, przy
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pomocy okregdéw i linii prostych) niektorych wielokatéw: trojkata rowno-
bocznego, kwadratu, pieciokata, sze$ciokgta oraz pietnastokata foremnego).
Inne konstrukcje elementarne napotkaty w wielu przypadkach na trudnosci.
Stynne problemy starozytnych wigzaty sie wiasnie z nieudanymi prébami
wykonania takich konstrukcji, ktére z powoddw ideowych (i czysto mate-
matycznych) wydawaty sie bardzo wazne: podwojenie sze$cianu, rektyfika-
cja okregu, kwadratura kota, trysekcja kata. Te préby zaowocowaty jednak
odkrywaniem réznych interesujgcych krzywych, przy pomocy ktorych takie
konstrukcje stawaty sie mozliwe. Okazato sie ponadto, Ze te krzywe (na przy-
ktad krzywe stozkowe) posiadajg wiasnosci, ktére mozna wykorzystaé w réz-
nych zastosowaniach, na przyktad do konstrukcji urzadzen mechanicznych.
Szczegblne zainteresowanie budzita kwadratura kota. Zauwazmy, ze
w prosty sposéb mozemy przeprowadzi¢ kwadrature prostokata. Majac bo-
wiem dowolny prostokat o bokach xi y, mozna skonstruowac¢ tréjkat pro-
stokatny ABC ktérego przeciwprostokgtna AB ma dlugos¢ x + y. Z podo-
bienstwa tréjkatow ADC oraz DBCwynika, Ze% = %, gdzie hjest wysokoscia
opuszczona z kata prostego (jest to odcinek CD). Daje to wzér h? = xy, ozna-
czajacy mozliwos$¢ kwadratury dowolnego prostokata, a w konsekwencji do-
wolnego wielokata. Wida¢, ze mozliwo$¢ kwadratury oparta jest na analogii
geometrycznej stwierdzajacej, ze wysoko$¢ opuszczona z kata prostego jest
$rednig geometryczng odcinkdéw, na jakie dzieli ta wysoko$¢ przeciwprosto-
katna. Hipokrates pokazal, Ze jest mozliwo$¢ kwadratury pewnych figur
ograniczonych tukami (ksiezyce Hipokratesa), jednak proby kwadratury
kota okazaly sie nieskuteczne. Doprowadzity jednak do odkrycia waznej
proporcji: pole kota do kwadratu jego promienia ma sie tak, jak obwdd kota
do jego $rednicy. Ten wspolny stosunek (nazwany w czasach nowozytnych
liczba ) dawal mozliwo$¢ przyblizonego obliczania pola kota, a wiec tez
kwadratury z pewna doktadnoscia. Wezmy bowiem koto o promieniu roraz
rozpatrzmy stosunek pola tego kota do pola kwadratu zbudowanego na pro-
mieniu. Poniewaz wszystkie kota sg do siebie podobne, to stosunek ten jest
zawsze staty - jest to wiasnie m. Gdyby stosunek m byt konstruowalny, to
w prosty sposéb datoby sie skonstruowa¢ kwadrat o polu réwnym polu da-
nego kota (zagadnienie kwadratury kota). Stosunek m nie jest jednak kon-
struowalny8l. Kwadratura kota okazuje sie wiec w sposob $cisty niemozliwa.

81 7 dzisiejszego punktu widzenia oznacza to, Ze liczba m nie jest pierwiastkiem réwnania
kwadratowego o wspétczynnikach wymiernych. Nie jest nawet pierwiastkiem Zadnego
wielomianu o wspoétczynnikach wymiernych, czyli jest liczba przestepna (jest to pierwsza
odkryta liczba przestepna).
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Jednak stosunek  (ktéry nie byt nawet wielko$cia, a jedynie stosunkiem wiel-
kos$ci) okazat sie konieczny do wyliczania p6l powierzchni i objetosci wielu
figur. Stal sie nowego rodzaju nowa ,miara” (obok jedynki). Zauwazmy, Ze
réwniez wszystkie kwadraty (tak jak kota) sg do siebie podobne, a stosunek
pola dowolnego kwadratu do ,kwadratu” dtugosci jego boku wynosi 1. Grecy
otrzymali wiec dwie nieredukowalne do siebie miary: i oraz 1. Obie te miary
byly wynikiem ,samopodobienstwa” tak kota, jak i kwadratu. Poszukiwania
monady geometrycznej doprowadzity wiec do odkrycia wielkoSci 7. Pojawity
sie jakby dwie monady (dwuwtadza w krélestwie matematyki): 1 oraz .

W celu przywrdcenia jednosci matematyki nalezato odwotac¢ sie do innej
teorii matematycznej, ktéra obejmowataby tak geometrie, jak i arytmetyke.
Taka teorig okazata sie algebra, jednak rozwijana w spos6b og6lny, nie jak
do tej pory w ramach do$wiadczen matematyki konkretnej (algebra babilon-
ska) czy geometrii (algebra geometryczna pitagorejczykow). Wiasnie stwo-
rzona w nastepnych wiekach algebra i jej metody pozwalaty na uratowanie
jedno$ci matematyki, przynajmniej w zakresie tych wcze$niejszych teorii.
Jak zauwazytem, w pracach al-Chuwarizmiego zostata dostrzezona rola alge-
bry jako syntezy geometrii i arytmetyki, ktéra budowata jedno$¢ matematyki.

Zobaczmy, jak sie to stato. Algebra wyrosta z poszukiwania metod roz-
wigzywania rownan (na poczatku liniowych i kwadratowych). Metody alge-
braiczne pojawity sie juz u Sumerow i Babilonczykéw, byly jednak zwigzane
z rozwigzywaniem konkretnych probleméw. Grecka algebra geometryczna
miata juz walor abstrakcyjno$ci, wynikajgcy z abstrakcyjnosci geometrii. Do-
piero wprowadzenie odpowiedniej i jednolitej notacji algebraicznej pozwo-
lito na jej niezalezno$¢ od innych obszaréw matematyki i konkretnych za-
gadnien. Przy braku przyjecia notacji algebraicznej zwigzana byta $cisle
z metodami geometrycznymi. Juz od czaséw Diofantosa taka niezalezno$¢
zaczeta budowac, lecz dopiero w okresie nowozytnym uzyskata petng ogdl-
nos¢ i niezalezno$¢ od wyobrazen geometrycznych. Istotne okazato sie, jak
juz powiedziatem, wprowadzenie symboliki algebraicznej. Pojawienie sie
og6lnych wzoréw na pierwiastki réwnan stopnia drugiego, trzeciego
i czwartego (wzory Cardana) i wzoréw ukazujacych prosta zalezno$¢ mie-
dzy iloczynami oraz sumami pierwiastkéw wielomianéw a ich wspo6tczynni-
kami okazato sie kluczowym etapem w tym rozwoju. Doprowadzito to z cza-
sem do przyjecia zera, liczb ujemnych i wymiernych (i réwniez zespolonych)
- jako peloprawnych liczb. Ich znaczenie i ,naturalno$¢” wynikaty z tego,
Ze pojawialy sie jako rozwigzania réwnan.

Wielkie dzieto al-Chuwarizmiego Sztuka redukcji i przenoszenia (nazwa
algebra pochodzi od arabskiego stowa a/-dZabr, oznaczajacego redukcje)
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rozwijato metody algebraiczne Diofantosa, ale réwniez algebre sumeryjsko-
-babiloniska oraz metody algebry geometrycznej zawarte w Elementach Eu-
klidesa. Byt to projekt nowej matematyki, ktéra taczyta te rézne sposoby
uprawiania matematyki. Chodzito mu o opracowanie teorii rownan rozwig-
zywalnych przez pierwiastniki (czyli w oparciu o podstawowe dziatania
arytmetyczne i pierwiastkowanie, czyli odwrotno$¢ do znajdowania kwa-
dratu), w ramach ktérej bedzie mozna rozwigzywac tak problemy geome-
tryczne, jak i arytmetyczne, konkretne, praktyczne, jak i ogélne.

Poniewaz rozpatrywano wtedy tylko liczby dodatnie al-Chuwarizmi za-
uwazyt, ze wszystkie r6wnania kwadratowe mozna sprowadzi¢ do trzech ty-
péw:x2 + ax = b,x? + b = ax oraz x? = ax + b.Podat tez metody rozwia-
zywania kazdego z nich.

Zobaczmy przyktadowo, jak wyglada ogo6lna metoda znajdywania roz-
wigzan réwnan pierwszego typu. W pracy al-Chuwarizmiego znajduje sie
konkretne réwnanie: x? + 10x = 39. Metoda polega na ,,dopetnianiu” kwa-
dratu x?do odpowiedniego kwadratu wigkszego. W tym celu nalezy do kaz-
dego boku kwadratu x? dobudowa¢ identyczne prostokaty o bokach x oraz

210 = 2%. Wystarczy teraz wstawi¢ w kazdy z czterech rogéw kwadrat

o boku 2 %, aby otrzymac ,duzy” kwadrat o boku x + 2 - 2% =x + 5. Stad
otrzymujemy, ze (x +5)? = x? + 10x + 25 = 39 + 25 = 64. Tym samym
x+5=8, i w konicu wyliczamy poszukiwang wielko$¢ x =8 —5=3.
Al-Chuwarizmi nie ograniczyt sie do pokazania metody geometrycznej roz-
wigzania réwnania. Rownanie u al-Chuwarizmiego pojawia sie jako maksy-
malnie ogélny schemat obejmujacy nieskonczenie wiele probleméw z réz-
nych obszarow i kategorii. Dlatego formutuje tez ogdlne algorytmy rozwia-
zan i wzory na pierwiastki rownan. To, Ze podaje tak algebraiczne, jak i geo-
metryczne metody rozwigzan, $wiadczy o nieprzywigzywaniu wagi do kon-
kretnych wynikéw, lecz o tym, Ze poszukuje ogdlnej metody, algorytmu, co
nazywa ,przyczyng”’ rozwigzanias2.

Analogicznie, poprzez dopetnianie do szeScianu, znajduje sie ogdlne roz-
wigzania réwnan stopnia trzeciego. Natomiast rownania stopnia czwartego
udaje sie sprowadzi¢ przez wprowadzenie nowej zmiennej do réwnania
stopnia trzeciego i drugiego. Istotne jest to, iZ pojawity sie algorytmiczne
wzory pozwalajgce ,mechanicznie” wylicza¢ pierwiastki dowolnych rownan
odpowiednich stopni. To zrobiono jednak juz w czasach nowozytnych, idac
za metodami opracowanymi juz wcze$niej. Dokonali tego Nicollo Tartaglia
(1500-1557) oraz niezaleznie Scipione del Ferro (1465-1526). Tartaglia

82 Historia nauki arabskiej, t. 2, s. 27-30.
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byt tez autorem pierwszego ttumaczenia £Flementow Euklidesa na jezyk no-
wozytny (wloski). Natomiast og6lng metode rozwigzywania réwnan stopnia
czwartego (poprzez redukcje do ré6wnan stopnia trzeciego) opracowat Lo-
dovico Ferrari (1522-1565). Metode rozwigzywania rownan stopnia trze-
ciego i czwartego rozpowszechnit Girolamo Cardano (1501-1576)
w swoim dziele Artis Magna (wzory na pierwiastki tych réwnan niestusznie
nazywa sie wzorami Cardana). Jak wiemy, nie udato sie znaleZ¢ rozwigzan
réwnan wyzszych stopni niz cztery przez pierwiastniki (a wiec przez wzory
algebraiczne zawierajace tylko cztery podstawowe dziatania algebraiczne
i pierwiastki stopni naturalnych). Jak pokazata teoria Galoisa, jest to jednak
generalnie - dla rownan stopni wyzszych niz cztery - niemozliwe.

Metody wprowadzone przez matematyke w pigtym okresie dziejow
umozliwity generowanie catkiem nowych bytéw, niemajgcych bezposred-
niego odpowiednika w poznawanej zmystowo czy intuicyjnie rzeczywisto-
$ci. W ten sposéb juz w starozytnosci pojawit sie stosunek wielkosci jako
obiekt matematyczny niebedacy wielko$cia. PdZniej zero, liczby ujemne, wy-
mierne oraz zespolone (nazywane na poczatku urojonymi lub niemozli-
wymi) objawity swa matematyczng ,nature”. Ponadto w algorytmach alge-
bry pojawita sie idea odwracalnosci wykonywanych operacji, co rowniez
wskazuje na ich ogdlny (uniwersalny, niezmienny) charakter.

Powstanie algebry miato fundamentalne znaczenie kulturowe. Okazato
sie, ze poprzez operowanie na ,czystych”, abstrakcyjnych znakach (symbo-
lach) i uzycie catkiem ogo6lnych formut mozna rozwigzywaé konkretne (cze-
sto praktyczne) problemy. Rodzace sie réwnolegle z algebra pojecie algo-
rytmu, jako uniwersalnej procedury prowadzacej automatycznie do poszu-
kiwanych rozwigzan, stato sie w $redniowieczu wrecz synonimem matema-
tycznej skutecznosci i mocy. Wszystko starano sie oprzec na sztuce liczenia,
a rozstrzygajacym argumentem bylo stwierdzenie: ,tak moéwi algorytm”
(dixi algorizmi). Uwazam, ze Sredniowieczna idea scholastyki (poszukujaca
i badajaca dowody na istnienie Boga jako w pewnym sensie algorytmiczna
metoda docierania do Boga w oparciu o analize Swiata lub poje¢) czerpata
swojg inspiracje i site z metody algebraicznej. Ciezko zrozumie¢ tez zarli-
wos¢ $redniowiecznego sporu o status powszechnikéw (poje¢ ogdlnych)
bez odniesienia do rozwoju i sukceséw dwczesnej algebry. Ukazata ona bo-
wiem site i realne znaczenie metod dziatajacych w abstrakcyjnym i niezalez-
nym od rzeczywisto$ci swiecie znakdw, symboli i algorytméw. To sugero-
wato istnienie jakiego$ zwigzku miedzy tymi znakami a tym, co one ozna-
czaly, albo wskazywato na szczegdlny rodzaj istnienia $wiata symboli.






ROZDZIAL IV
MATEMATYKA CZASOW NOWOZYTNYCH
1JE] NOWE WYMIARY UNIWERSALNOSCI

1. Nowa idea ksztalcenia i prowadzenia badan naukowych

W czasach nowozytnych wraz z ksztaltowaniem sie nowej matematyki
i nauki pojawity sie nowe idee nauczania i wychowania zwiazane z grecka
ideg paidei. W czasach renesansu nastgpito odnowienie idei akademii, lecz
w nowym ujeciu. Powstawaty tez organizacje i zwigzki uczonych (akademie,
towarzystwa) majgce na celu intensyfikacje badan naukowych i przekazy-
wanie nowych idei w ramach grupy specjalistow. Z jednej strony konieczna
byta wymiana mys$li miedzy uczonymi wszystkich dziedzin i dyscyplin oraz
wszelkimi twdrcami kultury, a z drugiej, wobec pojawiania sie duzej liczby
nowych dyscyplin naukowych, wspétpraca i wymiana mys$li w wezszym gro-
nie specjalistow. Najwazniejszg jednak ideg edukacyjng byto powotanie
wyzszych szkét technicznych. Byty to politechniki, a wiec uczelnie, w ktérych
nauczane byty rézne przedmioty techniczne w oparciu na ich matematycz-
nej podstawie. Matematyzacja nauk przyrodniczych pociagneta za sobg row-
niez matematyzacje roznych technik i powstanie nauk technicznych.

Jak wiadomo, w roku 529, decyzja cesarza Justyniana, nastgpito zamknie-
cie Akademii Platonskiej i dopiero w roku 1438 we Florencji, pod wpltywem
wyktadu Gemistosa Plethona, Kosma Medyceusz zatozyl Akademie Flo-
rencka. Celem akademii byto kultywowanie i propagowanie pogladéw Pla-
tona oraz neoplatonczykéw. Kierownikiem szkoty zostat Marsilio Ficino
(1433-1499) - ttumacz dziet Platona, Plotyna, Jamblicha i Proklosa na tacine.
Akademia istniata do 1522 roku, kiedy to z powodéw politycznych ulegta li-
kwidacji. Akademia gromadzita nie tylko filozoféw, lecz takze wielu uczonych,
artystow, politykow, ksiezy i lekarzy, ktérzy byli zafascynowani Platonem
i chcieli wspétfilozofowa¢ w duchu Platona. Przez Akademie przeszto wiele
znaczacych oséb, w tym Jan Bessarion (1408-1472) - patriarcha Konstanty-
nopola, protektor i komentator dziet Platona, Jan Pico della Mirandola
(1463-1494), Michat Aniol (1475-1564) i wielu innych. Pod koniec zycia Fi-
cino sporzadzit liste okoto osiemdziesieciu swoich uczniéw i przyjaciét, jed-
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nak lista ludzi zwigzanych z Akademig jest znacznie dtuzsza. Idee wypraco-
wane w Akademii oddzialywaty na o$rodki naukowe w catej Europie (w tym
na Paryz, Krakéw, Budapeszt, Tybinge, Lipsk) oraz inspirowaty wielu 6wcze-
snych humanistéw (Paracelsusa, Kallimacha, Kopernika, Bruna). Po $mierci
Ficina kierownictwo Akademii przejat Francesco Zanoli Cattani da Diacceto
(1522), ktéry rozwijat poglady mistrza, szczegblnie neoplatonska filozofie mi-
tosci. Cecha charakterystyczng prac Akademii byta szerokos¢ i uniwersalno$¢
rozwazanych problemdéw (zagadnienia filozoficzne, teologiczne, prawnicze,
polityczne, medyczne, literackie, artystyczne), jednak badanych w porzadku
intelektualnym. Chodzito o budowanie wiezi duchowej i wspdlnoty oséb,
ktoére traktowaty podejmowane problemy jako nierozdzielng cato$c¢ i szukaty
zwigzkéw miedzy nimi i podstaw ich jednosci (byta to podwoéjna zasada jed-
nosci: oséb i kultury w réznych jej obszarach). Dziatalno$¢ sprowadzata sie do
prowadzenia uczonych dysput, dyskus;ji filozoficznych, organizowania uro-
czystych sympozjéw oraz prowadzenia dziatalnosci dydaktycznej?.

Odnawiajac idee akademii, przyjeli jej tworcy dwa podstawowe zatoze-
nia dotyczace cztowieka i ksztalcenia. Byto to odniesienie sie do idei paidei
i podniesienie kwestii samowiedzy na najwyzszy poziom. Trzeba mie¢ petng
Swiadomo$¢ swojej ignorancji, ale tez gtupoty i nedzy ludzi w swojej masie.
Z drugiej strony, mozliwo$ci umystu ludzkiego sg nieograniczone, jest on bo-
ski. Te mozliwo$ci moze jednak rozwijac i osiagna¢ dzieki edukacji. LudZmi
stajemy sie de facto dopiero poprzez opanowywanie Kkolejnych sztuk wy-
zwolonych. Dzieki wiedzy i nauce budujemy godno$¢ swojg i kazdego czto-
wieka oraz osiggamy braterstwo miedzy ludzmi (Aumanitas). Jest to droga
mozolna i pelna cierpienia duchowego, trzeba bowiem upokorzy¢ sie po-
przez uznanie wiasnej ignorancji, opanowa¢ wtasne namietnosci i stabosci,
zdoby( sie na odwage wkroczenia na droge madrosci. Opanowanie sztuk wy-
zwolonych wymaga tak wielkiego wysitku, Ze wydaje sie, Ze przekracza to
mozliwosci ludzkiej natury. W konsekwencji zdobycie sie na ten wysitek in-
telektualny i duchowy sprawia, ze cztowiek przekracza wtasng nature
i wznosi sie na najwyzszy, boski poziom. Celem wychowania jest pielegno-
wanie wlasnego daimonion, tej czesci siebie, ktora jest wiecej niz ludzka
i najbardziej przypomina samego Boga.

W pédzniejszym okresie powstato wiele réznych akademii czy towa-
rzystw naukowych, zwiazanych z krzewieniem wiedzy, rozwojem konkret-
nych dziedzin nauki i wymiang mysli.

1 Por. M. Ciszewski, Akademia Florencka, [w:] Powszechna encyklopedia filozofii; http://
www.ptta.pl/pef/pdf/a/akademiaflorencka.pdf
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Réwniez we Wtoszech w Rzymie zostata utworzona w 1603 roku Accade-
mia Nazionale dei Lincei, jednak jako instytucja (towarzystwo skupiajace
uczonych o wyjatkowo przenikliwym i btyskotliwym umysle) $cisle naukowa.

Jedna z bardziej znaczacych jest Akademia Francuska (Académie
francaise), zatozona w 1635 roku w Paryzu. To towarzystwo naukowe miato
charakter uniwersalny: skupiato twércéw nauki i kultury z réznych obsza-
row, a wiec filozoféw, pisarzy, uczonych, duchownych, lekarzy. W roku 1652
w Schweinfurcie powstaje Niemiecka Akademia Przyrodnikéw Leopol-
dina - najstarsze niemieckie towarzystwo naukowe, skupione na naukach
przyrodniczych. Jedng z ciekawszych inicjatyw jest powstata w 1657 roku
we Florencji Accademia del Cimento. Jej celem byto prowadzenie ekspery-
mentéw naukowych i stworzenie platformy do wspétpracy uczonych w ba-
daniach naukowych. Nalezeli do niej, miedzy innymi, uczniowie Galileusza -
G.A. Borellii V. Viviani. Bylo to pierwsze towarzystwo strictenaukowe w Eu-
ropie. I chociaz istniato tylko dziesiec¢ lat, jego znaczenie dla kolejnych tego
typu inicjatyw byto niepodwazalne. W Londynie w 1660 roku powstato
stynne Towarzystwo Krolewskie (The Royal Society of London for Impro-
ving Natural Knowledge). Gromadzito najwybitniejszych przedstawicieli
nauk matematycznych i przyrodniczych. To w tym towarzystwie wydano
Principia Mathematica 1zaaka Newtona oraz dzieto Micrographia Roberta
Hooke’a. Wazne jest, ze The Royal Society zaczeto wydawac pierwsze czaso-
pismo naukowe ,Philosophical Transactions” (od 1665), poSwiecone nau-
kom matematyczno-przyrodniczym, natomiast od roku 1682 Leibniz wydaje
»Acta Eruditorum”. Stopniowo czasopisma naukowe staja sie gtownym fo-
rum wymiany mysli i idei naukowych. W tym samym roku, co ,,Philosophical
Transactions”, zaczeto wydawac¢ ,Journal des scavans”, byto to jednak czaso-
pismo naukowe poswiecone literaturze.

Nieco pdzniej, bo w 1666 roku, powstaje Francuska Akademia Nauk,
aw 1700 roku Pruska Akademia Nauk (11 lipca 1700), ktérej inicjatorem
byt Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Laczyta ona badania w zakre-
sie nauk matematyczno-przyrodniczych z naukami humanistycznymi. Duze
znaczenie miata tez Petersburska Akademia Nauk (Rosyjska Akademia
Nauk), otwarta w 1725 roku.

W przypadku Polski towarzystwa naukowe powstawaly dopiero w okre-
sie rozbioréw. Miaty duze znaczenie dla zachowania toZsamo$ci narodowej
i rozwoju poziomu cywilizacyjnego na ziemiach polskich. W 1800 roku po-
wstaje w Warszawie, z inicjatywy Stanistawa Sottyka, Towarzystwo Przy-
jaciol Nauk, w 1815 w Krakowie Towarzystwo Naukowe Krakowskie
(przeksztatcone w 1872 w Akademie Umiejetnosci), a na terenie zaboru pru-
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skiego Towarzystwo Naukowej Pomocy w Wielkopolsce (1841) i Poznan-
skie Towarzystwo Przyjaciét Nauk (1857). Natomiast w 1901 we Lwowie
powstato Towarzystwo dla Popierania Nauki Polskiej (Towarzystwo Na-
ukowe we Lwowie).

Dostrzegajgc coraz wieksze znaczenie nauk technicznych i ich matema-
tyzacje, poszukiwano form wyzszego nauczania przedmiotéw technicznych.
Na poczatku byto to szkoty jednokierunkowe, np. budowy drég i mostow,
sztuk i rekodzieta, akademie gérnicze, mechaniczne, gdzie taczono naucza-
nie poszczego6lnych umiejetnosci technicznych z matematyka. Dopiero pod
koniec XVIII wieku we Francji w Paryzu powstata Szkota Politechniczna
(1794), ktoéra tgczyta nauki inzynierskie z naukami matematyczno-przyrod-
niczymi, a ksztalcenie prowadzita na bardzo wysokim poziomie. Byta to
szkota wielokierunkowa, ktéra dawata ogélne podstawy do dalszego specja-
lizowania sie w uczelniach technicznych. Okazato sie, Ze ta uczelnia stata sie
kuZnia nowych idei i przyczynita sie do rozwoju nauk technicznych i przy-
rodniczych. PdZniej powstawaly masowo kolejne politechniki europejskie,
gdzie na bazie nauk matematyczno-przyrodniczych ksztatcono w zakresie
wielu kierunkéw technicznych. Juz na poczatku XIX wieku powstajg poli-
techniki w Pradze (1806), Wiedniu (1815), Glasgow (1820), Londynie
(1824), Karlsruhe (1825), Warszawie (1826), Monachium (1827), Sztokhol-
mie (1827), DreZnie (1828), i w kolejnych latach dalszez2.

Rozszerzenie zakresu dziatania nauk dotyczyto nie tylko obszaru $wiata
materialnego, ale rowniez cztowieka i struktur spotecznych. Juz w zatoze-
niach Akademii Florenckiej zauwazono, Ze poprzez opanowanie sztuk wy-
zwolonych przekraczamy ogromnym wysitkiem mozliwosci natury ludzkiej.
Wznosimy sie na wyzszy poziom i uzyskujemy petng ludzka godnos¢. W péz-
niejszym okresie coraz bardziej eksploatowano te idee, traktujac edukacje
jako element przemian spotecznych i emancypacji cztowieka z ograniczen
spotecznych, ale tez wtasnej natury biologicznej. Dlatego gloszono, Ze ko-
nieczna jest edukacja réwniez ludzi z ubogich warstw (nauczanie ludu, pro-
pozycja edukacyjna Johanna Heinricha Pestalozziego, 1746-1827), dzieci od
najmtodszych lat (Jan Amos Komenski, 1592-1690), réwniez dziewczat i ko-
biet (Pestalozzi) oraz oséb niepetnosprawnych intelektualnie (Eduard Se-
guin, 1812-1880). Edukacja miata sta¢ sie lekarstwem na biede, nedze mo-
ralng, uposledzenia, nieré6wnoSci spoteczne, natogi, bezradnos¢ spoteczna.
Powodowata tez wzrost wrazliwo$ci na innych, na sprawy otoczenia spo-

2 Por. Politechnika Lwowska (1844-1945), red. R. Szewalski, Wydawnictwo Politechniki
Wroctawskiej, Wroctaw 1993, s. 7-9.
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tecznego i przyrodniczego, prowadzita do nawigzywania glebszych relacji
i tworzenia nowego Srodowiska spotecznego, czesto przeciwstawiajgcego
sie istniejacym podziatom, oraz umozliwiata petne korzystanie z podstawo-
wych débr cywilizacji i kultury. Chodzi tez o pelne uaktywnienie mozliwosci
tkwigcych w kazdym dziecku, traktowanie go jako peinego cztowieka
(a wiec wolnego, rozumnego, posiadajacego autonomie bytowa, mogacego
we wspotdziataniu z nauczycielem i grupa realizowa¢ samego siebie - Maria
Montessori, 1870-1952).

W okresie nowozytnym klasyczne uniwersytety nie stracity catkiem na
znaczeniu. W poczatkowym oKkresie staly sie gtdéwnie instytucjami naucza-
nia, niechetnie przyjmujacymi nowe teorie. Wielu najwybitniejszych uczo-
nych tego okresu nie podjeto kariery uniwersyteckiej (np. Kartezjusz, Leib-
niz), a dziatalno$¢ naukowa przebiegata w powstatych wtedy akademiach,
towarzystwach i grupach badawczych. Sytuacja zmienita sie na przetomie
XVIII i XIX wieku, gdy powstawaty politechniki, a uniwersytety zaczety roz-
szerza¢ swojg oferte edukacyjng o nowe dyscypliny naukowe.

2. Nowe obszary badan matematycznych i naukowych
w czasach nowozytnych

Sledzac dzieje matematyki od okresu cesarskiego w starozytnym Rzy-
mie, wida¢ brak w tym czasie jakiego$ istotnego novum, dominuje nawigzy-
wanie do starych idei, komentowanie starych wynikdw i ewentualnie préba
ich ocalenia. W czasach niemal catkowitego upadku matematyki w Europie
trwa ona w Bizancjum, krajach islamu, dalekich Indiach czy Chinach. Pewien
rozwdj ma miejsce w zakresie algebry, metod numeracji i w badaniach astro-
nomicznych, jest to jednak nieporé6wnywalne wobec rozwoju, jaki miat miej-
sce w czasach antycznej Grecji, od VI wieku do przetomu III i Il wieku p.n.e.
Nawet ozywienie matematyczne, jakie obserwujemy od XII wieku w Europie
Zachodniej wraz z powstaniem pierwszych uniwersytetéw, nie wnosi nic za-
sadniczo nowego w zakresie matematyki. Rozwija sie filozofia schola-
styczna, logika, prawo, medycyna, jednak brakuje nowych idei matematycz-
nych i umystéw na miare Eudoksosa, Euklidesa, Archimedesa, Apoloniusza
czy Arystarcha.

Pojawiajg sie jednak w XIII wieku zwiastuny przetomu, ktéry miat doko-
nac sie za kilka wiekdw. W pracach Roberta Grosseteste’a (1175-1253)
oraz jego ucznia Rogera Bacona (1214-1292), dziatajacych w Oksfordzie,
widoczna jest ogromna fascynacja naukami przyrodniczymi i matematyka.
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Przywotywane sg prace starozytnych, szczegélnie dotyczace zjawisk swietl-
nych, i podjeta jest proba kontynuowania tych dokonan. Grosseteste zaczyna
stosowac¢ matematyke jako narzedzie badan przyrodniczych i stara sie pota-
czy¢ matematyke nie tylko z poznawaniem rzeczywistosci, ale tez z jej eks-
perymentalnym badaniem. Pojawia sie nowe podejscie do zjawiska swiatta.
Jest to bardzo charakterystyczne dla epoki nowozytnej podejscie do zjawisk,
wygladajace na niezrozumienie metody badan naukowych. Mianowicie
Swiatto jest badane nie tyle w ramach pewnego modelu matematycznego,
w oderwaniu od rzeczywistego $wiatta, do ktérego nie mamy bezposrednio
badawczego dostepu (tak uwazali starozytni), ile jako zasada rzeczywisto-
Sci, jej element, ktory wprost ma by¢ przedmiotem badan matematycznych.
W swoim traktacie O swietle3 (De [luce) Grosseteste tgczy badania metafi-
zyczne, teologiczne, przyrodnicze i matematyczne, nie widzac réznic meto-
dologicznych miedzy tymi dyscyplinami4. Podobnie czyni Roger Bacon,
ktéry stara sie stosowac matematyke do wszystkich obszaréw rzeczywisto-
$ci, bez Zadnych ograniczen. Zafascynowany matematyka widzi jej nieogra-
niczone mozliwosci, nie tyle poprzez jej ewentualny rozwéj w przysztosci, ile
od razu - tu i teraz. Traktuje matematyke jako uniwersalne narzedzie badan
w naukach przyrodniczych, psychologii, teologii i praktycznie wszedzie>.
Réwniez ambitne s3 matematyczne badania uczonych XIV wieku nad
nieskoniczonoscia, ruchem, continuum oraz cechami jakosciowymi $wiata.
S3 to proby znalezienia odpowiedzi na problemy, jakie zrodzita metoda
scholastyczna, chcac potaczy¢ nauke i wiare, to, co skoniczone, z tym, co nie-
skonczone, wieczno$¢ z doczesnoscia, ruch i spoczynek, itd. Sg to badania
Mikotaja z Oresme (nad nieskonczonymi sumami oraz nad intensywnoscia
cechy i nauka o szeroko$ciach form), Jana Buridana (nad zjawiskiem ruchu
i wprowadzenie pojecia impetu) oraz Thomasa Bradwardina (nad problem
przestrzeni, czasu i continuum). Te elementy zdawaty sie by¢ poza zasiegiem
matematyki i podjecie tych badan stanowito nowe dla niej wyzwanie, co cie-
kawe, zakonczone po pewnym czasie czesciowym sukcesem. U podstaw tych
badan tkwig jednak badania logiczne Williama Ockhama (1285-1349),
ktérego nalezy zaliczy¢ do jednego z najwybitniejszych logikow od czasu
Arystotelesa i Chryzypa az do XIX wieku, gdy pojawita sie grupa wybitnych

3 R. Grosseteste, O swietle, czyli o pochodzeniu form, ttum. M. Boczar, [w:] M. Boczar, Gros-
seteste, Wydawnictwo Akapit, Warszawa 1994, s. 132-139.

4 M.Trepczynski, Swiatfo jako arche Swiata. Metafizyka swiatta Roberta Grosseteste, ,Ethos”
2017,t. 30, nr 3(119), s. 93-115.

5 Por. G. Molland, Roger Bacon's knowledge of mathematics, [w:] Roger Bacon and the scien-
ces, red. J. Hackett, Leiden 1997, s. 151-174.
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logikéw (Bolzano, Boole, Frege). Biorac udziat w goracej dyskusji na temat
ontologicznego statusu powszechnikéw (uniwersalidw, poje¢ ogolnych),
gtosit stanowisko nominalistyczne. Zaktadat, Ze uzywane w matematyce
(i w innych naukach) pojecia sg tylko nazwami, ktérym w rzeczywistosci nic
nie musi odpowiada¢. Umyst jest wolny w konstruowaniu poje¢ ogdlnych,
niezwigzany (jak chciat, na przyktad, Arystoteles) z bytami, z ktérych te po-
jecia sg otrzymywane (w procesie poznawania, indukcji, abstrakcji, uogoél-
niania). Rozwazat zasady logiki tréjwartosciowej oraz kwestie negacji ko-
niunkgcji i alternatywy (badajac rézne spdéjniki logiczne), ale nie doszedt do
sformutowania odpowiednich praw, ktére pojawity sie dopiero w czasach
wspotczesnych (prawa de Morgana czy logika tréjwarto$ciowa Lukasiewi-
cza).]ego nazwisko najbardziej kojarzone jest z tak zwang brzytwg Ockhama
(,nie mnozy¢ bytéw ponad potrzebe”), ktéra wprowadza zasade prostoty do
rozumowania i konstruowania teorii. Raczej nie jest to zasada minimum
(wprowadzona w pdZniejszym czasie jako metazasada pozwalajgca pozna-
wac prawa przyrody) stwierdzajaca, ze natura wybiera zawsze najprostszg,
najkrotsza droge do realizacji swoich celéw, lecz wskazéwka moéwigca, ze
argumenty i wyjasnienia powinny by¢ jak najprostsze, a opis ma by¢ pozba-
wiony nic niewnoszgcych ozdobnikéw i pustych ,wzmacniaczy” jezykowych.
Wieksza liczba wyjasnien i uzywanie dodatkowych zwrotéw nie sprawi, ze
opis bedzie jasniejszy, a argumentacja pewniejsza i mocniejsza. Mozemy
(i powinni$my) jednak wprowadza¢ nowe pojecia, bo dzieki nowej siatce pojeé
jesteSmy w stanie dostrzec i uchwyci¢ zjawiska, ktore sg poza zasiegiem pro-
stych bezposrednich do§wiadczen. Nominalizm Ockhama dat odwage do budo-
wania nowego systemu nazw i znaczen. W ten sposéb stat Ockham nie tylko
u podstaw przetomu nowozytnego w nutach, ale réwniez otworzyt kluczowy
dla nauki obszar badan semiotycznych. Semiotyczne rozwazania Ockhama
przezywaja swaj renesans dopiero w czasach nam wspotczesnych, a od drugiej
potowy XX wieku sg one wykorzystywane jako wazne zrddto badans.

Thomas Bradwardine (1295-1349) jest jednym z najwybitniejszych
uczonych $redniowiecznych analizujgcych podstawy nauki. Otwiera nowe
obszary badan, nie odcinajac sie jednak od nauki swoich poprzednikéw. Po-
dejmuje dogtebne badania tekstéw fizycznych Arystotelesa dotyczacych zja-
wiska ruchu oraz struktury continuum. Ma to miejsce w pracy De proportio-
nibus velocitatum in motibus, wydanej w 1328 roku. Z jednej strony idzie
torem mys$li greckiego filozofa, z drugiej - poddaje jego poglady wyraznej

6 A. Goddu, Connotative concepts and mathematics in Ockham's natural philosophy, ,Viva-
rium” 1993,t.31,nr 1,s. 106-139.
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krytyce. Jego celem jest wykorzystanie narzedzi matematycznych do bada-
nia zjawiska ruchu, sity, przestrzeni i czasu, a jak wiadomo - czego$ takiego
nie uznawat Arystoteles. Arystoteles postuguje sie w swojej Fizyce prawem,
ktére stwierdza, ze predkos¢ ciata jest wprost proporcjonalna do dziatajgcej
na niego sity i odwrotnie do oporu, jaki stawia (wigze sie to z jego ciezarem).
W celu pokazania fatszywoSci tego prawa Bradwardine wykonuje pewien
eksperyment mys$lowy: jesli przy ustalonej sile dziatajacej bedziemy konse-
kwentnie zwieksza¢ ciezar ciata (opér), to w pewnym momencie ciato nie
zostanie poruszone, a wiec predkos¢ musiataby by¢ zero, czego prawo Ary-
stotelesa nie dopuszcza. Modyfikuje prawo Arystotelesa, zaktadajac, ze aryt-
metyczny przyrost predkosci odpowiada geometrycznemu przyrostowi sto-
sunku sity do oporu. Ten drugi czton proporcjonalno$ci miatby wiec przyra-
sta¢ szybciej. Prawo nie jest rGwniez prawdziwe, jednak lepiej oddaje rze-
czywisto$¢.

Broni réwniez arystotelesowskiej koncepcji méwiacej, Ze przestrzen ma
strukture continuum ( 7ractatus de continuo), stosujac matematyczne argu-
menty. Zauwaza, ze kazde continuum jest ztozone z nieskonczonej liczby
continu6éw tego samego rodzaju. Wedtug niego niemozliwe jest, aby conti-
nuum sktadato sie z nieskonczenie wielu niepodzielnych. S3 to dla niego ba-
dania na pograniczu matematyKi, fizyki i filozofii. W pracy On it begins”and
It ceases” pojawia sie idea kresu, chociaz tylko w zarysach (pojecie wazne
w analizie matematycznej). Bradwardine analizuje odcinek czasowy i zau-
waza, ze posiada on pierwsza chwile, ale nie posiada ostatniej. Koniec od-
cinka czasowego oznaczony jest poprzez pierwszg chwile, w ktorej juz ten
odcinek nie istnieje. W swojej Geometria speculatica (Geometria teore-
tyczna) wykracza poza geometrie euklidesowa, rozpatrujac wielokaty
gwiaZdziste oraz zagadnienie wypetniania przestrzeni przez przylegajace do
sobie wielo$ciany (wypetnienie jest mozliwe przy pomocy sze$cianow oraz
czworos$cianow foremnych). Analizuje rowniez teorie stosunkéw, odwotujac
sie do prac Zenodorosa i Archimedesa. Bada zagadnienie kata stycznosci,
ktérego niewspdétmiernos¢ w stosunku do katow prostoliniowych jest, we-
dtug niego, inna od niewspdéimiernosci przekatnej kwadratu do jego bokus.
We wszystkich tych badaniach Bradwardine’owi chodzi o to, aby pozostajac
w granicach filozofii Arystotelesa, zbada¢ metodami matematycznymi

7 A.G. Molland, An Examination of Bradwardine's Geometry, ,Archive for History of Exact
Sciences” 1978, nr 19,s.113-175.

8 ].E.Murdoch, Thomas Bradwardine: mathematics and continuity in the fourteenth century,
[w:] Mathematics and its applications to science and natural philosophy in the Middle Ages,
Cambridge - New York 1987, s. 103-137.
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ogo6lne wiasciwosci przestrzeni, czasu i ruchu. Faktycznie jednak nastgpito
wyjs$cie poza arystotelesowski schemat i otwarcie matematycznych badan
nad wielko$ciami nieskonczonymi (nieskoniczenie matymi), co w peini do-
konato sie dopiero w XVII wieku.

W przypadku Mikotaja z Oresme (1323-1382) mamy do czynienia
z najwybitniejszym matematykiem okresu Sredniowiecza. Podobnie jak idee
Bradwardine’a oraz Ockhama, réwniez jego pomysty maja kluczowe znacze-
nie dla matematyki czaséw nowozytnych. To u niego w spos6b wyrazny po-
jawia sie idea uogoélnionego uktadu wspotrzednych (jak wiemy, Apoloniusz
i inni uczeni hellenistyczni stosowali te idee jedynie do konkretnych przy-
padkow, nie dostrzegajac jej ogdlnego charakteru). W pracy De configuratio-
nibus qualitatum et motuum stosowal wykres do ustalenia zalezno$ci
zmiennej wielkoSci od innej. Praca Mikotaja z Oresme byta wielokrotnie
wznawiana i dostepna. Musiata mie¢ wiec wplyw na innych matematykéw.
Kolejnymi uczonymi stosujacymi te metode sg, uznawani za jej odkrywcow,
siedemnastowieczni matematycy Kartezjusz i Fermat, ktérzy pokazuja jej
liczne zastosowania do algebraizacji geometrii®. Mikotaj z Oresme udowod-
nit tez twierdzenie, ktére moéwi, ze odlegto$¢ pokonana w ustalonym czasie
przez ciato w ruchu jednostajnie przyspieszonym jest rowna odlegtosci po-
konanej przez ciato poruszajgce sie w potowie tego czasu ruchem jednostaj-
nym (twierdzenie Mertona). Kolejnym obszarem badan byta dla Mikotaja
z Oresme ,nieskonczonos¢”, a doktadniej - badat zbiezno$¢ szeregéw nie-
skonczonych.

Dla dalszego rozwoju fizyki matematycznej kluczowe sa idee w zakresie
rozumienia czasu i przestrzeni. Mikotaj z Oresme traktuje czas inaczej niz
Arystoteles - niezaleznie od ruchu (to czas jest pierwotnym pojeciem, a nie
ruch), réwniez przestrzen traktuje jako kategorie pozwalajaca uchwycic po-
tozenie ciata (potozenie danego ciata jest przestrzenig, ktére to ciato zaj-
muje). Dla Arystotelesa to granica otaczajacej dane ciato przestrzeni okre-
$lata potozenia tegoz ciala. To odwrdcenie zalezno$ci pozwolito na trakto-
wanie ruchu jako funkcji zmiany potozenia i czasu, a w konsekwencji - na
jego matematyzowaniel0. Analizujac ruchy ciat niebieskich, zauwazyt, ze sto-
sunki okreséw dwoch ciat niebieskich mogtyby by¢ niewspéimierne, a to
wcale nie musiatoby przeczy¢ doskonatosci tych ruchéw. Istotne jest odpo-

9 L. Gribaudo, Was Oresme a precursor of Descartes? (Italian), ,Atti della Accademia delle
Scienze di Torino. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali” 1979, t. 113, nr 1-2,
s. 155-164.

10 M. Clagett, Nicole Oresme and the Medieval Geometry of Quantities and Motions, Madison
1968.
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wiednie ich zharmonizowanie, a moze ono by¢ dokonane na innej podstawie,
niekoniecznie na stosunkach wspoétmiernych. Do jego czasu zaktadano, ze
takie stosunki (wspotmierne) sg doskonalsze. To mySlenie przetamato ko-
lejne ,tabu” zwigzane z rozumieniem doskonatosci $wiata i jego urzadze-
niall. Przelamuje réwniez opory zwigzane z ruchem Ziemi, rozpatrujgc go
jako realng mozliwos¢ (chociaz w koncu nie przyjmuje tej hipotezy), a bada-
jac spadek swobodny, formutuje prawo tego spadania, przygotowujac grunt
dla teorii Galileusza. W dwéch pracach rozwija teorie stosunkéw: De propor-
tionibus proportionum oraz Algorismus proportionum. Druga z tych prac
ma znaczenie szczegdlne, Oresme rozszerza bowiem w niej teorie stosun-
koéw, wprowadzajac stosunki n-krotne oraz stosunki stopni utamkowych, co
odpowiada pierwiastkom réznych stopni. Byto to wprowadzenie do teorii
logarytmow rozwinietej w XVI wieku.

Najwazniejsza jest jednak stworzona przez Mikotaja z Oresme teoria sze-
rokoséci form. I znowu miato tu miejsce przygotowanie do budowanej od XVII
wieku teorii funkcji i jej graficznego przedstawienia. Poprzednik Mikotaja
z Oresme, Duns Scotus (Jan Duns Szkot), gtosit teorie wielo$ci i zmiennosci
form, w polemice z Arystotelesem i $w. Tomaszem, oraz przyjmowat, ze
forma jest to zmystowo odczuwalna wiasciwos$¢ rzeczy. Forma moze sie tak
zwiekszad, jak i zmniejszac. Odrzucat zatem uniwersalny hylemorfizm, we-
dtug ktérego kazdy byt sktada sie z materii i jednej formy, przy czym materia
jest catkowitg potencjalno$cia, a forma aktualno$cia. Dla Scotusa tak forma,
jak i materia majg w sobie pewien element aktualnosci oraz potencjalnosci.

Przed Mikotajem z Oresme teorie szerokosci form rozwijat Richard Swi-
neshead (czternastowieczny angielski matematyk i filozof, zwany Kalkula-
torem) w ksigzce Liber calculationum (Ksiega obliczen). Twierdzi on, ze
przy rownomiernym wzroscie intensywnosci formy (moze to by¢ wzrost
cieptoty, zageszczenia, predkosci, itd.) Srednia intensywno$¢ w pewnym
przedziale jest Srednig arytmetyczng intensywnos$ci poczatkowej i konco-
wej!2, Kalkulator dla pojecia ,,zmiana intensywnosci formy” uzywat rowniez
terminu ,zmiana jako$ci” lub ,strumien (fuxus) jakos$ci”. Prace Kalkulatora
byty kilkakrotnie wydawane, dobrze znane w XVII wieku i staty sie podstawag
teorii fluksji Newtona. Natomiast rozwiniecia teorii intensywno$ci form i na-
dania jej postaci ogélnej, bardziej przejrzystej i praktycznej, dokonat Oresme
w pracy De configuratione qualitatum, wydanej przed 1371 rokiem. Zau-
waza w niej, ze ,intensywnos¢ jakosci ciggtych wielko$ci mierzalnych zalezy

11 E. Grant, Nicole Oresme and the Commensurability or Incommensurability of Celestial Mo-
tions, ,Archive for History of Exact Science” 1961, t. 1, s. 420-458.
12 AP.Juszkiewicz, Matematyka w wiekach Srednich, s. 374.
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od ich ekstensywnoSci, od ich swego rodzaju rozciagtosci (od extenso - roz-
ciagto$¢), np. predkos¢ ruchu ciata zalezy od potrzebnego do tego ruchu
czasu”13. W tym przypadku predkos¢ bytaby szerokoscia rozciagtosci, jaka
jest czas. Na linii poziomej mozna zaznacza¢ ekstensywnos¢, a prostopadle
w kazdym punkcie szerokos$¢ intensywnosci. W ten sposéb powstaje krzywa
i figura ptaska ograniczona tymi liniami.

Mozna moéwic¢ o jakosciach liniowych (gdy intensywno$¢ jest linig pro-
stq), mozna tez rozpatrywac jakosci powierzchniowe (sa to bryty o ptaskich
podstawach) i brytowe (s3 to pewne bryty czterowymiarowe). Oresme bada
gtéwnie jakosci liniowe. Szczegdblnie ciekawy jest przypadek ruchu badany
przez Oresmego, gdy odcinek poziomy odpowiada odcinkowi czasu, w jakim
dokonuje sie ruch, a krzywa nad odcinkiem oznacza predko$¢ w poszczegdl-
nych chwilach ruchu. Wida¢, ze pole pod krzywa przedstawia pokonang
droge, chociaz Oresme o tym nie mowil4.

Teoria szerokos$ci formy wyktadana na uniwersytetach w kolejnych la-
tach stata sie kluczowym elementem powstatych w XVII wieku wielu no-
wych teorii, w tym geometrii analitycznej Fermata i Kartezjusza, dynamiki
Galileusza oraz geometrii niepodzielnych Cavalieriegols. Zastanawiajgce jest
podobienstwo teorii wspomnianych uczonych nowozytnych do pomystéw
Mikotaja z Oresme. Zaden z nich na te Zrédla sie jednak nie powotuje. Mo-
zemy podejrzewac albo celowe przemilczanie dla podkreslenia swoich za-
stug, albo brak znajomosci tej literatury i ponowne odkrycie tych samych
rzeczy. Istnieje jeszcze inna mozliwo$¢. Tak uczeni $redniowieczni, jak
i okresu nowozytnego studiowali dzieta uczonych starozytnych, a te idee
tam juz sie znajdowatly, na przyktad u Archimedesa czy Apoloniusza.

Zanim jednak przejdziemy do oméwienia dorobku matematykéw okresu
nowozytnego, zwro¢my uwage na posta¢ Mikotaja Kuzanczyka (1401-
1464), ktérego idee staty sie wyznacznikiem czaséw nowozytnych, a s3 in-
spiracja rowniez dla nauki wspotczesnej. W 1440 roku Kuzanczyk publikuje
pierwsze i najbardziej znane dzieto De docta ignorantia. Pokazuje w nim -
z jednej strony - ograniczenie wiedzy ludzkiej, jesli chodzi o poznanie naj-
wazniejszych praw przyrody (nie mowigc juz o kwestiach teologicznych),
a z drugiej - pokazuje droge do prawdziwego poznania, ktérej punktem wyj-
Scia jest uznanie wlasnej niewiedzy, a nastepnie przejScie przez poznanie
matematyczne (ktore pokazuje, jak usuwac sprzecznosci poznania zmysto-
wego oraz intelektualnego) az do mistycznego. Zauwazmy, Ze jest to opisa-

13 Ibidem, s. 377.
14 Jbidem, s. 378-381.
15 Ibidem, s. 383.
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nie i powtoérzenie platonskiej metody hipotetyczno-dedukcyjnej. Na gruncie
czysto naukowym nie mozemy zbudowa¢ wiedzy absolutnej, do tego po-
trzebny jest wyzszy rodzaj poznania. Kuzanczyk jest autorem wielu prac ma-
tematycznych, w tym: Quadratura circul, De mathematicis complementis,
De mathematica perfectione, Aurea propositio in mathematicis, Declaratio
rectilineationis curvae. Analizowat w nich osiggniecia i problemy uczonych
starozytnych oraz Sredniowiecznych (Euklidesa, Bradwarine’a). Intereso-
wato go szczegdlnie zagadnienie nieskonczonosci (wielko$ci nieskonczenie
duze i nieskoniczenie mate). ,Poziom” nieskoniczonosci pozwala pogodzié
sprzecznosci, ktore pojawiaja sie w ramach wielkosci skonczonych i wydaja
sie nie do usuniecia. Nie istnieje wiec proporcja miedzy tym, co skonczone,
a nieskonczone. Mozemy przybliza¢ koto wielokatami (o coraz wiekszej licz-
bie bokéw) wpisywanymi w to koto, jednak nigdy nie sprawimy, ze wielokat
stanie sie kotem. Przez poznawanie kolejnych czastkowych prawd nie osia-
gniemy nigdy peinej prawdy, gdyZ prawda jest niepodzielna. Jesli wczytamy
sie w dowo6d Archimedesa dotyczacy obliczania pola kota, to zauwazymy, ze
»,prawda” o polu kota nie jest otrzymywana poprzez przyblizanie pola kota
kolejnymi wielokatami wpisywanymi i opisywanymi, lecz poprzez $cisty ma-
tematyczny dowdd. Jest to dowdd ,nie wprost”, ktéry dopiero méwi nam
prawde o tym, jakie jest pole kota. Wcze$niej (poprzez metode kolejnych
przyblizen i procedur granicznych) mieliSmy tylko pewne przypuszczenie.
Dowdd a contrario przenosi nas jakby od razu na poziom nieskoriczony!1e.
Kuzanczyk miat bardzo $miate hipotezy astronomiczne. Przyjmowat jed-
norodno$¢ $wiata, a wiec zakladat, Ze nie ma wyréznionych punktéw w Ko-
smosie, Ze jest on nieskonczony, a Storice jest tylko jedng z wielu gwiazd, wo-
kot ktorych tez moga krazy¢ zamieszkate planety. Z tego punktu widzenia
przyjmowat tez istnienie ruchu Ziemi, jak i wszystkich innych ciat niebieskich.
Te hipotezy nie miaty ani wystarczajacej podbudowy teoretycznej, ani
nie mogty mie¢ oczywiscie potwierdzenia empirycznego. W kolejnych wie-
kach uzyskiwaty swoje matematyczne i fizyczne opracowania i okazaty sie
wazne dla wyjasniania zjawisk astronomicznych i opisu $§wiata. Przykta-
dowo, zatozenie o jednorodnosci Swiata jest kluczowe w konstrukcji wspoét-
czesnych modeli kosmologicznych. Dokonywane obserwacje sg zalezne od
przyjetego modelu geometrycznego, do konstrukcji ktérego przyjmuje sie
zatozenie, ze w duzej skali Wszechswiat jest jednorodny i izotropowy. Ta
idealizacja, nazwana zasada kopernikanska, gtosi, ze obraz Wszech§wiata
widziany z dowolnego punktu i w dowolnym kierunku jest identyczny.

16 M. Kuzanczyk, O oswieconej niewiedzy, thum. 1. Kania, Wydawnictwo Znak, Krakéw 1997,
s.67-100.
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Upraszcza to zdecydowanie analize obserwabli kosmologicznych i pozwala
na ich ujecie w system réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a wiec pewnego
uktadu dynamicznego?’.

Jedna z charakterystycznych cech badan matematycznych okresu nowo-
Zytnego jest to, iz prowadzone byly przez uczonych spoza systemu uniwer-
syteckiego. Byli to ludzie czesto wyksztatceni w innych dyscyplinach, mate-
matyka interesowali sie poza swojg oficjalng dziatalno$cig, a wymiana mysli
dokonywata sie w organizowanych grupach badawczych, podczas spotkan
i poprzez korespondencje. Umozliwiato to wypracowywanie catkiem no-
wych idei, chociaz wiekszo$¢ z nich, mniej lub bardziej wyraznie i oficjalnie,
nawigzywata do dorobkéw swoich poprzednikéw.

Pierre de Fermat (1601-1665) $wiadomie w swojej pracy nad geome-
trig analityczng nawigzywat do geometrii starozytnych, w odréznieniu od
Kartezjusza, ktory traktowat te geometrie jako swoje wytaczne dzieto. Fer-
mat dowodzi wiele twierdzen Apoloniusza (i innych matematykéw grec-
kich), ktére znajdujg sie u Pappusa (bez dowodu). Czerpie nieustannie
z dziet starozytnych i uwaza je za kluczowe Zrédto wiedzy w zakresie ,no-
wej” geometrii, ktorg on tylko uzupetnia!8. Geometria Kartezjusza rowniez
korzysta z wynikow Apoloniusza, jednak wyglada, jakby Kartezjusz nie zda-
wat sobie z tego sprawy. Zarzuca Fermatowi, ze korzysta z jego wynikéw,
mimo iz Zrédto ich prac jest to samo - prace Apoloniusza. Fermat, bedac za-
wodowym prawnikiem, zajmowat sie matematyka hobbystycznie. Dlatego
byt po prostu zainteresowany dowodzeniem twierdzen geometrycznych,
a nie szukaniem swojej matematycznej chwaty. Dazyt raczej do odtworzenia
prac starozytnych matematykéw, o ktorych byta wzmianka (czasem z wyka-
zem twierdzen) u Pappusa. Jedyna praca, ktéra zostat za jego zycia wydru-
kowana, to De Maximis et Minimis (O najwiekszych i najmniejszych wielko-
Sciach), w ktorej stosuje metode wspotrzednych (analityczng) do wyznacza-
nia stycznych do krzywych, przedstawia algebraiczne podejscie do geome-
trii oraz odtworzong przez niego prace Apoloniusza De Locis Planis (Témol
émimedol). I ta wlasnie praca Fermata wywotala silng reakcje Kartezjusza,
zarzut o nieodwotanie sie Fermata do jego wynikéw i sprowokowata go do
pokazania znacznie wiekszej ogdlnosSci metody, ktéra przedstawit w Geome-

17 Por. M. Szydtowski, P. Tambor, Kosmologia wspotczesna jako efektywna teoria Wszech-
Swiata - studium metodologiczne, zrédto: https://www.kul.pl/files/57 /working_papers/
szydlowski_tambor_2008f.pdf [stan z 10.06.2021].

18 C.]Jensen, Pierre Fermat's method of determining tangents of curves and its application to
the conchoid and the quadratrix, ,Centaurus” 1969, nr 14, s. 72-85; M.S. Mahoney, Fer-
mat's mathematics: Proofs and conjectures, ,Science” 1972, t. 178, s. 30-36.
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trii. Ta polemika okazata sie bardzo ptodna, bo dzieki niej Kartezjusz pokazat
wiele nowych zastosowan ,swojej” geometrii analitycznej i jej og6lno$¢1.

Zauwazmy jeszcze, Ze pojawiajaca sie u Oresmego zalezno$¢ miedzy roz-
ciagltoscia a szerokoscig zawiera w sobie idee zaleznosci funkcyjnej, tak
istotng dla rozwoju matematyki nowozytnej. Nie przedstawit on tej zalezno-
$ci algebraicznie, a jedynie graficznie, chociaz wszystkie elementy niezbedne
do jej petnego sformutowania znajdowatly sie w teorii szerokosci formy. Wy-
daje sie, ze w jej ogbélnosci tkwig jeszcze inne mozliwosci, ktore nie byty jed-
nak rozwijane.

Przyjmuje sie dosy¢ powszechnie, Ze na poczatku nowozytnosci miata
miejsce rewolucja naukowa, ktdra catkowicie zmienita obraz nauki. Przede
wszystkim sam Mikotaj Kopernik (1473-1543) uznawany jest za jedng
z gtdwnych przyczyn tej rewolucji, poprzez przyjecie i opracowanie modelu
heliocentrycznego $wiata (De revolutionibus orbium coelestium zostato wy-
dane w roku 1543 - roku $mierci Autora). Jednak, jak zauwazytem wcze-
$niej, w przypadku teorii Kopernika nie mozna mdéwi¢ o rewolucji naukowej,
istnieje bowiem ciggto$¢ merytoryczna kopernikowskiego modelu matema-
tycznego z modelem ptolemejskim. Mamy tez podjecie przez niego idei Ary-
starcha oraz uczonych XIV i XV wieku. Byly to z jednej strony idee nowe,
zwigzane z probg budowania nowego modelu $wiata, ale wystepujace w od-
niesieniu do teorii wéwczas obowigzujgcych. U Kopernika pojawito sie jed-
nak otwarcie nowego obszaru badan, ktory byt istotny dla nowozytnego
przelomu w matematyce i naukach matematyczno-przyrodniczych. W teorii
geocentrycznej Ptolemeusza nie istniala spdjna teoria opisujaca ruchy
wszystkich planet w ziemskim uktadzie planetarnym, byty to faktycznie nie-
zestrojone ze sobg teorie dla poszczegoélnych planet. Nie mozna tez byto
ustali¢ ich kolejnosci potozenia wzgledem Ziemi, gdyZz sie ona zmieniata
w czasie. Kopernik dat spéjny obraz systemu planetarnemu jako cato$ci uje-
tej w prostym matematycznym modelu: centralne Stonice i kolejne planety,
poczynajac od Merkurego, krazace wokot Storica w ustalonej kolejnosci.
Mamy wiec jeden model matematyczny opisujgcy w sposob jednoznaczny
uktad planetarny. Matematyka opisuje rzeczywisto$¢, a nie tylko konstruuje
rézne alternatywne teorie, ktéorym nie musi przystugiwac cecha prawdy czy fat-
szu. Wprowadzenie ruchéw Ziemi (wirowego, obrotowego i precesyjnego) usu-
neto wiele ,fikcyjnych” konstruktéw teoretycznych, takich jak epicykle, defe-
renty, 6sma sfera, krysztatowe sfery. W modelu matematycznym uzywamy
tylko tych poje¢, ktére odpowiadajg obserwowalnym obiektom fizycznym.

19 W.F. Asmus, Descartes, s. 242-253.
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Z drugiej strony - ruch Ziemi wydawat sie sprzeczny z do§wiadczeniem
potocznym (zdroworozsadkowym) jej stabilnoSci. Jedng z wazniejszych
cech nowej nauki byto jednak zatozZenie, ze doSwiadczenie naukowe moze
sie zasadniczo r6zni¢ od do$wiadczenia potocznego i je przekracza¢. Teoria
Kopernika zmierzata w kierunku ukazania jednorodnosci $wiata. Zniosta
wyrozniong pozycje Ziemi jako centrum geometrycznego $wiata i miejsca
naturalnego grawitacyjnego cigzenia cial wazkich. Wszystkie ciata niebie-
skie posiadaty, tak jak Ziemia, zdolno$¢ naturalnego przyciggania. Natomiast
wobec ogromu $wiata, réwniez rozmiary Stonica byty znikome i jego cen-
tralne miejsce we wszech$wiecie byto tylko pozorne (lokalne). W systemie
Ptolemeusza $rednica wszech$wiata, ograniczonego sferg gwiazd statych,
wynosita jedynie 20 tysiecy $rednic Ziemi. Natomiast Kopernik, dostrzegajac
rzeczywiscie astronomiczne rozmiary $wiata, wyrzucit ze swojego modelu
domykajgcg Swiat sfere, jako kolejng teoretyczng, nieobserwowalng fikcje.
Zatozyt, Zze badanie zagadnienia skonczono$ci (czy nieskonczonosci) $wiata
nie lezy w gestii badan naukowych, lecz filozoficznych?0. W swojej pracy
O obrotach sfer niebieskich przedstawia stosunkowo prosty, matematyczny
model $wiata, ktéory mozemy bada¢ metodami matematycznymi i ekspery-
mentalnymi. Swiat w tym modelu charakteryzuje sie jednorodnoécia i jed-
noscig (caty badany jest przez te same prawa). Otwiera tym samym ogromne
pole badan dla matematyki i Zrédto inspiracji dla powstawania nowych na-
rzedzi badawczych. Pokazuje bowiem, Ze jest mozliwe badanie catosci
Swiata przy pomocy samej matematyki i nauk z nig zwigzanych.

Galileo Galilei (Galileusz, 1564-1642) dostrzega wielko$¢ teorii Koper-
nika i staje sie jej wielkim oredownikiem. Gtosi jej prawdziwos¢é mimo braku
eksperymentéw potwierdzajgcych jej zatozenia. Z punktu widzenia metodo-
logii F. Bacona byto to podejscie nieracjonalne. Jednak, zgodnie ze swoim po-
dejsciem do nauki, przyjmuje, Zze prawdziwo$¢ teorii jest zwigzana z mode-
lem materialnym $wiata, ktéry mozemy badaé¢ na spos6b matematyczny,
a taki model $wiata ukazat Kopernik. Swiat Ptolemeusza dlatego nie jest
prawdziwy, bo nie dato sie go opisa¢ w pelni matematycznie. Natomiast pro-
jekt Kopernika dawat taka mozliwos¢. Byt to jednak projekt, ktory trzeba
byto kontynuowac. Galileusz podejmuje wiec wysitek budowy nowej mate-
matyki (i szerzej, nowej nauki), przy pomocy ktérej bedzie mozna w spos6b
jednolity opisa¢ calg strukture $wiata i dokonywane w nim ruchy, zmiany.

Najwazniejsze dzieto Galileusza to Dialogi dotyczace dwdch nowych
nauk. Spedzit nad nimi osiemnascie lat bardzo intensywnej pracy, a de facto

20 Por. Mikotaja Kopernika ,,O obrotach. Ksiega Pierwsza”, Wroctaw, Warszawa, Krakéw,
Gdansk, £.6dz 1987, s. 100-119.
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praca jest synteza ponad trzydziestu lat badan naukowych. Ksigzka ta wy-
chodzi w 1638 roku, a wiec na cztery lata przed Smiercia Galileusza, i mozna
jej wydanie uzna¢ za poczatek nauki nowozytnej. Sam Galileusz okresla to
dzieto jako swoje najwieksze osiagniecie, a trzeba je uznac za prace mi-
strzowska, jedna z najwiekszych, jakie powstaty w dziejach nauki. Po lektu-
rze tego dzieta znany wtoski uczony i teolog Paolo Sarpi w zachwycie powie-
dziat, Ze ,aby da¢ nam nauke o ruchu, Bég i... Natura polaczyli rece i stwo-
rzyli intelekt Galileusza”?!.

Rozpoczynajac swoje Dialogi, Galileusz wskazuje, Zze bada jedno z naj-
starszych zagadnien - problem ruchu. Zauwaza, iZ mimo tego, Ze napisano
na ten temat wiele obszernych ksigg, udato mu sie odkry¢ (przy pomocy eks-
perymentéw i dowodéw) kilka znaczacych wtasciwosci ruchu, nieznanych
do tej pory. Wiedziano, ze w spadku swobodnym ciata przyspieszajg w spo-
s6b ciggly, jednak nie wiedziano, jak to przyspieszenie przebiega. On nato-
miast odkryt wazng zalezno$¢: odlegtosci pokonywane w réwnych odcin-
kach czasu przez ciato rozpoczynajgce swoj spadek od spoczynku majg sie
do siebie tak, jak liczby nieparzyste, poczynajgc od jednos$ci. Zauwazyt tez,
ze ruch wystrzelonego pocisku odbywa sie po paraboli, czego nikt do tej
pory nie odkryt. Nauke o ruchu uwaza za najdoskonalsza z nauk i zacheca
innych do kontynuowania rozpoczetego przez siebie dzieta. W pracy bada
trzy zagadnienia: ruchu jednostajnego, jednostajnie przyspieszonego swo-
bodnego oraz ruchu wymuszonego (na przyktad pociskéw).

W celu zbadania pojecia ruchu, analizuje prawa fizyki Arystotelesa (do-
tyczace ruchu), pokazuje ich fatszywos$¢ i formutuje inne, juz w postaci ma-
tematycznej. Jak wiadomo, Arystoteles wykluczyt fizyke z domeny badan
matematycznych. Konkurencyjny do jego wizji nauki i miejsca w niej mate-
matyki byt projekt Archimedesa, w ktérym de facto fizyka (poprzez swoje
zmatematyzowane fragmenty, takie jak: mechanika, hydrostatyka, pneuma-
tyka, itd.) byta traktowana jako cze$¢ matematyki. Istnialy wiec przed Gali-
leuszem wiasciwie dwie ,fizyki”. Jedng z nich byta fizyka Arystotelesa, ktorej
przedmiotem badan byta struktura materii, przestrzeni, czasu i ruchu, oraz
fizyka Archimedesa. Pogram badan fizycznych Arystotelesa byl rozwijany
przez filozoféw, a Archimedesa - przez matematykow. Nie istniata wiec fi-
zyka jako autonomiczna, jednorodna dyscyplina badawcza. W XIV wieku
w pracach Jana Buridana i Mikotaja z Oresme pojawita sie préba potaczenia
tych dwéch rodzajéw badan. Ruch stat sie przedmiotem badan matematycz-

21 G. Galilei, Dialogues concerning two new sciences, ttum. H. Crew, A. De Salvio, William An-
drew Publishing, Norwich, New York 1914, s. IX.
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nych, co nie miato miejsca u Archimedesa, mimo ze samo pojecie ruchu
u niego wystepuje, lecz nie jako zagadnienie badawcze.

Odkrycie przez Mikotaja z Oresme idei funkcji (zalezno$¢ miedzy inten-
sywnoscig cechy a szerokos$cig) doprowadzito do ,matematyzacji ruchu”.
Podejmujac idee Mikotaja Oresme i traktujac predkos$¢ Vjako funkcje czasu ¢
Galileusz doszedt do odkrycia zwigzku V(t) = at, wyrazajacego predkos¢
w ruchu jednostajnie przyspieszonym (na przyktad w spadku swobodnym),
przy czym a jest stalym parametrem danego ruchu (tzn. niezaleznym od
czasu), nazwanym przyspieszeniem.

35, | 951

S

Zauwazyt on, ze przyrost drogi pokonywanej w kolejnych sekundach ru-
chu odpowiada kolejnym liczbom nieparzystym, tzn. - jesli w pierwszej se-
kundzie ciato pokonato droge S;, to w drugiej pokona droge 3S;, w trzeciej
55, itd. Tym samym droga S pokonana w kolejnych ¢ sekundach ruchu be-
dzie  wynosi¢: S=S5;+35+55+-+2t-15;=50+3+5+
+-- (2t — 1)) — S;t. Ostatnig réwno$¢ otrzymujemy dzieki spostrzezeniu
(twierdzeniu) pitagorejczykow, ze suma kolejnych liczb nieparzystych
roéwna sie kwadratowi ich liczby. A poniewaz S; jestiloczynem Sredniej pred-
kosci (rownej %Vl) w pierwszej jednostce czasu ruchu przez czas réwny 1
(V1 jest predkoscig po uptywie jednej jednostki czasu ruchu, a przyspiesze-
nie ciata a = %jest state i rowne % =V ), to otrzymujemy prosty wzor na

2
droge w spadku swobodnym S = %22. W przypadku spadku swobodnego a

oznacza przyspieszenie grawitacyjne g Jednak, aby uczyni¢ to ostatnie spo-

22 M. Kordos, Wyktady z historii matematyki, s. 136-139.
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strzezenie, Galileusz musiat odrzuci¢ prawo ruchu Arystotelesa méwigce, ze
predko$¢ spadania ciata pod wptywem grawitacji jest zalezna od ciezaru
ciala (jest wprost proporcjonalna do jego ciezaru)z3, co doprowadzito do
sformutowania prostego wzoru na predkos¢ w spadku swobodnym V = gt.

Te wyniki Galileusza miaty kluczowe znaczenie dla matematyzacji ruchu
i powstania mechaniki nowozytnej. W spadku swobodnym predkos¢ ciata
okazata sie wprost proporcjonalna do czasu spadania (a nie, jak chciat Ary-
stoteles, do pokonywanej drogi). Aby do tego wniosku dojs¢, trzeba byto
prowadzi¢ rozumowanie w oparciu o przyjecie funkcyjnej zaleznosci pred-
kosci od czasu. Idea funkcji pozwala bowiem na potaczenie dwéch odreb-
nych wielkos$ci (bytow) w jedng nowa catos¢, bez koniecznosci ich utozsa-
miania. Zauwazmy, Ze teoria stosunkéw Eudoksosa tez pozwalata na poréow-
nywanie roznych wielkos$ci, jednak nie prowadzita do otrzymywania no-
wego rodzaju bytu. Dlatego dla starozytnych niemozliwe byto na przyktad
dzielenie odcinkéw przestrzennych przez czasowe, mozemy co najwyzej po-
réwnywac¢ odpowiednie stosunki czasu i stosunki przestrzeni, jednak nie
mozemy z tej proporcji utworzy¢ jednego nowego bytu. Warto tez odnoto-
wad, ze ukazywana przez Arystotelesa zalezno$¢ predkosci od pokonywanej
drogi nie byta ujmowana w formie matematycznego wzoru (stosowanie ma-
tematyki do opisu ruchu byto metodologicznie ,zakazane”).

Formutuje tez Galileusz kolejne prawa i zasady potrzebne dla budowanej
przez niego mechaniki. Zauwazyl, ze w przypadku ruchu jednostajnego nie jest
potrzebna Zadna sita, ktéra podtrzymuje te predkos$¢, sita jest potrzebna do
zmiany predkosci (a wiec do nadania cialu przyspieszenia). Jest to tak zwana
zasada bezwtadnosci. Ponadto wprowadza zasade wzglednosci (nazwang za-
sadg wzglednosci Galileusza), ktéra stwierdza, Ze prawa mechaniki sg nie-
zmienne we wszystkich uktadach poruszajacych sie ruchem jednostajnym po
linii prostej (uktady inercjalne). Innymi stowy, prawa mechaniki sa niezmienni-
kami przej$cia miedzy r6znymi uktadami inercjalnymi, nie jeste§my wiec w sta-
nie w oparciu o nie stwierdzi¢, czy ciato sie porusza ruchem jednostajnym pro-
stoliniowym, czy pozostaje w spoczynku. Spoczynek przestaje by¢ absolutny?2+.

23 (alileusz wykazat wewnetrzng sprzeczno$¢ prawa Arystotelesa w nastepujacym rozumo-
waniu: gdyby obowigzywato to prawo, to dwa ciata o réznych ciezarach Ai (A < B) po-
taczone w jedno spadatyby z predkoscia mniejsza od ciata ciezszego (bo mniejsze by je
spowalniato), a zarazem wieksza od ciezszego (bo jest w sumie ciezsze). Te sprzeczno$¢
likwiduje przyjecie zatoZenia, ze predko$¢ spadania (chodzi o spadanie w prézni) nie za-
lezy od ciezaru ciata.

24 @. Galilei, Dialogues concerning two new sciences, H. Crew, ttum. A. de Salvio, William An-
drew Publishing, Norwich, New York 1914, s. 153- dale;j.



MATEMATYKA CZASOW NOWOZYTNYCH... 183

Idee Mikotaja z Oresme, Kopernika i Galileusza byty dalej rozwijane
przez uczonych nowozytnych. Johannes Kepler (1571-1630) pod wpty-
wem obserwacji astronomicznych wykonanych przez Tycho de Brache
(1546-1601) sformutowat trzy prawa opisujace ruchy planet w systemie
heliocentrycznym Kopernika. Zastapit orbity kotowe elipsami, a Stonce
umiescit w jednym z ognisk elipsy (pierwsze prawo Keplera). Zauwazyt tez,
ze stosunek pola, jakie zakres$la promien wodzacy planety, do czasu jest staty
(drugie prawo Keplera), oraz ze staty jest stosunek kwadratu czasu obiegu
planety wokot Storica do sze$cianu wielkiej pétosi orbity (trzecie prawo Ke-
plera). Robert Hooke (1635-1703), w liScie do Newtona z roku 1684, zau-
wazytl, ze prawa Keplera wynikaja z prawa odwrotnosci kwadratéw (to zna-
czy, ze sita dziatajgca pomiedzy dwoma ciatami jest odwrotnie proporcjo-
nalna do kwadratu ich odlegto$ci). Kolejnym krokiem byto sformutowanie
przez Newtona prawa powszechnej grawitacji: F = G "rl—iw gdzie pojawia sie
uniwersalna stata przyrody & - stata grawitacji; rowniez uniwersalna staje
sie sita grawitacyjna (ktérg oddziatywujg na siebie wszystkie ciata wazkie
w catym Kosmosie) oraz masa jako parametr charakteryzujacy wszystkie
ciala. Najbardziej kontrowersyjnym =zatozeniem Newtona, zwigzanym
z wprowadzaniem kolejnych wtasno$ci absolutnych charakteryzujgcych
przyrode, byty pojecia absolutnego czasu i absolutnej przestrzeni (a wiec
i absolutnego ruchu jako ruchu wobec absolutnej przestrzeni). Wszystkie ciata
sg zanurzone w takiej przestrzeni, a zdarzenia przebiegaja na absolutnej osi
czasu. Dowodem na istnienie takich absolutnych charakterystyk miato by¢ ist-
nienie ruchéw nieinercjalnych (w ktorych obserwujemy przyspieszenia i wy-
stepowanie sit bezwtadnosci). Jak wiadomo, takie nasycenie przyrody absolut-
nymi wtasnosciami spotkato sie z oporem, na przyktad Leibniza?>.

Jak przedstawitem w paragrafie dotyczacym projektu badawczego Ar-
chimedesa, kluczowe dla podania matematycznego opisu oddziatywania
dwéch (lub wiecej) ciat byto zbudowanie materialnego modelu, w ktérym
ciata sg zastgpione przez ,punkty materialne” (Srodki ciezkosci tych ciat).
Prawa mechaniki Newtona byty konsekwencja rozwazan Galileusza nad pra-
wami ruchu oraz rozwazan Jana Buridana nad mozliwo$cia przekazywania
sobie wzajemnie ruchu przez ciata (ktéry wprowadzit pojecie ,impetu” jako
czynnika odpowiedzialnego za poruszanie sie ciata, ktéry ciato posiada
i moze przekazywac innemu, na przyktad poprzez zderzenie). Izaak Newton
w swoich stynnych Principiach (Philosophiae naturalis principia mathema-

25 @G. Holton, Johannes Kepler's universe : its physics and metaphysics, ,American Journal of
Physics” 1956, t. 24, s. 340-351.
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tica), wydanych w 1687 roku, a wiec prawie pét wieku po dziele Galileusza,
formutuje nie tylko prawo grawitacji, ale rwniez trzy prawa mechaniki (dy-
namiki). W tych dwdéch teoriach mamy do czynienia z préba scharakteryzo-
wania przyrody w oparciu o Kilka wtasciwosci, ujetych w ramy definicji, oraz
prostych formut matematycznych i zasad. Tymi wtasciwo$ciami majacymi
w petni opisa¢ przyrode byty: materia, ruch oraz sita. Materie charakteryzo-
wat parametr masy (grawitacyjnej, wynikajgcej z prawa grawitacji, oraz bez-
wtadnos$ciowej, wynikajacej z Il zasady dynamiki: F = ma). Zatozono, Ze do
ujecia zjawiska ruchu wystarczg dwa parametry: predkosc¢ oraz przyspiesze-
nie, natomiast sita wystepowata réwniez w dwdch ujeciach, jako sita grawi-
tacyjna oraz bezwtadnosciowa (czy dynamiczna). Stara grecka zasada ele-
mentarno$ci znalazta swojg nowa odstone: trzy pojecia i dwa bardzo proste
wzory matematyczne mialy opisywac caty swiat i wszystkie jego zjawiska.
Na tym opierata sie rozwijana az do drugiej potowy wieku XIX filozofia me-
chanicyzmu, ktoéra zatamata sie wobec odkrycia nowych zjawisk, ktérych nie
dato sie ani ignorowad, ani uja¢ w ramy mechaniki. Byty to zjawiska elektro-
dynamiczne, termodynamiczne i kwantowe.

Bonawentura Cavalieri (1598-1647) pod wptywem spotkania z Galile-
uszem zainteresowat sie nowa matematyka. Wymienili miedzy soba wiele
listdw, a efektem tej korespondencji i wtasnych studiéw byta Geometria in-
divisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (wydana w 1635
roku) oraz praca na temat stozkowych. W pierwszej z nich rozwija metode
wyczerpywania, stosujac teorie wielkos$ci niepodzielnych do obliczania p6l
i objetosci réznorodnych figur geometrycznych. Cavalieri stosuje metode
niepodzielnych, a przez ,niepodzielng” danej bryty rozumie jej dowolny pta-
ski przekraj, natomiast bryta jest traktowana jako utworzona ze zbioru nie-
skoniczenie wielu takich réwnolegtych niepodzielnych elementéw. Przesu-
wajac takie elementy niepodzielne, mozna otrzymac inng bryte o takiej sa-
mej objetosci, jak pierwotna. Formutuje tez tam swoje stynne zasady (zasady
Cavalieriego):

Jezeli dwa ptaskie elementy (lub bryty) sa zawarte miedzy parg réwno-
legtych linii (lub réwnoleglych ptaszczyzn) i jezeli dtugo$ci dwdch odpowia-
dajacych sobie odcinkéw (lub pdl odpowiadajacych sobie powierzchni)
otrzymanych jako efekt przeciecia dowolng prostg rownolegta do linii wyj-
Sciowych (lub ptaszczyzng) sa zawsze réwne, to powierzchnie dwoch pta-
skich elementéw (objeto$ci dwdch bryt) sa réwniez rowne. Cavalieri rozwija
tez teorie logarytmoéw w pracy Directorium Generale Uranometricum. Pre-
zentuje tabele logarytméw, w tym logarytmy funkcji trygonometrycznych
z ukazaniem ich zastosowania w astronomii. Pojawiajg sie rozwazania doty-
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czace geometrii ptaskiej i sferycznej, w tym dowod twierdzenia o kwadratu-
rze kazdego trojkata sferycznego. Byto to rozwijanie wynikow starozytnych
z wykorzystaniem nowych narzedzi. Prébujac zrozumie¢ praktyczne wyko-
rzystania przez Archimedesa zwierciadet do zapalania okretéw wroga
w czasie oblezenia przez Rzymian Syrakuz, podejmuje badania nad teorig
ogniskowej soczewek i opisuje dziatanie teleskopu zwierciadlanego?s.
Metoda Cavalieriego byta rozwijana przez jego uczniéw, przede wszyst-
kim przez Ewangeliste Torricellego (1608-1647) i Stefana degli Ange-
liego (1623-1697). Mimo nie$cistosci, jaka towarzyszyta nowej matema-
tyce niepodzielnych, to dzieki ogromnym mozliwo$ciom obliczeniowym, ja-
kie ze soba niosta, oraz prostym dowodom i konstrukcjom traktowano ja
jako krélewska droge, konkurencyjna (a przynajmniej dopetniajaca) wobec
matematyki antycznej. Dlatego czesto taczono dowody przy pomocy metody
niepodzielnych z badaniami krzywych stozkowych i innych krzywych. Mu-
siato jednak ming¢ wiele czasu, zanim ta nowa matematyka osiagneta odpo-
wiednia Scisto$¢. Dlatego tez spotykata sie z duzym krytycyzmem. Jednym
z wazniejszych krytykow byt Paul Guldin (1577-1643), szwajcarski mate-
matyk zydowskiego pochodzenia, ktérego prace stanowity istotne ogniwo
w odtwarzaniu matematyki starozytnej z jednoczesnym rozwijaniem jej
w nowym duchu. Wychowany byt w rodzinie protestanckiej, w wieku doro-
stym przeszedl na katolicyzm i zostat jezuita (wysoko wyksztatconym
w dziedzinie teologii). Wtedy odkryt swoje zainteresowania i zdolno$ci mate-
matyczne. Pod kierunkiem Christofera Claviusa zdobyt w Rzymie wyksztatce-
nie w zakresie astronomii i matematyki klasycznej (euklidesowej). Prowadzit
korespondencje z Keplerem i wspierat go w jego badaniach astronomicznych.
W latach 1635-1641 wydaje swoje gtowne dzieto Centrobaryca seu de
centro gravitatis trium specierum quantitatis continuae w czterech tomach.
Praca poswiecona jest badaniom i obliczeniom $rodkéw ciezko$ci réznych
figur geometrycznych, co byto, jak wiemy, kluczowe w programie Archime-
desa i stanowito istotny czynnik w budowaniu mechaniki. Guldin przyjmuje,
ze $rodek ciezkosci dowolnego obiektu jest punktem znajdujacym sie albo
w jego wnetrzu, albo na brzegu, albo na zewnatrz, przy czym wszystkie cze-
Sci tej wielkosci (obiektu) z kazdej strony maja ,réwny moment”. Znaczy to,
ze dzielac te figure przy pomocy tego punktu albo prostej czy ptaszczyzny
przechodzacej przez Srodek ciezkosci, otrzymamy czesci o réwnej wadze.
Definicja jest bardzo nieprecyzyjna, lecz prébuje uchwyci¢ podstawows in-

26 Por. P.E. Ariotti, Bonaventura Cavalieri, Marin Mersenne, and the reflecting telescope,
Jsis” 1975, t. 66, nr 3, s. 303-321; Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 2, s. 190-
197.
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tuicje $rodka ciezkosci figury. Poza klasycznymi rozwazaniami geometrycz-
nymi istotne jest jednak wprowadzenie pojecia ruchu jako elementu gene-
rujacego inne figury z danych, z wykorzystaniem pojecia srodka ciezkosci.
Szczegdlne znaczenie ma pojecie obrotu, ktéry Guldin rozumie jako prosty
i doskonaty ruch kotowy wokot ustalonego punktu, nieruchome;j osi (0$ ob-
rotu) lub plaszczyzny, ktéry wyznacza pewna kotowa wielkos¢. Ta wielko-
$cig moze by¢ linia (poprzez ruch punktu), powierzchnia (ruch linii) lub
bryta przestrzenna (ruch powietrzni). Przyktadowo poprzez obroét poto-
kregu wokot jego Srednicy otrzymujemy koto. Obroty wokét srodka ciezko-
Sci (lub prostej czy ptaszczyzny przechodzacej przez ten Srodek) maja szcze-
gblng moc generacyjng. Guldin formutuje stynng regute (znang juz z prac
Pappusa)?’, méwiaca, Zze objetos¢ bryly otrzymanej poprzez obrét pewnej
ptaskiej figury w ustalonej ptaszczyznie wokot osi (ktora tej figury nie prze-
cina) jest réwna iloczynowi pola powierzchni tej figury i odlegtosci przeby-
tej przez $rodek ciezkosSci w czasie obrotu. W oparciu o te regute bada stozki,
walce i inne bryly. Z tego punktu widzenia bada $rodek ciezkosci Ziemi,
a wiec w naturalny sposéb dopuszcza jej ruch obrotowy.

Czwarty tom dzieta Guldina zawiera krytyke metody niepodzielnych Ca-
valieriego i innych nieklasycznych metod stosowanych wéwczas w matema-
tyce. Polemizuje z Cavalierim, argumentujac, Ze nigdy linie nie utworza po-
wierzchni, a powierzchnie - bryly. Nie dopuszczat nieskoniczonosci do geo-
metrii, bedac catkowitym wrogiem atomistycznej teorii continuum.

Opo6r Guldina wobec metod nieskonczonosciowych ma pewne znaczenie
dla poprawienia $cistosci tych metod, chociaz nie nastgpito ich odrzucenie.
Ponadto Guldin odrzucat stosowane przez Archimedesa i innych dowody nie
wprost (polemizowat w tym zakresie z Davidem Rivaltusem) i dazyt do po-
dania dowodéw bezposrednich. Podjat sie rekonstrukcji matematyki przez
zastgpienie dowodoéw a contrario przez dowody wykorzystujace ,metode
rotacji i $rodka ciezkosci”28.

Warto zwroci¢ uwage na jeden punkt. Pomimo sporu miedzy Guldinem
i Cavalierim obaj zgodzili sie, ze dowody przez sprzeczno$c¢ s niepozadane.
By¢ moze zaskakujgco, Cavalieri uzasadnit swoje podejscie argumentem, Ze
jego uzycie nieskoniczenie matych pozwolito mu udowodni¢ wyniki Archi-

Jy3]

medesa bez uzycia ,dowodu przez sprzeczno$¢”. Zauwazmy, zZe tak metoda

27 Poniewaz dzieta Pappusa byty wtedy juz znane, a Guldin nie powotat sie na niego w swojej
pracy, zostat oskarzony o plagiat.

28 Por. zrodio: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Guldin/ [stan z 12.05.
2021); Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 2, s. 150.
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niepodzielnych Cavalieriego, jak i rotacyjna Guldina wykraczaty poza mate-
matyke antyczna. Pierwszy z nich dopuszczat jako element dowodu i teorii
operacje nieskonczonos$ciowe, drugi wprawdzie tych elementéw nie uzna-
wal, jednak wprowadzal metody wykorzystujace ruch jako element kon-
strukcji i narzedzie matematycznych dowodow.

John Wallis (1616-1703) nie tyko kontynuuje i rozwija idee i metody
Cavalieriego, Keplera, Kartezjusza i innych, ale tez tworzy nowe metody -
interpolacji i obliczania catek. Najstynniejsza jego praca jest Arithmetica in-
finitorum, wydana w 1656 roku. W pracy tej wprowadza symbol nieskon-
czonosci (00). Odrzuca geometryczne podejscie Cavalieriego, zastepujac je
jezykiem algebraicznym, co sprawia, ze analiza nieskonczonoS$ciowa staje
sie poteznym narzedziem w badaniach astronomicznych i fizycznych. Praca
ta byta podstawg przy budowaniu przez Newtona rachunku rézniczkowego
i catkowego (jak rowniez praca Mechanica, sive Tractatus de Motu, w ktorej
Wallis uscisla pojecia sity, pedu oraz pojecie srodka ciezkosci Ziemi).
W pracy Tractatus de Sectionibus Conicis (1659) bada krzywe stozkowe
przy pomocy metod i wtasnosci algebraicznych. Wazna dla rozwoju notacji
matematycznej jest praca Mathesis Universalis z 1657 roku, w ktorej Wallis
wprowadza ujemne i utamkowe wyktadniki, ale r6wniez przedstawia cato-
Sciowg wizje matematyki jako nauki uniwersalnej?9.

Istotny jest wktad Wallisa w odzyskanie tekstow starozytnych matema-
tykow, ktdre staty sie przedmiotem jego analiz i refleksji. Chodzi o Harmo-
nike Ptolemeusza, O wielkoSciach i odlegtosciach Storica i KsieZyca Arystar-
cha oraz Zliczacz piasku Archimedesa. Dostrzegt tez wielko$¢ matematyczng
Thomasa Harriota (1560-1621) i rozwinat jego algebraiczne pomysty. Po-
stawit teze - ciggle analizowang przez historykow - ze wyniki algebraiczne
Kartezjusza sg zapozyczone od Harriota. W swoim Traktacie algebraicznym
(Treatise on Algebra) akceptuje , jako pelnoprawne w matematyce, ujemne
i zespolone pierwiastki30.

Spér Wallisa z Hobbesem pokazuje, z jakim oporem nowa matematyka
wchodzita do umystéw innych ludzi, nawet tak wybitnych filozoféw jak Hob-
bes. Mysliciel pomysty matematyczne Wallisa uwazat za szalone, przekra-
czajace wszelkie granice zdrowego rozsadku. Napisat pamflet The Marks of
the Absurd Geometry, Rural Language etc. of Doctor Wallis, w ktérym w naj-

29 ]. Wallis, Mathesis universalis: sive, arithmeticum opus integrum, [w:] Opera mathematica,
E. Theatro Sheldoniano, Oxoniae 1695,t.1,s. 17-228.

30 A Malet, Barrow, Wallis, and the remaking of seventeenth century indivisibles, ,Centaurus”
1997, nr 39 (1), s. 67-92.
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gorszych epitetach opisywal nowa geometrie (matematyke). Spér trwat
przez dwadzie$cia lat, az do $mierci Hobbesa3!.

Blaise Pascal (1623-1662) miat kluczowe znaczenie dla rozwoju nauki
nowozytnej nie tylko jako twérca w matematyce, fizyce oraz w filozofii, ale
takze jako jeden z inicjatoréw nowego podejscia do nauk matematyczno-
-przyrodniczych. To on w korespondencji z Fermatem potozyt fundamenty
pod teorie prawdopodobienstwa. Rozwigzali oni problem stawki w grze
w kosci dwoéch graczy (jak sprawiedliwie podzieli¢ stawke, o ktorg gracze
grajg, jesli gra jest niedokonczona). W swoim stynnym ,zakladzie Pascala”
prébuje rozwigza¢ problem zaktadu dotyczacego istnienia Boga, wykorzy-
stujgc argument probabilistyczny: kto ma szanse wygra¢ zaktad, jesli jeden
zaktadajacy sie twierdzi, Zze Bog istnieje, a drugi, Ze nie istnieje. Pascal zau-
waza, ze przy rozwigzywaniu tego problemu jeste§my zmuszeni do hazardu,
a wiec do zastosowania rachunku prawdopodobienstwa. | zauwaza, ze jesli
Bég nie istnieje, nie traci sie nic, wierzagc w Niego, a jesli istnieje, traci sie
wszystko, nie wierzac. Hazard (w tym réwniez ten religijny) nie jest jedy-
nym zrodtem teorii prawdopodobienstwa, jednak to Zrédto ma szczegdlne
znaczenie dla charakterystyki matematyki nowozytnej. Rozpoczecie badan
nad zagadnieniami, bez odpowiednich narzedzi i metod, bylo swoistym ha-
zardem. Podjeto duzy wysitek spoteczny, aby osiggna¢ sukces, i on w koncu
nastapit (wybrana droga rozwoju nauki nie okazata sie $lepa uliczka). Uczo-
nym o$wieceniowym i pozytywistycznym zdawato sie, Zze mozna jeszcze
podbi¢ stawke i doprowadzi¢ do przejecia przez nauke spotecznych funkcji
religii. Taka postawa w sposéb zasadniczy wykraczata poza kompetencje
metodologiczne nauki. Czy nauka ma szanse wygrac ten zaktad, czy jednak
przelicytowata? Zaktad nie zostat jeszcze rozstrzygniety, a spor trwa.

Ponadto Pascal kontynuowat badania geometryczno-analityczne nad
teorig krzywych stozkowych, pokazujac jej dalsze zastosowania. Miedzy in-
nymi formutuje twierdzenie istotne dla geometrii rzutowej, buduje rzutowa
geometrie stozkowych, pokazuje, Ze stozkowe mozna otrzymac jako $rod-
kowe rzutowanie okregu. Skonstruowat tez pierwsza maszyne liczaca, ma-
jaca pomdc jego ojcu w obliczeniach. W pracy dotyczacej cykloidy zastoso-
wat rachunek Cavalieriego do znajdowania pola powierzchni odcinka cyklo-
idy i jego Srodka ciezkosci.

Na podstawie przeprowadzonych przez siebie eksperymentéw atmosfe-
rycznych okreslat wlasciwosci zjawiska ci$nienia, a przede wszystkim uznat,

31 S.Probst, Infinity and creation : the origin of the controversy between Thomas Hobbes and
the Savilian professors Seth Ward and John Wallis, , The British Journal for the History of
Science” 1993, t. 26, s. 271-279.
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Ze istnieje préznia, gdyz wraz ze wzrostem wysoko$ci maleje ci$nienie po-
wietrza. Wnioskowat wiec, ze ponad atmosfera ziemska musi by¢ préznia.
Byto to kolejne odrzucenie zasady Arystotelesa, tym razem o nieistnieniu
proznis2. Przyjecie prozni byto z jednej strony wynikiem eksperymentow,
a drugiej - wprowadzeniem pewnego idealnego pojecia (bytu), na podsta-
wie definicji zgodnej z eksperymentami (lecz przeciez niepotwierdzonej).
Przyjat bowiem, Ze préznia jest czym$ pomiedzy materig a nico$cig (ponie-
waz nie posiada cech ani jednego, ani drugiego): jest pustg przestrzenig ma-
jaca (trzy) wymiary (rézni sie wiec od nicosci), ponadto nie stawia oporu
i jest nieruchoma (nie jest tym samym materig)33. Polemizuje w tej sprawie,
miedzy innymi, z 0. Noélem Chabanelem (jezuita) oraz Kartezjuszem, ktorzy
odrzucali istnienie prézni.

Geometria rzutowa jest charakterystyczng teorig dla matematyki nowo-
zytnej. Wprawdzie jej poczatki miaty miejsce juz w czasach antycznych,
w pracach Apoloniusza i Pappusa, jednak w okresie nowozytnym dalsze ba-
dania nad nig zostaty sprowokowane przez problemy geometryczne astro-
nomii oraz potrzeby opracowania teorii perspektywy dla potrzeb sztukiiar-
chitektury. Kepler zastosowat pojecie punktu nieskonczenie dalekiego,
w ktérym przecinajg sie dwie proste rownolegte. Chodzi o to, Ze przy rzuto-
waniu proste réwnolegte moga przej$¢ w proste przecinajgce sie i dla uspoj-
nienia teorii nalezato taki punkt wprowadzi¢. W ten sposéb znowu kolejny
element nieskonczony staje sie czescig teorii matematycznej. Znaczace dla
wprowadzenia tego punktu byto pojecie granicy i zasada ciaggtosci. Jesli dwie
proste sie przecinajg, to gdy w sposéb ciggly przeksztatcamy je do prostych
réwnolegtych, punkt przeciecia oddala sie do nieskonczonosci, a w granicy
jest punktem w nieskonczonosci (nieskonczenie odlegltym). Jednak poczatki
geometrii rzutowej jako osobnej dyscypliny matematycznej wystepuja
w pracach Girarda Desargues’a (1591-1661). Pojawia sie u niego wazne
pojecie przeksztatcenia rzutowego oraz dwustosunek podziatu czterech
punktéw. W Paryzu Desargues stat sie cze$ciag matematycznego kregu ota-
czajacego Marina Mersenne’a (1588-1648). Do kregu tego nalezat René
Descartes, Etienne Pascal (1588-1651) i jego syn Blaise Pascal. Gtéwnie dla
tej waskiej grupy przyjacioét Desargues przygotowal swoje matematyczne
prace. Byta to swoista ,akademia”, w ktoérych uczeni dzielili sie wynikami
swoich badan, omawiali je i rozwijali. Efektem tej wspétpracy byta wydana
w latach 1635-36 przez Mersenne’a La Harmonie Universelle. W Ksigzce

32 C.B. Boyer, Pascal: The man and the mathematician, ,Scripta Mathematica” 1963, t. 26,
s. 283-307.
33 P.Pascal, Rozprawy i listy. Fragmenty prac o prozni, PAX, Warszawa 1962, s. 23.
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znajduje sie krotka praca Desargues’a (Une méthode aisée pour apprendre
et enseigner 4 lire et escrire la musique), w ktorej pokazuje site nowej meto-
dologii w nauczaniu muzyki. Zresztg takich praktycznych prac napisat wiele
i dotycza one poszukiwania uniwersalnych metod (Maniére universelle) w
rozwigzywaniu praktycznych probleméw (zagadnienie perspektywy, ciecia
kamieni, konstrukcji zegaréw stonecznych). Szczegdlnie wazna jest praca
dotyczaca perspektywy, ktora doprowadzita go do nowego podejscia do geo-
metrii. Gtdwnym dzietem w tym zakresie jest wydana w 1639 roku w Paryzu
praca Brouillon project d'une atteinte aux événements des rencontres du
Cone avec un Plan, w ktérej znowu (jak w przypadku geometrii analitycznej)
badanie stozkowych stato sie podstawg nowej teorii. Desargues formutuje
wazne twierdzenie mowiace, ze jezeli dwa trojkaty ABC i abc ,,s3 w perspek-
tywie” (co oznacza, ze proste tgczace odpowiadajace sobie wierzchotki,
awiec proste Aa, Bb i Cc, przecinaja sie), to punkty przeciecia odpowiadajacych
sobie bokow tych tréjkatow sa wspotliniowe. Istotne jest to, ze Desargues, two-
rzac nowq teorie matematyczng, odnosi sie do prac antycznych matematykow:
Apoloniusza i Pappusa. Podobnie jak oni widziat $cisty zwigzek matematyki
z jej praktycznymi mozliwo$ciami. Aby opisa¢ matematycznie zagadnienie per-
spektywy, trzeba byto rozszerzy¢ zakres geometrii, gdyz potrzebne twierdzenia
nie wynikaly z aksjomatéw geometrii Euklidesa. Ponadto geometria rzutowa
dawata podstawe teorii stozkowych: przez odpowiednie przeksztatcenia rzu-
towe mozna byto przeksztatca¢ dane stozkowe w inne. W duzej mierze teoria
Desargues’a zostata przez wspotczesnych odrzucona (réwniez przez samego
Kartezjusza, ktéry promowat jedynie analityczny kierunek w geometrii). Sam
Desargues wdat sie w liczne spory zwigzane z oryginalnoscia i wagg jego prac,
co w konicu zniechecito go do dalszego zajmowania sie matematyka.

Zrozumiat w pelni wielko$¢ tej teorii jedynie Pascal, ktdry ja uzupetnit
o wazne twierdzenie (twierdzenie Pascala mowi, ze punkty przeciecia prze-
ciwleglych bokéw szeSciokata, wpisanego w stozkowa, lezg na jednej pro-
stej). Nieche¢ do nowej geometrii (rzutowej) byta tak duza, ze Brouillon pro-
ject Dasarguesa zaginat i zostal odnaleziony dopiero w potowie XX wieku.
Ponowne odkrycie i rozwiniecie tej geometrii nastgpito na poczatku XIX
wieku w pracach Ponceleta (1788-1867) i jego nastepcoéw. Historia z gu-
bieniem i odzyskiwaniem nowych idei i prac ciagle sie powtarza3+.

Jak zauwazytem wcze$niej, istotne znaczenie w geometrii rzutowej ma
punkt w nieskoniczonos$ci - mozna go formalnie rozumiec¢ jako pewien kie-

34 K. Andersen, Desargues' method of perspective: its mathematical content, its connection
to other perspective methods and its relation to Desargues’ ideas on projective geometry,
,Centaurus” 1991, t. 34, s. 44-91.
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runek (a wiec klase prostych réwnolegtych). Dzieki niemu mozemy definio-
wac kolejne obiekty tej geometrii: prosta rzutowg i ptaszczyzne rzutowa.
[ tak przez prosta rzutowa rozumie sie prosta euklidesowa uzupeiniong
przez punkt w nieskonczonosci, a przez ptaszczyzne rzutowg - ptaszczyzne
euklidesowa uzupetniong przez punkty w nieskonczonosci. W geometrii
rzutowej funkcjonuje tez tak zwana zasada dualnosci, wedtug ktoérej kazde
twierdzenie ma odpowiadajace mu twierdzenie dualne, jesli zastgpimy od-
powiednio pojecia ,,punkt” i ,prosta”.

Wspominatem wcze$niej, ze w pracach Mikotaja z Oresme i Swinesheada
rodzi sie pojecie funkcji, ktére uzyskato w matematyce nowozytnej uniwer-
salny charakter i stato sie elementem charakterystycznym dla tego okresu
dziejow matematyki. Ten proces zakonczyt sie dopiero w XIX wieku. Dla roz-
woju pojecia istotne znaczenie miaty prace Nepera (funkcje logarytmiczne),
Galileusza (funkcje predkosci i drogi, zalezne od czasu), Fermata i Kartezju-
sza (uktad wspétrzednych), Cavalieriego, Newtona oraz Leibniza (rachunek
rézniczkowy i catkowy). Przez dtuzszy czas funkcje przedstawiano graficz-
nie, kinematycznie lub za pomoca tabelek i dopiero pojawienie sie oznaczen
literowych pozwolilo na analityczne (przy pomocy wzoru) ujecie funkcji.
Wraz z rozwojem pojecia funkcji rozwijato sie pojecie wielkos$ci zmienne;j
(czyli takiej, ktéra wzrasta lub maleje, gdy odpowiednia zwigzana z nig
zmienna tez wzrasta lub maleje) w odréznieniu od wielkosci statej. Dopre-
cyzowywanie pojecia funkcji trwato przez caty wiek XVIII i czes¢ wieku XIX,
az do powstania teorii mnogosci, gdy zdefiniowano funkcje jako uktad trzech
elementow (Dy, f,Vr), gdzie £ jest odwzorowaniem miedzy dwoma zbio-
rami: dziedzing Dy oraz przeciwdziedzing Vs , spetniajgcym warunek jedno-
znacznosci: x; = x,,tof (x1) = f(x3).

Jednak istotne byto to, ze matematyka, badajac podstawowe (elemen-
tarne) pojecia (mechaniki, analizy matematycznej, rachunku prawdopodo-
bienstwa), wykroczyta poza badania czysto ilo$ciowe. W zakresie badania
znalazly sie pojecia materii, ruchu, sity funkcji, continuum, nieskoniczonosci
(w tym wielko$ci nieskoniczenie matej), wielkoSci zmiennej, granicy, ciagto-
$ci. Byly to czesto narzedzia stuzace do obliczen i pomiaréw, cho¢ same nie
mie$city sie w kategorii ,,wielko$ci” czy ,ilo$ci”.

Dobrym przyktadem ukazujacym zmiane dokonang w nauce nowozytnej
jest casus pojecia nieskonczonosci. To pojecie byto obecne w matematyce
starozytnej m.in. w postulatach Euklidesa (wydaje sie, Ze pigty postulat Eu-
klidesa wprowadza de facto nieskoficzono$¢ aktualng). Zauwazmy jednak,
ze zalozenie o nieskonczonos$ci przestrzeni geometrycznej byto hipoteza,
w greckim rozumieniu tego stowa. Byto wiec tylko pomocng konstrukcjg
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teoretyczna pozwalajacg opisywac $wiat zjawisk. W czasach nowozytnych
natomiast, po zmianie znaczenia stowa ,hipoteza”, postawienie hipotezy
o nieskonczono$ci przestrzeni wigze sie z poszukiwaniem zjawisk, ktore ja
wyjasniajg (w jakims sensie realizujg), a méwiac precyzyjniej — uscislajg (to
podejscie doprowadzito w konsekwencji do powstania teorii zbioréw nie-
skonczonych i liczb pozaskonczonych).

Podobnie mozna zinterpretowac role, jakg pehity dla Grekéw konstruk-
cje mechaniczne oraz rysunki geometryczne. Byly cze$cia matematyki,
a proces rysowania i konstruowania, tak jak i obliczania, miat charakter pro-
cesu dedukcyjnego. W czasach nowozytnych rysunek zaczat petni¢ w mate-
matyce role jedynie ilustracji, a konstrukcja stata sie zastosowaniem tech-
nicznym danej teorii. Stad tak wazne dla starozytnych byty konstrukcje ele-
mentarne (np. z uzyciem jedynie cyrkla i linijki), ktérych znaczenie zmalato
po przetomie nowozytnym.

Jednak starozytna zasada elementarnos$ci nadal obowigzuje, nastapito je-
dynie odejscie od konstrukcji i rysunkdw jako czesci systemu teoretycznego.
Nastgpita zmiana tego, co uznajemy za elementarne. Na poczatku byty to
konkretne (a raczej abstrakcyjne) pojecia ruchu i materii, ktére uczeni XVII
i XVIII wieku traktowali jako jedyne cegietki konstrukcji nauki (w ramach
uznawanego mechanicyzmu). Jednak badania nad podstawami nauk mate-
matyczno-przyrodniczych (w tym nad podstawami geometrii i analizy ma-
tematycznej) wytonity inne elementarne obiekty, ktére staty sie podstawg
wyja$nien w matematyce, a s3 to miedzy innymi pojecie ciggtosci, granicy,
zmiennej, otwartosci, zbioru czy funkcji. Struktura podstaw nauki stawata
sie w miare rozwoju nauki coraz bardziej ztoZona.

3. Nowozytne rozszerzenie zakresu badan
nauk matematycznych

Jeszcze pod koniec $redniowiecza podjeto prébe rozszerzenia zakresu
nauk matematycznych na nowe obszary rzeczywistosci. To odwazne (i tro-
che na wyrost, gdyz brakowato odpowiednich metod i narzedzi matematycz-
nych) rozszerzenie zakresu badan matematycznych i postawienie $miatych
hipotez, dotyczacych zwigzku matematyki i §wiata, prowadzito do nowego
przelomu w matematyce, ktéry de facto dokonat sie w XVII wieku. Istotne
dla dokonanej przemiany byty prace czternastowiecznych matematykow,
w tym przede wszystkim Mikotaja z Oresme, Mikotaja Kuzanczyka i Mikotaja
Kopernika, natomiast bezposrednio Zrédtem przetomu byty odkrycia oraz
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idee takich matematykow, jak: Galileusz, Cavalieri, Fermat, Kartezjusz, Gul-
din, Wallis, Kepler, Pascal i Desargues. Pojawity sie catkiem nowe teorie ma-
tematyczne i metody dowodowe, ktore przez dtuzszy czas nie miaty odpo-
wiedniej Scistosci. Wiek XVIII i XIX to praca nad doprecyzowaniem pojec,
uscisleniem podstaw nowych teorii i ich rozbudowa.

W ramach dokonanego przetomu wystepuje badanie uniwersalnych ka-
tegorii (ontologicznych i epistemologicznych) jako przedmiotow matema-
tyki; analizowane s3: ciagto$¢, granica, ruch, zmiennosé¢, funkcja, relacja, nie-
skonczonos$¢, zbior, klasa, porzadek. Matematyka bada kategorie realnego
Swiata. Nie jest to proste nawigzanie do koncepcji pitagorejskiej (liczby i ich
stosunki jako rzeczywisto$¢), lecz otwarcie na inne elementy rzeczywistosci,
nieujmowalne na poczatku ,umystem matematycznym” (rzeczywistos¢
zmystowa oraz poznawana przez inne nauki staje sie przedmiotem badan
matematycznych). Te kategorie staly sie nie tylko narzedziem, ale wtasnie
przedmiotem badan matematycznych. Dobrym przyktadem sg optyka i me-
chanika. W starozytnosci byty to dziaty matematyki, natomiast w czasach
nowozytnych staty sie dyscyplinami fizycznymi. Badania starozytnych nad
Swiattem byty de facto badaniami geometrycznymi, gdzie ukazywano zalez-
nosci miedzy prostymi i ptaszczyznami. Podobnie byto ze zjawiskiem ruchu
- byt jedynie elementem matematycznych modeli, konstrukcji i urzadzen
(byto to badanie wlasciwosci geometrycznych w ramach gtéwnie stereome-
trii). W badaniach, ktére rozpoczety sie w XIII wieku, tak $wiatto, jak i ruch
zostaly wziete jako realne elementy $wiata, a jako takie muszg by¢ badane
przez fizyke (badania starozytnych nad ruchem w ramach konstruowanych
urzadzen mechanicznych i innych nie zostaty uznane za dynamike, a jedynie
za statyke, mimo formutowania dynamicznych praw ruchu, gdyz stosowang
do tych badan matematyka byta ,statyczna” geometria), ktéra staje sie, dzieki
wykorzystaniu modeli i narzedzi matematycznych, fizyka matematyczna.

Mato tego, $wiatto i ruch stajg sie przedmiotem badan matematyki. Co to
znaczy? Obserwujemy i badamy zjawiska bedgace realizacja ruchu (np. spa-
dek swobodny) czy Swiatta (np. rozszczepienie $§wiatta) i znajdujemy model
matematyczny tych zjawisk, ktory traktujemy jako ,obiekt” ujmujgcy nature
badanych zjawisk. Pojawia sie $cista odpowiednio$¢ miedzy obiektem (mo-
delem) matematycznym a obiektem rzeczywistym. Model matematyczny
staje sie czym$ wiecej niz modelem w rozumieniu starozytnych, kiedy stuzyt
do wyjasnienia zjawisk. Nie przystugiwata mu cecha prawdy lub fatszu, bo
prawda jest po stronie rzeczywistosci i obserwowanych zjawisk. Teraz mo-
del jest ,ujeciem” zjawisk, rzeczywistosci, i ma mu przystugiwac cecha praw-
dziwosci. Model moze by¢ weryfikowany, korygowany, aby w pelni stat sie
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prawdziwym modelem opisujagcym rzeczywistos¢. Nauka nowozytne uwie-
rzyla, ze moze zamknac rzeczywisto$¢ w teoretycznych modelach, ktore po-
przez skuteczne (zweryfikowane) zastosowanie metody eksperymentalne;j
staja sie z definicji modelami rzeczywistymi.

Paradoksalnie, wraz z tym rozszerzeniem zakresu badawczego matema-
tyki pojawito sie ,zubozenie” dziedziny badan matematycznych. Takie dys-
cypliny, jak: mechanika, optyka, astronomia, itd., przestaty by¢ naukami ma-
tematycznymi, a staty sie naukami przyrodniczymi, nie w duchu Arystote-
lesa, jako nauki filozoficzne, lecz jako nowy rodzaj nauk, w duzym stopniu
niezaleznych od filozofii. Chociaz z drugiej strony wymagano od nich odpo-
wiedzi na pytania stawiane filozofii i przez filozofie: jaki jest naprawde ten
Swiat, jaka jest jego struktura, istota, natura? To matematyka ma wyja$nia¢
nature ruchu, czasu, przestrzeni, Swiatta, symetrii, harmonii, podobienstwa,
nieskoniczonosci, itd. - zaczat sie proces ich matematyzowania. To ,matema-
tyzowanie” z czasow aleksandryjskich réznito sie zasadniczo od tego z cza-
séw nowozytnych. Tam po prostu rozbudowywano metody badawcze (ma-
tematyczne) w poszczeg6lnych naukach matematycznych, tu natomiast na-
uki uznane za autonomiczne wzgledem matematyki (bo postugujace sie wia-
sng metodologig do§wiadczalng, eksperymentalng) wyposazano dodatkowo
w narzedzia i modele matematyczne.

Ta nowa cecha (zadanie) matematyki, polegajaca na opisywaniu, po-
znawaniu rzeczywistosci i yymowaniu jej natury, jest nowym wymia-
rem uniwersalnosci matematyki. Silg rzeczy matematyka zaczyna ingero-
wac w obszary badan réznych dyscyplin naukowych. Tym samym przedmio-
tem badan matematycznych staja sie nie tylko liczby, wielkosci i formy geo-
metryczne czy formy algebraiczne, lecz réwniez dowolne kategorie bytowe,
w tym tak zwane jako$ci (traktowane wczesniej jako przeciwstawienie ilo$ci
i wielkosci, a wiec tego, co w naturalny spos6b mozemy mierzy¢, poddac ba-
daniom matematycznym). Temu nowemu zadaniu matematyki (badanie na-
tury i struktury $wiata) czesto towarzyszyty deklaracje, ze nauka jedynie
opisuje zjawiska, nie interesuje sie natomiast istotg poznawanych zjawisk
i rzeczy. Z drugiej strony, przypisywanie modelom matematycznym, ujmu-
jacym dane zjawiska, cechy prawdziwosci wigzato sie z przyjeciem zatoze-
nia, Ze matematyka poznaje prawdziwg nature, strukture Swiata.

Charakterystyczne dla okresu nowozytnego, co tez wpisuje sie w charak-
terystyke dokonanego przetomu, jest pojawienie sie przyblizonych metod ob-
liczen jako pelnoprawnych metod matematycznych. Jesli pewnych zjawisk nie
mozemy opisa¢ w sposéb Scisty, to podajemy opis przyblizony, a w razie po-
trzeby zwiekszamy doktadnos¢ opisu, obliczen. Ten spos6b badan jest blizszy
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matematyce konkretnej, a catkowicie odmienny od matematyki abstrakcyjne;j
czy ogoblnej, w ktdrej zjawiska badane sg w ramach modelu w sposéb catkowi-
cie Scisty i precyzyjny. Ogromnym powodzeniem zaczeta cieszy¢ sie matema-
tyka praktyczna, np. tablice trygonometryczne czy logarytmiczne, konstruo-
wane w oparciu o stworzong przez Johna Napiera (1550-1617) teorie loga-
rytméw. Tablice te pozwalaja na szybkie, acz przybliZzone, wykonywanie mno-
Zenia i dzielenia. DzieKki tej technice znacznie wzrosta moc obliczeniowa ludz-
kos$ci. Zostata zastosowana matematyka w praktycznej dziatalnosci handlo-
wej i w innych obszarach gospodarki, co znacznie przyspieszyto rozwéj go-
spodarczy. Kolejny tak wyrazny wzrost mocy obliczeniowej miat miejsce do-
piero wraz z powstaniem informatyki i wynalezieniem komputer6ws3s.

Warto zauwazy¢, ze tak Galileusz, jak i Newton budowali swoja mecha-
nike w spos6b aksjomatyczny, traktujac Elementy Euklidesa jako ideat teorii
naukowej. W przypadku mechaniki, traktowanej jako teoria swiata fizycz-
nego (a nie teoria matematyczna), takie podej$cie zapowiadato pdZniejsze
trudno$ci zwigzane z aksjomatycznym zamknieciem teorii na inne zjawiska
i wtasciwosci $§wiata przyrody.

Fizyka nowozytna (tworzona i rozwijana przez Galileusza i Newtona) ma
wiec swoje korzenie w XIV wieku i moze by¢ traktowana jako synteza fizyki
Archimedesa i Arystotelesa. Sktadnik matematyczny jest w niej niezmiernie
istotny, lecz nie jedyny. Fizyka nowozytna stata sie bowiem zarazem filozofig
przyrody, gdzie przy pomocy metod i narzedzi, czerpanych z nowych dzia-
6w matematyki, probowano bada¢ zagadnienia struktury materii, prze-
strzeni i czasu oraz genezy i rozwoju $wiata.

Istotne jest réwniez to, ze astronomia, korona nauk matematycznych
w czasach starozytnych i Sredniowiecznych, przestata by¢ dyscypling mate-
matyczng. Stata sie teorig fizyczng, mechanikg nieba, jednak badang przy po-
mocy narzedzi matematycznych. Stato sie to dzieki pracom Kopernikach, Ga-
lileusza, lecz gtéwnie poprzez prace Keplera i Newtona. Po dokonanym prze-
tomie matematyka zaczeta by¢ wiec wykorzystywana do badania catego
Swiata przyrody (znikneta granica miedzy niebem astronomicznym a Zie-
mia). Rozpoczat sie intensywny proces matematyzacji nauk przyrodniczych,
a z drugiej strony - wiele dziatéw uznawanych do tej pory za matematyczne
zostato wiaczonych do fizyki i poddanych metodzie empirycznej (poza me-
chanikg i astronomia réwniez optyka, akustyka i wiele innych). Dzieje sie
jednak cos$ znacznie powazniejszego: nauki przyrodnicze staja sie przedmio-
tem badan matematyki. Matematyka jest nie tylko narzedziem badan nauk

35 M. Kordos, Wyktady z historii matematyki, s. 122-127.
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przyrodniczych, lecz staje metanauka, ukazujgcg sposéb powstawania tych
nauk, mozliwosci ich udoskonalania i dochodzenia do prawdy.

W metodzie nowej fizyki kluczowa role zaczeta petni¢ hipoteza jako czes$¢
teorii fizycznej. Dla Newtona hipoteza staje sie wypowiedzig sformutowang
w oparciu o do$wiadczang rzeczywisto$¢, ktorej prawdziwos¢ lub fatszywos¢
trzeba bedzie wykazaé. Staje sie w pewnym sensie elementem poznawanej
rzeczywistosci. Tym samym nastepuje zanurzenie nauki w $wiat rzeczywisto-
$ci materialnej. Newton, jak sam deklarowat, hipotez nie wymys$la, lecz bierze
je ze $wiata pozaumystowego. W konsekwencji dowod hipotezy staje sie ,do-
wodem” fizycznym, polegajacym na doprecyzowaniu obserwowanych zja-
wisk oraz ich interpretacji, a nie wigczeniem jej w struktury teorii.

W nauce hellenistycznej hipotezy byly istotng czesciag modelu teoretycz-
nego i nie trzeba ich bylo potwierdza¢ empirycznie, jedynie pokaza¢ ich
przydatno$¢ do wyjasniania obserwowanych zjawisk. Dla Grekdéw teoria
(wraz z hipotezami) usprawiedliwia rzeczywisto$¢, pokazuje jej inteligibil-
no$¢ (ocala zjawiska), pokazuje wiec zgodnos¢ miedzy doswiadczeniem po-
tocznym i naukowym. Natomiast w czasach nowozytnych to rzeczywistos¢
ma usprawiedliwia¢ myslenie oraz teorie. Pojawia sie jednak zasadniczy
problem dostepu do rzeczywistosci, specyfiki doswiadczenia naukowego,
ktére ewentualnie taki dostep umozliwia, i w konsekwencji nastepuje roz-
dZzwiek miedzy doswiadczeniem (naukowym), eksperymentem a doswiad-
czeniem potocznym i tak zwanym zdrowym rozsgdkiem. My$lenie samo
w sobie nie jest racjonalne, domaga sie rzeczywistosci do$wiadczanej po-
przez metody naukowe. My$lenie samo w sobie staje sie wiec podejrzane,
jesli jest mysleniem samodzielnym, niezwigzanym z naukami. W wielu przy-
padkach miato miejsce podpieranie sie autorytetem nauki dla uzasadnienia
nawet najwiekszych bzdur (tzw. mys$lenie naukowe) i niedopuszczanie do
krytycznej analizy przedstawianych pomystéw oraz idei.

W $wietle dokonanego przetomu istnieje réznica miedzy heliocentry-
zmem Arystarcha a heliocentryzmem Kopernika. Dla greckiego astronoma
model heliocentryczny miat by¢ hipoteza pozwalajgca wyjasni¢ obserwo-
wany ruch planet, a nie czyms$, co nalezato potwierdzi¢. Jednak ekspery-
menty dokonywane dzieki temu modelowi miaty by¢ sp6jne z innymi ele-
mentami teorii. W przypadku teorii Kopernika model musiat by¢ albo praw-
dziwy, albo fatszywy, nie wystarczyto (Galileuszowi i innym uczonym dzia-
tajacym zgodnie z nowa ideg nauki), Ze dobrze opisuje rzeczywisto$¢ss.

36 Stynny spér Galileusza ze Swietym Oficjum o system heliocentryczny Kopernika sprowa-
dzat sie do innego rozumienia przez strony sporu metody nauk przyrodniczych i relacji do
prawdy. Zanurzenie catego bogactwa rzeczywistos$ci w prostych teoriach (modelach) ma-
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W okresie nowozytnym rozszerzyl sie rowniez zakres obiektéw mierzal-
nych. Dzieki rodzacemu sie pojeciu funkcji mierzalny staje sie ruch oraz ma-
teria jako taka. Newtonowskie prawa ruchu i prawo grawitacji, ujete
w forme matematyczna, ukazujg zalezno$¢ miedzy masg ciata (jako parame-
trem pomiaru ilo$ci materii) a sitg (bezwtadnosci, grawitacji). Sa to tez wielko-
$ci badane w ramach analizy matematycznej, jak: granice ciaggéw, sumy nie-
skonczone, obiekty geometryczne i fizyczne mierzone dzieki operowaniu wiel-
ko$ciami nieskoniczenie matymi, pochodnymi i catkami. Natomiast w ramach
badan w budowanej teorii prawdopodobienistwa mierzalne stawaty sie zda-
rzenia losowe i inne obiekty zwigzane z prawdopodobienstwem i statystyka.

Wro6émy zndw do sprzecznosci kulturowych, ktérych nowa odstona po-
jawia sie wraz z nowym przetomem w naukach matematycznych. Ich wyste-
powanie moze doprowadzi¢ do zniszczenia cywilizacyjnych osiagnie¢, sa
jednak zarazem impulsem do rozwoju matematyki. Te sprzecznoS$ci s3
obecne w kulturze jako jej nieodzowny sktadnik, a dzieki rozwojowi nauki
zostaja przezwyciezone. Zawsze grozi nam chaos, upadek (cztowieka, kul-
tury), fatum ($wiat toczy sie bez naszego udziatu, wptywu) oraz wygnanie
poza obszar kulturowego zadomowienia. WidzieliSmy, Ze upadaty wielkie
cywilizacje - sumeryjska, babilonska, rzymska czy hellenistyczna. Mimo
upadku tych cywilizacji nie zniknety one catkowicie. W przypadku matema-
tyki i nauki hellenistycznej w kolejnych epokach byty podtrzymywane pewne
elementy, a p6zniej odtwarzane, mozolnie odzyskiwane. Mimo nieomal catko-
witego unicestwienia osiggnie¢ matematycznych tamtego okresu zostaty nie-
ktoére wazne wyniki (utrwalone w Scistych zalezno$ciach matematycznych),
ktore pozwalaty na odczytywanie zagubionej czy zniszczonej reszty.

Czasy nowozytne charakteryzuje dwutorowy rozwo6j matematyki. Z jed-
nej strony mamy do czynienia ze stopniowym odzyskiwaniem matematyki
antycznej (co stanowi tez istotny impuls rozwojowy), a z drugiej — pojawiaja
sie nowe obszary badawcze (nowa rzeczywisto$¢ odstaniana przez matema-
tyke). Dokonany w XVII wieku kolejny przetom w matematyce ukazat jednak
kolejne sprzecznosci kulturowe (nowe ich odstony). Rozwijajgca sie cywili-
zacja, budowana w oparciu o nowa matematyke i nauke, ukazata nastepu-

tematyczno-fizycznych i zaloZenie (sugerowanie), Ze to, co nie miesci sie tych modelach,
nie jest warte badania, bo z definicji jest nieprawdziwe, wydaje sie ogromnym metodolo-
gicznym naduzyciem. W kolejnych wiekach mamy z jednej strony upieranie sie przy tej
wizji ,metodologicznej”, a drugiej - ciagle korygowanie (czasami rewolucyjne) tej wizji.
Tak naprawde jest to tylko pozanaukowa wizja dotyczaca roli nauki i jej relacji do $wiata
(rzeczywistos$ci). Natomiast rozwdj nauki postepowat zgodnie z wewnetrzng logika roz-
woju teorii naukowych.
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jace, domagajace sie przezwyciezenia, sprzeczno$ci: réznorodnos¢ dyscy-
plin naukowych i gwattownie wzrastajaca liczba publikowanych prac nau-
kowych (chaos réznorodnosci i nadmiaru), nieporé6wnywalnos$¢ i nieosia-
galno$¢ podstawowych elementéw konstrukcyjnych $wiata (miedzy innymi
kartezjanski dualizm substancji materialnej i myslgcej) oraz determinizm
(ukazane w matematycznym przyrodoznawstwie w formutowanych pra-
wach przyrody). Prawa nauki sg realizowane w $wiecie z nieuchronng ko-
niecznos$cig, cztowiek nie ma na nie zadnego wptywu, a jako element §wiata
sam im podlega. Wspaniale rozwijajaca sie nauka i wzrastajgca zlozonos$¢é
coraz liczniejszych teorii sprawiaja, ze dostep cztowieka jako jednostki do
tych zasobdw staje sie niemozliwy. Mimo wynalazku druku i innych no$nikéw
utrwalania wiedzy dalej grozi ludzkosci unicestwienie dorobku naukowego
i kulturowego. Coraz trudniej bowiem o wtasciwe kryterium rozrdzniania rze-
czy warto$ciowych od zbednych i bezwarto$ciowych, a rzeczy cenne moga
»utonac¢” w powodzi wzrastajacej produkcji prac pseudonaukowych.

Z drugiej jednak strony rodzaca sie nowozytna metoda naukowa poka-
zuje drogi przezwyciezenia tych sprzecznosci. Rozbudowywany jezyk mate-
matyKi staje sie jezykiem kontaktu cztowieka ze swiatem, odkrywane przez
cztowieka prawa przyrody sprawiajg, Ze ma w swoim reku narzedzia do
przetwarzania tego $wiata. Wzrasta znaczaco moc obliczeniowa ludzkosci,
rozwija sie gospodarka i przemyst, ktorych istotnym elementem stajg sie od-
krycia i wynalazki dokonane dzieki nowym metodom matematyczno-ekspe-
rymentalnym. Z historycznej perspektywy dostrzegamy, ze gwattowny
wzrost zastosowan nauki prowadzi do rewolucji przemystowej, a w konse-
kwencji do przemian spotecznych i kulturowych na przetomie XVIII i XIX
wieku. A postepowanie Scisle zgodne z metodami naukami daje gwarancje
otrzymania prawidtowych wynikéw. W tym postepowaniu tkwi oczywiscie
tez zagrozenie. Tkwimy w zamknietym $wiecie wyznaczonym przez metody
naukowe i pomijamy ogromne obszary refleksji i badan, ktére dokonuja sie
poza danymi dyscyplinami naukowymi. A tam moga pojawi¢ sie nowe pomy-
sty i idee. Taka sytuacja pojawita sie pod koniec XIX i na poczatku XX wieku,
gdy nowo odkrywane zjawiska (elektrodynamiczne, termodynamiczne,
kwantowe, relatywistyczne) nie daty sie wyjasni¢ w oparciu o klasyczng fi-
zyke i matematyke. XX i XXI wiek to czas poszukiwania nowych teorii w na-
ukach matematyczno-przyrodniczych, ktére pozwola w sposéb racjonalny
i spdjny opisa¢ odkrywane zjawiska. Powstajgce nowe teorie, niemieszczace
sie w schemacie tego, co rozumiemy przez matematyke, $wiadcza o dojrze-
waniu matematyki do nowego przetomu.
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4. Uniwersalnos$¢ metod i narzedzi badan matematycznych
W nowozytnosci

Matematyka nowozytna rozwijata sie z jednej strony poprzez odzyski-
wanie matematyki antycznej, a z drugiej poprzez otwieranie catkiem no-
wych obszaréw i narzedzi badawczych zwigzanych z nieskoniczonoscig, cia-
gloscig, funkcja, szeregami (wyrazne przekroczenie, jakby odrzucenie mate-
matyki starozytnej, gdzie nieskoniczono$¢ byta poza obszarem matematyki).
Ta sprzeczno$¢ towarzyszyta rozwojowi matematyki nowozytnej, stanowiac
wazny impuls dla jej rozwoju, prowadzilta do doprecyzowywania pojec
i tworzenia nowych teorii. Pojawito sie wazne dopeinienie matematyki algo-
rytmicznej poprzez wprowadzenie symboliki matematycznej. Wyraznie
wzroslta moc obliczeniowa poprzez powstanie i wykorzystanie teorii
logarytmow oraz rachunku rézniczkowego i catkowego (i teorii z nim
zwigzanych). Sa to cechy ukazujace jej uniwersalno$¢ w nowozytnym
ujeciu. Kolejna cechg jej uniwersalnosci stalo sie polaczenie powszech-
nosci wiedzy matematycznej z jednoczesnym jej rozwojem jako wiedzy
eksperckiej w ramach pojawiajacych sie coraz liczniejszych specjali-
stycznych teorii. Matematyka zyskuje wymiar humanistyczny. Matematyk
postuguje sie jezykiem, przy pomocy ktérego prowadzi racjonalny dialog
z przyroda, ale tez z drugim cztowiekiem, w ramach stowarzyszen, akademii,
nowych instytucji naukowych i edukacyjnych. Jezyk matematyki staje sie je-
zykiem uniwersalnym, zrozumiatym w duzej mierze niezaleznie od uzywa-
nego jezyka narodowego, potocznego. Matematyka uzyskuje tez status na-
rzedzia badan metodologicznych jako nauka o naukach przyrodniczych, po-
zwalajaca na ich rozbudowe i ustalajgca ich metody, stanowigca kryteria ich
prawdziwosci (uzasadnianie praw przyrody dokonuje sie w ramach modeli
matematycznych i przy pomocy matematycznych metod dowodzenia).

Najbardziej charakterystyczny dla tej wizji jest projekt Kartezjusza, ktory
odcina sie od metody komentarzy uksztalttowanej w czasach starozytnych i roz-
winietej w czasach Sredniowiecznych. Metoda komentarzy, jak wiadomo, za-
pewniata ciggtos¢ rozwoju nauki i dostrzegata warto$¢ pomystéw, ktére wypra-
cowali poprzednicy. Chodzito o ocalenie dorobku poprzednich pokolen i ich
rozwijanie. Kartezjusz wyznacza matematyce catkiem nowe zadanie, ktérego
doktadnie nie precyzuje, ma to by¢ jednak potgczenie najlepszych metod alge-
bry i geometrii w jednej nowej matematyce uniwersalnej. Wszystkie poprzed-
nie wyniki majg dac sie wyprowadzi¢ z tej nowej matematyki.

Spéjrzmy na Geometrie Kartezjusza jako na dzieto $ci$le zwigzane z jego
projektem filozoficznym. Zostata wydana wraz z Rozprawa o metodzie
i trudno stwierdzi¢, czy byta uzupeinieniem do traktatu filozoficznego, czy
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traktat byl wstepem do niej (zreszta Geometrie poprzedzaja jeszcze dwa
inne dodatki: o optyce oraz z fizyki Ziemi). W Geometrii (wydanej w 1637
roku) zawarty byt projekt nowej matematyki (i jego czesSciowe wykonanie),
realizowanej zgodnie z nowg kartezjanska metodologig. Wazne dla zrozumienia
nowej matematyki sa rozwazania Kartezjusza zawarte w niedokornczonej pracy
Metody kierowania umystem, odnalezione w notatkach w Sztokholmie, po jego
$mierci. Dla uchwycenia nowej idei uniwersalnosci matematyki istotne sg tez
poglady Galileusza (o ktdérych juz pisatem) oraz Pascala.

U Kartezjusza mamy wizje nowej matematyki budowanej na wzor alge-
bry. Jej uniwersalno$¢ polega na zdolnosci syntezy réznych obszaréow wie-
dzy rozdzielonych w poprzednich okresach dziejéw - arytmetyki i geome-
trii. Ta synteza musi opierac sie na sprowadzeniu matematyki do jej najbar-
dziej elementarnych postaci ujetych w prostych i jasnych symbolach i for-
mutach. Duza role odgrywa w jego projekcie klasyfikacja krzywych w opar-
ciu o réwnania algebraiczne oraz rola zmiennych i ich zwigzanie w réwna-
niach. Teoria rownan miata by¢ maksymalnie ogélng teorig pozwalajgca na
opis obiektéw geometrycznych, arytmetycznych i wszelkich innych. Na pod-
stawie teorii réwnan zostanie zbudowana maksymalnie ogélna nauka o sto-
sunkach. Teoria ta miata dziata¢ mechanicznie poprzez proste algorytmy,
a jej stosowanie nie wymagato szczeg6lnych uzdolnienn matematycznych.
Kartezjariska matematyka uniwersalna miata by¢ matematyka ,dla ludu”,
dostepna powszechnie i zarazem powszechnie stosowalna do innych nauk
i r6znych zagadnien praktycznych (np. technicznych). Budowana na takiej
podstawie matematyka miata ukazac¢ swoja jedno$c¢. Nie chodzito o zreduko-
wanie matematyki do algebry, lecz o jej optymalne rozszerzenie w oparciu
o prosta i jasno ujeta podstawe.

I jeszcze jedna cecha uniwersalno$ci matematyki proponowanej przez
Kartezjusza - deklarowane zrywanie ciggtosci w rozwoju nauki i budowanie
jej od podstaw. Jego matematyka miata by¢ catkiem nowa, inna od matema-
tyki okres6w poprzednich. Jak zauwazyliSmy wczesniej, Kartezjusz w swojej
konstrukcji geometrii analitycznej korzystat z dorobku poprzednikéw, jed-
nak zaktadal, ze wszystko, co istotnie wartoSciowe w jego teorii, jest nowe
i przez niego wymyslone. Jak sie okazuje, nowa w jego systemie jest przede
wszystkim metoda, z ktdrej nowe teorie, jak rowniez stare, wynikaja. I za-
wieranie sie starych teorii nie jest wynikiem ich kontynuowania i rozwijania,
lecz naturalng konsekwencja ogélnosci metody. Przyjrzyjmy sie teraz do-
ktadniej nowosci i uniwersalnosci metody kartezjanskie;.
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W swoich Metodach kierowania umystem formutuje XXI regut bedacych
podstawa nowej metody3’. Metoda naukowa ma przede wszystkim ksztatto-
waé¢ umyst badacza tak, aby byt w stanie wydawaé sady niezachwiane
i prawdziwe. Kierujac sie w sposdb Scisty metodg (a wiec zestawem prostych
i pewnych regut), nie mozna przyjac niczego fatszywego za prawde. Latwo
zauwazyc¢, Ze aby taki cel osiggna¢, trzeba zajmowac sie, przynajmniej na po-
czatku, tylko tymi rzeczami, ktdre umyst jest w stanie w taki doktadny spo-
s6b bada¢. Moze to znaczaco ograniczac¢ obszar badan. Dosy¢ powazne konse-
kwencje ma reguta III, w ktérej zauwaza, ze ,przy rozpatrywaniu przedmio-
tow nalezy badac¢ nie to, co inni mysleli, ani jakie my sami o nich czynimy do-
mysty, ale to, co mozemy ujaé przy pomocy jasnej i oczywistej intuicji lub co
mozemy wywnioskowac przy pomocy pewnej dedukcji”38. Intuicja (jako wia-
dza prostego i bezposredniego ujecia przedmiotu poznawanego) staje sie
wiec, obok dedukgji, kluczowym elementem uprawiania nauki. Intuicja nie
jest sadem zwodniczej wyobrazni, lecz pojeciem czystego i uwaznego umystu,
ktéry pochodzi z samego $wiatla rozumu i sprawia, Ze o tym, co poznajemy,
watpi¢ juz nie mozna3d. Przyktadem takiej intuicji, podanej przez Kartezjusza,
jest poznanie wlasnego istnienia lub dostrzezenie posiadania przez tréjkat
trzech bokéw. Dedukcja jest niezbedna, bo w przypadku wyprowadzania
z przestanek jakiego$ wniosku nie mozemy jednym aktem intuicji obja¢ catego
tego wynikania. Potrzebne sg dtugie fancuchy dowodzenia, w ktorych intuicja
bedziemy mogli objg¢ jedynie poszczegdlne kroki dowodowe.

W tej regule tkwi jednak powazne niebezpieczenstwa zerwania ciaggtosci
mysli, albowiem kazdy uczony dziata jakby na wtasng reke, nie przejmujac sie
innymi uczonymi i ich teoriami. Jesli inni skorzystaliby z tej reguty, nie bedg mo-
gli pozna¢ rowniez mysli Kartezjusza, bo mamy badac nie jego mysli (czy mysli
innych uczonych), lecz budowac catkiem nowa teorie od zera. Chyba ze reguta
ma dotyczy¢ tylko okresu przed pojawieniem sie na Ziemi Kartezjusza, jednak
wtedy nie miataby charakteru uniwersalnego, jak przyjmowat. Komentarz do-
tyczacy tej reguly konczy Kartezjusz stwierdzeniem zamykajagcym mozliwos$¢
korzystania z innych metod (poza kartezjanska intuicjg oraz dedukcjg).

0tz to sa te dwie drogi, ktére prowadza do nauki w sposéb najpewniejszy; zadnych

tez wiecej ze strony umystu nie mozna dopuszczaé, ale wszystkie inne nalezy odrzu-

ci¢ jako podejrzane i podlegajace btedom*0.

37 Dzieto jest niedokoniczone i w zamierzeniu regut miato by¢ wiece;j.

38 R. Descartes, Reguly kierowania umystem. Poszukiwanie prawdy poprzez Swiatfo natu-
ralne, Wydawnictwo Antyk, Kety 2002, s. 20.

39 Ibidem.

40 Jbidem, s. 22.
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Zanim okre$li swojg metode doktadniej, podaje Kartezjusz dwa cele pod-
stawowe, ktdrych spetnienie wydaje sie niemozliwe, a ktére maja charakte-
ryzowac postugiwanie sie nowa metoda. Chodzi mianowicie o to, aby nie
bra¢ zadnego fatszu za prawde i doj$¢ do poznania wszystkiego. Uzycie tych
og6lnych kwantyfikatoréw (,zadnego” i ,wszystkiego”) wydaje sie bardzo
nierozwazne, chyba Ze bedziemy rozumie¢ ten zwrot metaforycznie, jako
okreslenie jakiego$ odlegtego celu, do ktorego bedziemy zbliza¢ sie w nie-
skonczenie dlugim procesie poznawczym. Zauwaza jednak, Ze istniejg juz ta-
kie nauki, w ktérych ta metoda byta stosowana, a s3 to geometria i arytme-
tyka - najprostsze z nauk. Mozna dostrzec, ze

[...] starozytni geometrzy postugiwali sie pewnego rodzaju analiza, ktdéra rozciggali
do rozwigzywania wszelkich zagadnien [...] I dzi$ takze uprawia sie pewnego rodzaj
arytmetyki, ktdry sie nazywa algebra, aby dokonywa¢ z liczbami to, co starozytni
czynili z figurami#!.

Nie chodzi mu jednak tylko o proste uogélnienie metody analizy stoso-
wanej przez starozytnych, lecz zbudowanie innej nauki, ktora

[..] musi zawiera¢ podstawowe pierwiastki rozumu ludzkiego i [...] wydobywac¢
prawdy o jakimkolwiek przedmiocie, [...] przewyzszac¢ kazde inne poznanie, przeka-
zane nam w sposob ludzki, poniewaz jest Zrédtem wszelkich innych#2.

Mamy tu cztery cechy charakteryzujace te nauke: zawiera sie w niej ja-
kie$ archemys$lenia, rozumowania, racjonalnosci, odstania prawde o rzeczy-
wistosci, jej pochodzenie jest pozaludzkie (mistyczne, boskie, a moze po pro-
stu czerpie z rzeczywistos$ci pozaumystowej?) i jest u podstaw wszelkich in-
nych nauk. Kartezjusz zauwaza, Ze starozytni uczeni poznali prawdziwe idee
filozofii i matematyki, zostaty one jednak przez nich dziwnie ukryte. Slady
tych ideii tej matematyki znajdujemy jedynie u Diofanta i Pappusa. Te ukryta
matematyke starozytnych Kartezjusz odkrywa i poznaje jej uniwersalng
moc. ,W koncu pewni bardzo uzdolnieni mezowie usitowali ja wskrzesi¢
w tym wieku: niczym bowiem nie jest, jak sie zdaje, owa umiejetnos¢, ktorg
w spos6b barbarzynski nazywa sie algebra”43. Nawigzuje wyrazne do osig-
gnie¢ muzutmanskich w tym zakresie, jednak stara sie algebre wyzwoli¢ od
niezrozumiatych obrazéw, figur, i nadac jej cechy najwyzszej przejrzystosci
i prostoty, jakg, wedtug niego, powinna posiadaé¢ prawdziwa matematyka.
Prébujac zrozumie¢, dlaczego do matematyki zaliczano nie tylko geometrie
i arytmetyke, ale rowniez astronomie, optyke, muzyke, mechanike i wiele in-

41 ]bidem, s. 24.
42 Ibidem, s. 25.
43 ]bidem, s. 26.
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nych, dochodzi do nastepujgcego okreslenia matematyki: do niej odnosi sie
to wszystko, w czym bada sie porzadek i miare, i to niezaleznie od przed-
miotu tych badan. Mozemy ich poszukiwa¢ w kazdym przedmiocie, tak
w liczbach, jak i w gwiazdach, dzwiekach. Matematyke okreslamy wiec nie
poprzez przedmiot jej badan, bo jest on dowolny, lecz poprzez sposob
badania (poszukiwanie porzadku i miary). Kartezjusz proponuje budo-
wa¢ maksymalnie ogélng nauke, zgodnie z t3 metodg i sposobem dziatania,
i nazywa ja matematyka uniwersalng. Wedtug niego wszystkie inne, jesli
s3 nazywane matematycznymi, to dlatego, ze sa zapos$redniczone w tej ma-
tematyce uniwersalnej. Tym samym ta metoda daje tez mozliwo$¢ tworzenia
nowych nauk matematycznych.

Jak zauwazytem, Kartezjusz w swojej konstrukcji metody i matematyki
uniwersalnej odchodzi od metody analizy starozytnych. U starozytnych bo-
wiem analizujemy zatoZenia, o ktorych nie wiemy, czy sa prawdziwe, czy nie,
miedzy innymi poprzez wycigganie z nich r6znych konsekwencji. Dopiero ta-
kie dogtebne zbadanie wszystkich konsekwencji pozwala nam odkry¢i pozna-
wac prawde o rzeczywistosci, czyli samg rzeczywisto$¢. Dla Kartezjusza, nie
znajac istoty danych rzeczy, nie mozemy wycigga¢ z nich poprawnych wnio-
skow. Uwaza, Ze tak niewlasciwie ,postepuje wiekszos¢ tych, ktorzy studiuja
mechanike bez fizyki i sporzadzaja lekkomyslnie nowe przyrzady do wywoty-
wania ruchéw. Tak postepuja takze ci filozofowie, ktorzy nie troszczac sie
o do$wiadczenia, sadzg, Ze prawda wyskoczy z ich wiasnego mézgu, jak Mi-
nerwa z mézgu Jowisza”44. Ta otwarto$¢ na rzeczywisto$¢ pozaumystowa
jest kluczowym elementem nowej matematyKi i jej metody. W celu po-
znania rzeczywistosci trzeba utozy¢ badane przedmioty w odpowiednim po-
rzadku, ktory opiera sie na ich zalezno$ci, mozliwosci ich wzajemnego pozna-
nia (ktory przedmiot w oparciu o ktéry mozemy poznac). W zaleznos$ci od
miejsca w tym ciggu mozemy podzieli¢ te przedmioty na absolutne i wzgledne.

Absolutnym nazywam to wszytko, co zawiera w sobie nature czystg i prostg, ktéra
jest przedmiotem zagadnienia, na przyktad to wszystko, co rozpatruje sie jako nie-
zalezne, przyczyne, pojedyncze, powszechne, jedno, réwne, podobne, proste lub inne
tego rodzaju [...] Wzglednym zas jest to, co te sama wprawdzie posiada nature lub
przynajmniej w cze$ci w niej uczestniczy, dzieki czemu da sie sprowadzi¢ do tego, co
absolutne i z niego wywie$¢ przy pomocy pewnego szeregu, co jednak zawiera
w swym pojeciu ponadto co$ innego, co ja nazywam stosunkami: takim jest to
wszystko, co nazywa sie zaleznym, skutkiem, ztozonym, szczegétowym, mnogim,
nieréwnym, niepodobnym, krzywym itd.45

44 Ibidem, s. 28.
45 ]bidem, s. 29.
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Utozenie tych elementdw w ciagi zalezno$ci ma tak przebiegac, aby dato
sie przejs$¢ od ostatniego elementu do pierwszego, najbardziej absolutnego.
Poniewaz mozemy tworzy¢ rézne ciagi zalezno$ci, sama absolutnos$¢, jak
i wzglednos¢, jest wzgledna. Przyktadowo, to, co ogdlne, jest bardziej abso-
lutne od tego, co szczegdtowe, bo jest prostsze, jednak z drugiej strony, aby
ogoblne zostato utworzone, potrzebuje jednostek, wiec w tym sensie jed-
nostki sg bardziej absolutne od ogétu. Tak ogdlne, jak i jednostkowe staje sie
tylko przypadkiem szczeg6élnym uniwersalnej kategorii absolutnosci. Po-
dobnie rozciagtos¢ jest czyms$ absolutnym wsrdd rzeczy podlegajacych po-
miarowi (mierzalnych), jednak rozpatrujac réznego rodzaje rozciagtosci
(dtugosci, powierzchnie, objetosci itd.), dtugos¢ jest absolutna w stosunku
do innych. Jesli badamy zwigzek przyczynowy: przyczyna - skutek, to wy-
daje sie, ze przyczyna jest czyms absolutnym, bo musimy poznac jg najpierw
przed poznaniem skutku, jednak skutek jest czesto tatwiej poznawalny i bez-
posrednio dostepny poznaniu, wiec on w tym znaczeniu bytby absolutny. De
facto mamy pelna i istotng wspotzalezno$¢ przyczyny i skutku. Ciekawym
przyktadem jest badanie tego, co rowne. Jesli poréwnujemy rézne obiekty,
to ,réwne” staje sie absolutng podstawg umozliwiajaca ich poré6wnywanie,
jednak poniewaz z natury jest to pojecie wzgledne, gdyz odnosi sie do réz-
nych obiektéw (jest od nich zalezne), ktére sg poréwnywane.

To $ledzenie wzajemnych zalezno$ci w kategoriach ,wzgledne - abso-
lutne” pozwala nam odkrywac i poznawac¢ ukryte prawa. Interesujacy jest
przyktad zwigzany z ustalaniem proporcji miedzy poszczegélnymi wielko-
$ciami, co prowadzi do odkrycia zasady proporcjonalnosci. Trywialne jest
spostrzezenie, Ze poniewaz liczba 6 jest dwukrotnie wieksza od 3, 12 od 6,
24 od 12 itd., to pomiedzy stosunkami liczb 31 6, 6112, 12 i 24 (i tak dalej)
istnieje taka sama (réwna) proporcja. Jednak ustalenie og6lnych zasad pro-
porcjonalnosci miedzy wielko$ciami stanowi potezne narzedzie badania
réznych rzeczy, czesto niedostepne bezposredniemu poznaniu. Dzieki temu
mamy ustalony porzadek badania tych rzeczy, co, wedtug Kartezjusza, ,sta-
nowi juz calg tre$¢ naukowa czystej matematyki”46. Zaczynamy od proporcji
najprostszych i przechodzimy do coraz bardziej zloZonych. Nasza fantazja
jest w stanie ujmowac niezliczone parametry i wymiary rzeczywistosci, jed-
nak dla unikniecia pomytek i pomieszania poje¢ nalezy w jednym ujeciu my-
$1a ograniczy¢ sie do dwoch. Aby to byto mozliwe, potrzebne sg symbole.

Co w istocie nie wymaga bezposredniej uwagi ducha, chociazby byto potrzebne do
wniosku, to lepiej jest oznaczy¢ przy pomocy bardzo krétkich znakéw niz przy po-

46 [bidem, s. 31.
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mocy catych figur; w ten sposéb bowiem pamie¢ nie bedzie mogta sie myli¢, a mimo
to tymczasem mys$l nie bedzie sie rozpraszata, aby zatrzymac jedne rzeczy, podczas
gdy jest zajeta dedukcja drugich?’.

Przy oznaczaniu istotna jest jednoznaczno$¢ wprowadzanych symboli
(,co w celu rozwigzania trudnosci rozwazac¢ nalezy jako rzecz jedna, ozna-
cza¢ bedziemy jednym tylko znakiem, ktéry mozna wymysli¢ dowolnie”)
i petne abstrahowanie od konkretnych obiektéw matematycznych, do kto-
rych moga sie odnosi¢ (liczb, figur i innych). Przy takim podejsciu nie mu-
simy powtarza¢ analogicznych dziatan i jest widoczny mechanizm dziatan
dowodzeniai obliczen, a zawsze dla ilustracji mozemy podstawic¢ za symbole
konkretne obiekty matematyczne. Mozemy tez uprosci¢ dzieki symbolice
nazewnictwo i zamiast uzywac¢ nazw, przyktadowo, pierwiastek, kwadrat,
szeScian, podwojny kwadrat (odnoszac sie do réznych geometrycznych
obiektow i wymiaréw), opieramy sie na pojeciu proporcji. ,0dtad wiec
pierwsza proporcjonalng nazywac bedziemy owa wielko$¢, ktéra w algebrze
nazywa sie pierwiastkiem, drugg te, ktérg nazywa sie kwadratem, itd.”s.
Oczywiscie, przy oznaczeniach literowych gubimy porzadek i miare, ktéra
wynika z natury liczb, dlatego dobrze jest sprowadzi¢ rozwigzania do da-
nych liczb, aby zobaczy¢, czy nie dostarczg nam one nowych mozliwosci (do-
wodowych, zastosowan). I oczywiscie przy stosowaniu ,w peini” symboliki
algebraicznej nie jesteSmy ograniczeni przez konkretne obiekty czy wy-
miary geometryczne (jak w przypadku algebry geometrycznej), lecz mamy
otwarto$¢ na dowolne wymiary i niezliczone obiekty matematyczne. Moze
ich by¢ nieskoniczenie wiele, w konsekwencji nawet nieskoriczenie w sensie
aktualnym, a nie tylko potencjalnie (takiego wniosku Kartezjusz explicitejuz
nie formutuje).

Pojawia sie przy wprowadzaniu symboliki ciekawe uogélnienie metody
starozytnych (czego Kartezjusz wprost nie przyznaje). Kartezjusz zauwaza
bowiem, ze

[...] cata sztuka bedzie polegata na tym, Ze przyjmujac nieznane za znane, bedziemy

mogli stworzy¢ sobie droge fatwo i bezposrednio, nawet w trudnosciach jak najbar-

dziej zawitych: i nic nie stoi na przeszkodzie, bedziemy mogli stworzy¢ sobie droge
tatwo i bezposrednia, nawet w trudno$ciach jak najbardziej zawitych: i nic nie stoi

na przeszkodzie, aby tak zawsze czyni¢, poniewaz zatozyliSmy na poczatku tej czesci,

ze Swiadomi jeste$my, iz taka jest zalezno$¢ rzeczy nieznanych w jakims zagadnieniu

od znanych, Ze s3 one w zupelno$ci przez nie wyznaczone*°.

47 lbidem, s. 69. Cytowany fragment to kartezjanska reguta XVI.
48 Ibidem, s. 69-71.
49 Ibidem, s. 72-73.
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W metodzie starozytnych zaktada sie istnienie tego, co chcemy udowod-
ni¢ (na przyktad, rozwigzujac réwnanie, zaktadamy, ze posiada ono pierwia-
stek, jako$ go oznaczamy, podstawiamy do réwnania i wyliczamy z tego row-
nania, a nastepnie sprawdzamy, czy rzeczywiscie jest pierwiastkiem anali-
zowanego réwnania), i tu jest podobnie, gdy ustalamy formalnie zalezno$ci
formalne miedzy wielko$ciami znanymi i nieznanymi, jakby miaty te samg
range istnienia.

Zarysowana u Pascala wizja uniwersalno$ci matematyki jest nieco inna
od kartezjanskiej, jednak mozna jg uznac jako wizje dopetiajaca. W swojej
pracy De I'Esprit géométrique Pascal analizuje role badan matematycznych
w dochodzeniu do prawdy. Prawda ma swoje trzy oblicza: pierwsze, kiedy
znajdujemy ja jako efekt poszukiwan; nastepnie jako jej dowdd po odnale-
zieniu; i trzecie, gdy oddzielamy jg od btedu po jej badaniach. Pascal dekla-
ruje, ze zajmuje sie tym drugim aspektem, ktéry w oczywisty sposéb zawiera
w sobie aspekt trzeci. Natomiast geometria (matematyka) wskazuje swoja
przewage nad tymi sposobami znajdowania prawdy nieznanej, gdyz jej
sztuka dowodzenia pokazuje, ze dowdd, ktory zostat przeprowadzony zgod-
nie z zasadami, prowadzi do $cistego wyniku, ktérego nie mozna podwazy¢.
Do pokazania dziatania dowodu matematycznego wystarczajaca jest geome-
tria, ktéra uczy postugiwania sie tg metodg na samych przyktadach, bez teo-
retycznych rozwazan.

And because this art consists of two main parts, the proving of each proposition in-
dividually and the arranging of all the propositions in the best order, my treatise will
have two sections, of which one will contain the rules of geometrical demonstrations,
that is, scientific and perfect demonstrations, and the other will contain the rules of
geometrical order, that is, scientific and complete order; so that the two sections
taken together will include everything necessary for guiding the reason in proving
truths and in distinguishing them from errors. My intention is to give these rules in
their entirety>0.

Celem Pascala jest wiec pokazanie mechanizmu dziatania doskonatego
dowodu, na przyktadach, poprzez analize dowodéw geometrycznych oraz
pokazanie geometrycznego porzadku, ktéry takie dowody umozliwia. Jed-
nak, jak mozna zauwazy¢, ogélna idea (idealnego) dowodu geometrycznego
wykracza poza mozliwosci cztowieka i praktyki naukowej. Zaktada ona bo-
wiem, ze musimy zrealizowa¢ dwa podstawowe kroki: po pierwsze, uzywac
tylko takich wyrazen, ktérych znaczenie jest catkowicie wyjasnione, a po
drugie - nie przyjmowac¢ zadnego twierdzenia bez udowodnienia go poprzez

50 B. Pascal, The Provincial Letters. Pensees. Scientific Treaties, [w:] Great Books of the We-
stern World, t. 33, The University of Chicago, 1952, s. 430.
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prawdy juz znane. Trzeba wiec zdefiniowa¢ wszystkie uzywane wyrazenia
i udowodni¢ wszystkie twierdzenia. Pascal podaje jednak sposéb pozwala-
jacy oming¢ te trudno$¢. Nie musimy bowiem zdefiniowa¢ ani dowodzi¢
wszystkiego, a jedynie to, co nie jest jasne na podstawie §wiatta naturalnego.
Nie definiujemy tego, co jest jasne dla wszystkich, ani nie dowodzimy tego,
€O Wszyscy znaja. ,Grzesza przeciwko tym zasadom zaréwno ci, co sie silg na
definiowanie i dowodzenie wszystkiego, jak i ci, co niechajg to czyni¢ wzgle-
dem czego$, co nie jest oczywiste samo przez sie”51. Stwierdza, Ze musimy
pogodzic sie z tym, Ze istniejg wyrazy niezdefiniowane, na przyklad ,byt”,
»czas”, ,liczba”, ,rownos¢”, ,wszystko”, ,wiekszos$¢”, ,ruch”, ,przestrzen”.
Pewne pojecia, jak i prawdy, dane s3g z natury wszystkim ludziom, co nie
oznacza, ze mamy takg samg znajomo$¢ ich natury. Wystarczy tylko to, ze
dane stowo kieruje nas ku temu samemu przedmiotowi. Nalezy wiec defi-
niowac tylko te rzeczy, ktére tego wymagaja (reguta 1), oraz nie dowodzié¢
twierdzen oczywistych, ktorych prawdziwos$¢ dana jest przez Swiatto natu-
ralne (reguta II). Tak wtasnie postepuje geometria, a to, Ze nie wszystko jest
w niej definiowane, jest jej zaletg, nie wada, gdyz nie jest skutkiem trudnosci
w pojmowaniu, lecz jasno$ci. Te pierwotne (jasne) pojecia geometrii s3 ze
sobg powigzane (chodzi szczeg6lnie o ruch, liczbe i miare) w jedng catosé,
arelacje miedzy nimi sg oczywiste.
Istniejg zatem wilasciwos$ci wspdlne wszystkim rzeczom. Ich poznanie przybliza

umyst do najwiekszych cudéw natury. Najpierwszy z nich - to dwie nieskoniczonosci,
ktore napotykamy we wszystkim: nieskoniczono$¢ wielkosci i nieskoriczono$¢ matoscis2.

Dla kazdej wielkosci mozemy dowolnie jg zwiekszaé i zmniejszaé (nie
istniejg wiec wielkos$ci niepodzielne). Miedzy tymi dwiema nieskonczono-
Sciami istnieje $cista relacja: z istnienia jednej wynika istnienie drugiej. Je-
steSmy pomiedzy dwiema nieskonczonos$ciami. Ten fakt §wiadczy o ogromie
i potedze natury i daje cztowiekowi potezne mozliwos$ci badawcze. Trzeba
zobaczy¢ jednak, ze znajdujemy sie miedzy nieskonczonosScig a nicosScig
przestrzeni, miedzy nieskonczonoscig a nico$cia liczby, miedzy nieskonczo-
noscig a nicoscig ruchu, miedzy nieskonczono$cig a nicoscig czasus3. Zau-
wazmy, ze do$wiadczona i wprowadzona przez Pascala ,préznia” jest takim
bytem pomiedzy ,nieskoniczonos$cig materii” a nicoscia.

To pascalowskie rozumienie matematyki jest inne niz kartezjanskie jesz-
cze w jednym punkcie. Podstawg pewnosci jest u niego nie tylko we-

51 [bidem, s. 120.
52 Ibidem, s. 127.
53 Por. ibidem, s. 139.
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wnetrzna intuicja oczywistosci, lecz rowniez to, co jest jasne na podstawie
powszechnie dostepnego $wiatta naturalnego. Okazuje sie, ze nie wszystko
nalezy definiowaé¢, gdyz istnieje wspdlna podstawa (wlasnosci wspolne
wszystkim rzeczom oraz poznawane tak samo przez wszystkich w oparciu
o Swiatto naturalne). Charakterystyczng cecha pascalowskiej uniwersalno-
$ci matematyki jest rowniez to, iz bedac rozpieta miedzy nieskonczonos$cia
a nicoscig, uczestniczy w obu tych wymiarach rzeczywistosci. Podstawowe
kategorie okreslajace u niego rzeczywisto$¢ sg znacznie bogatsze od karte-
zjanskich, gdzie wtasciwie mamy tylko jedng taka kategorie: rozciagtos¢.
Ruch u Kartezjusza jest tylko zmiang konfiguracji geometrycznej materii (nie
ma pustej przestrzeni), a wiec tez sprowadza sie do badania rozciggtosci.

Analizujgc w poprzednim paragrafie przetom nowozytny, zauwazytem,
ze w tym okresie matematyka stata sie narzedziem umozliwiajacym, w ra-
mach nauk przyrodniczych, poznawanie rzeczywistosci (nie tylko w jakim$
aspekcie, lecz generalnie). Przez to stata sie niezbednym sktadnikiem teorii
przyrodniczych (na poczatku tylko fizyki i nauk pokrewnych). Ten nowy wy-
miar uniwersalno$ci sprawia, ze przedmiotem badan matematycznych stajg
sie dowolne kategorie bytowe, w tym tak zwane jakosci (a nie tylko to, co
mozemy mierzy¢ i liczy¢). Najbardziej spektakularne byto ujecie przy po-
mocy modeli matematycznych nauk technicznych (przy pomocy fizyki ma-
tematycznej), co doprowadzito do rewolucji przemystowej. Byto to zreszta
jakby dokonczenie rewolucji technicznej z czaséw antycznych, jednak na
duzo wiekszg skale (i z wykorzystaniem nowych narzedzi matematycz-
nych). Podstawowe prawa ruchu i oddzialywan miedzy ciatami zostaty wy-
razone przy pomocy prostych wzoréw matematycznych, wigzacych kilka
podstawowych parametrow (masa, sita, czas, predko$¢). Prostota wzorow,
przy pomocy ktérych tak wiele zjawisk opisywano, byta uderzajaca. W ten
spos6b materia, ruch i sita (zwigzane ze sobg) uzyskaty status nowych poje¢
elementarnych. Rowniez czas i przestrzen (nie tylko jako przestrzen geome-
tryczna) staty sie przedmiotem badan matematycznych.

Kartezjusz deklarowat zrywanie w swojej nowej matematyce z matema-
tyka czas6w wcze$niejszych, chociaz ma miejsce - mozliwe, ze nieSwiadome
- nawigzywanie do osiggnie¢ matematykéw starozytnych, np. Apoloniusza.
Inni twoércy, tacy jak Pascal, Fermat, Wallis, Desargues, Galileusz, celowo od-
wotywali sie do wynikéw poprzednikéw, majac jednak Swiadomo$¢ nowosci
swoich metod.

W metodzie matematyki antycznej dominujgca byta metoda hipotetyczno-
dedukcyjna, gdzie poprzez dedukcyjne wycigganie wnioskow z przyjetych hi-
potez starano sie doj$¢ do prawdziwych zatozen (aksjomatow), na ktérych
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mozna bytoby oprze¢ strukture danej teorii matematycznej. Wydaje sie, ze tak
byly tworzone ElementyEuklidesa, ktore sg efektem wielu wczesniejszych ta-
kich préb i badan. Te Elementy nie byty pierwsze, ale mozna zatozy¢, Ze nie
miaty by¢ tez ostatnie, gdyz po Euklidesie dalej byty prowadzone badania nad
podstawami geometrii (prace Teodozjusza, Hypsiklesa, Menelaosa i innych).
Natomiast w czasach nowozytnych zapomniano o tej metodzie i zatoZono, Ze
przyjete aksjomaty sg po prostu prawdziwe. Przestano je bada¢, poszukiwano
ewentualnie Zrddta ich prawdziwosci, a stynny piaty postulat Euklidesa
o rownolegtych (ktory nie wydawat sie tak oczywisty, jak pozostate) starano
sie udowodni¢. Aby jednak dojs¢ do tych oczywistych podstaw teorii, trzeba
przy pomocy intuicji (lub innej wtadzy umystu) przej$¢ proces (de facto nie-
skonczony) odrzucania wszystkiego, co nie jest jasno i wyraZnie pojmowalne.
Tak Kartezjusz, jak i Pascal przyjmuja istnienie Swiatta naturalnego (rozumu),
ktére pozwala do tych oczywisto$ci dotrzeé. I dopiero wtornie, majac pewna
liczbe tych oczywistych dla rozumu prawd, mozemy konstruowac¢ (czy rekon-
struowac) kolejne teorie i zdobywac catg wiedze o Swiecie.

5. Rozwoéj matematyki po przelomie nowozytnym

Jak zauwazytem w paragrafie 3, w potowie XVII wieku w matematyce na-
stapit przelom zwigzany z pojawieniem sie catkiem nowych teorii matema-
tycznych, ktére od tego momentu zaczety swoj intensywny rozwoj: rachu-
nek rézniczkowy i catkowy, analiza matematyczna, geometria rzutowa, geo-
metria analityczna. Ponadto centralne teorie matematyczne: astronomia,
mechanika oraz optyka, zostajag wylaczone z dziedziny nauk matematycz-
nych i stajg sie gtdwnymi teoriami nauk fizycznych - ,nowej fizyki”. Tym sa-
mym ta nowa fizyka startuje od razu z do$¢ wysokiego putapu, bogata w sto-
sunkowo zaawansowane narzedzia matematyczne. Wiele innych narzedzi fi-
zyki domagato sie jednak dopracowania. Byly one zresztg zwigzane z no-
wymi obszarami badan matematycznych, przede wszystkim z analizg mate-
matyczng, rachunkiem rézniczkowym i catkowym, rachunkiem wariacyj-
nym. To wkroczenie matematyki na nieznane jej wcze$niej obszary rodzito
wiele niejasnosci i sprzecznosci (przede wszystkim zwigzanych z uzywa-
niem pojecia nieskonczenie matej, ciggtosci, granicy, funkcji) i domagato sie
badan i uscislen i wigzato sie z atakiem na nowa matematyke. W duzej mie-
rze krytykowane sg podstawy tych nauk i filozofia dopuszczajaca stosowa-
nie wielko$ci nieskonczenie matych, sum nieskonczonych, niejednoznacz-
nych i niezdefiniowanych poje¢ funkcji i ciggtosci.
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Kluczowa postacia dla podjecia nowych idei i przekazania ich dalej byt
Christiaan Huygens (1629-1695), ktéry zajmowat sie doprecyzowaniem za-
sad rachunku rézniczkowego i catkowego. Kontynuowat tez prace z rachunku
prawdopodobienstwa (O grze w kosci). Szczeg6lnie istotny miat wptyw na
rozwoj optyKi i astronomii. Byt jednym z cztonkéw zatozycieli Francuskiej
Akademii Nauk. Przez dtuzszy czas mieszkat w Paryzu (1666-1681), gdzie
spotykat sie z najwybitniejszymi uczonymi (spotkania odbywaty sie raz w ty-
godniu), w tym z Robervalem, Pascalem, Desarguesem. Tez w Paryzu zaprzy-
jaznit sie z Leibnizem (od 1672) i wplynat na jego zainteresowania matema-
tyczne. W roku 1673 wydaje prace Horologium Oscillatorium, ktéra wycho-
dzac od klasycznych badan geometrycznych (zagadnienia krzywych), docho-
dzita do zagadnien dynamiki (drgania ciat wokét nieruchomej osi, prawo ru-
chy drgan wahadta prostego, prawo sity odsrodkowej dla ruchu kotowego).

Badajac teorie grawitacji Newtona, poszukiwat dla niej matematycznych
i mechanicznych uzasadnien. Nieakceptowalne byto dla niego przyjecie zato-
zenia o oddziatywaniu grawitacyjnym dwoch cial na odlegto$¢. Swoje analizy
publikuje w 1690 w pracy Discours de la cause de la pesanteur, w Kktorej,
w oparciu o kartezjanska koncepcje wiréw, prébuje podaé przyczyne sity gra-
witacyjnej. Natomiast w traktacie optycznym T7raité de la Lumiére (wydanym
w tym samym roku) przedstawia konkurencyjng wobec teorii korpuskularne;j
Newtona falowa teorie Swiatta. W precyzyjny sposéb wyjasnia prawo odbicia
i refrakcji. Badania astronomiczne (udoskonalit teleskop, dzieki ktéremu od-
kryt ksiezyc Saturna, Tytan oraz wydzielit gwiazdy w gwiazdozbiorze Oriona)
sktonity go do pracy nad ulepszeniem zegaréw, aby precyzyjniej mierzy¢ czas.
Stad prace nad teorig wahadta oraz skonstruowanie zegara wahadlowego.
Brak mozliwo$ci precyzyjnego pomiaru czasu byl podstawowg przeszkoda
w prowadzeniu badan astronomicznych, jak réwniez w obliczaniu dtugosci
geograficznej (co byto niezmiernie wazne w podrézach dalekomorskich).

Huygens zwigzany byt rowniez z Royal Society, do ktérego zostat przy-
jety w 1663 roku. Tam poznat Wallisa, ktérego badania nad rachunkiem nie-
skoniczenie matych kontynuowat. Jest waznym ogniwem w powstaniu ra-
chunku rézniczkowego i catkowego (miedzy Wallisem a Leibnizem). Po-
nadto potaczyt podejscie Galileusza do badania zjawisk z projektem Karte-
zjusza, w ktérym nowa matematyka miata w petni opisac¢ i wyjasni¢ prawa
przyrody. Pokazal te mozliwo$¢ na przyktadzie ruchu wahadta, ktéry
w petni opisat jako system dynamiczny>4.

Bezspornie uznaje sie, Ze tworcami rachunku rézniczkowego i catko-
wego byli Leibniz i Newton. Ta teoria stata sie sztandarowg teorig matema-

54 C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, s. 417-422.
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tyki nowozytnej (mimo ogromnego oporu wspotczesnych), bedac podstawa
wielu zastosowan technicznych, ale tez stanowigc Zrédto i podstawe dla in-
nych teorii matematycznych. WidzieliSmy jednak, Ze droga do jej powstania
byta dtuga, a poczatki badan siegajg czaséw starozytnych, do wielkich mate-
matykoéow IV i Il wieku p.n.e., do badania krzywych oraz opracowywania me-
tod obliczania powierzchni ptaszczyzn i bryt (metoda wyczerpywania).
Wiele wykonanych konstrukcji krzywych, tak metodami geometrycznymi,
jak i mechanicznymi, oraz obliczanie po6t powierzchni doprowadzito
w koncu do spostrzezenia, ze obliczanie stycznych do krzywych oraz pél po-
wierzchni sg operacjami wzajemnie odwrotnymi. W ten spos6b powstata
jedna teoria matematyczna: teoria fluksji (pochodnych) i fluent (zmien-
nych) Newtona oraz rachunek rézniczkowy i rachunek catkowy Leibniza.
Teoria Newtona powstaje w latach 1665-1666, nie jest jednak przez
dtuzszy czas publikowana, a kragzy wsrdd uczonych w odpisach. Leibniz sty-
szat o odkryciach Newtona, odkryt swéj nowy rachunek nieco pdzniej, bo
wlatach 1673-1676, i opublikowat w, Acta Eruditorum” w dw6ch numerach
(1684 - rachunek rézniczkowy, 1686 - rachunek catkowy). Mimo oskarze-
nia Leibniza przez Newtona o plagiat, wida¢, ze ten pierwszy stworzyt swoja
teorie niezaleznie. Jest ona oparta na innych podstawach (algebraicznych),
natomiast rachunek fluksji Newtona ma podstawy kinematyczne. Spér nie
byt korzystny dla nauki, doprowadzit bowiem do ograniczenia wymiany my-
$li miedzy uczonymi angielskimi a kontynentalnymi. Ponadto notacja wpro-
wadzona przez Leibniza (symbol rézniczki dx, samo djako symbol réznicz-
kowania oraz symbol catki [ dx jako nieskoniczonego sumowania, czyli cal-
kowania) oraz proste reguty algebraiczne obliczania pochodnych sum, ilo-
czynow i ilorazow okazaty sie bardzo wygodne i przyczynity sie do gwattow-
nego rozwoju matematyki. Przykladowo: d(x + y) = dx +dy, d(xy) =

= xdy + ydx, d(5) = *2F=

yZ

, a d(ax™) = nax™ ! (x y s to wielkosci

zmienne, natomiast a jest wielkos$cig statg)55. Swoimi metodami zaintereso-
wat Leibniz braci Bernoullich, Jakuba (1658-1705) i Johanna (1667-1748),
a nastepnie Guillaume’a Francgois Antoine’a de I’Hospitala (1661-1704).
Jednak najwybitniejszym zwolennikiem i kontynuatorem matematyki Leib-
niza byt Leonard Euler (1707-1783), a po nim Giuseppe Lodovico La-
grangia (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813)56. To dzieki nim rachunek réz-

55 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 2, s. 246-269; 273-288.

56 Sukces rachunku rézniczkowego i catkowego zostat osiagniety dzieki zgromadzeniu przez
Leibniza grupy wybitnych matematykéw, ktoérzy zrozumieli nowe metody i je rozwijali.
Mimo ogromnego oporu éwczesnych uczonych ta metoda okazata sie skuteczna i nowa
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niczkowy i catkowy oraz analiza matematyczna uzyskaty swoja dojrzata po-
sta¢. To tworzenie przez Leibniza wokot siebie grupy uczniéw i zwolenni-
kow stato sie przyczyna sukcesu jego metod matematycznych. Byt zreszta
bardzo aktywny w propagowaniu swoich idei matematycznych i filozoficz-
nych wsréd uczonych i politykéw (liczne spotkania i ogromna koresponden-
cja). Dzieki temu stworzyt szkote matematyczng przekraczajaca granice jed-
nego kraju, chociaz jego najwazniejsze idee (otwierajace nowy przetom w
matematyce) nie znalazty uznania u wspoétczesnych i nawigzano do nich do-
piero w potowie XIX wieku. Wydaje sie to jednak naturalne, skoro metody
(nieskonczonosciowe, ciggtoSciowe, graniczne, funkcyjne itd.) nowej (no-
wozytnej) matematyki domagaty sie dopracowania i uscislenia. Trudno byto
otwiera¢ nowy front badan matematycznych, kiedy jeszcze niepewny byt
sukces na tym dopiero co otwartym. Zreszta bracia Bernoulli byli de facto
pierwszymi uczonymi, ktdrzy zrozumieli rachunek Leibniza i podjeli bada-
nia nad jego zastosowaniami. Jednym z pierwszych problemoéw, ktéry zostat
rozwigzany przy pomocy nowego rachunku, byto zagadnienie brachisto-
chrony - krzywej najszybszego spadku masy punktowej pod wptywem statej
sity (zostal rozwigzany przez Leibniza, ale réwniez przez Johana Bernoul-
liego, Newtona i d’'Hospitala). Ta krzywa okazata sie znana juz wcze$niej cy-
kloida. Badania rézniczkowe nad funkcjami i innymi obiektami matematycz-
nymi w krétkim czasie doprowadzity do powstania nowych dzialéw mate-
matyki: teorii rdwnan rézniczkowych, rachunku wariacyjnego, geometrii
rézniczkowej, analizy zespolonej, itd.5

Jednak dopiero Leonarda Eulera, szwajcarskiego matematyka dziatajg-
cego gtoéwnie w Prusach i Rosji, mozna uznac¢ za twdérce analizy matematycz-
nej. Jego ogromny dorobek (ponad 500 prac opublikowanych za Zycia i po-
nad 900 wszystkich) zmienit oblicze matematyki. Praca Eulera /ntroductio
in analysin infinitorum (Wprowadzenie do analizy nieskoriczonosci) sta-
nowi fundament analizy matematycznej. W tej pracy maja miejsce badania
nad ideg funkcji, nieskoniczonych szeregéw, rozwijania funkcji w szeregi nie-
skonczone (m.in. funkcji trygonometrycznych, wyktadniczych), pojawiajg
sie metody obliczania liczby 1, liczba Eulera e, stynny wzér Eulera e™ + 1 = 0

matematyka w kilka pokolen zdominowata §wiat nauki. Réwniez istotne byto powotanie
przez Leibniza instytucji (Pruska Akademia Nauk), ktéra propagowata nowe metody. Po-
dobnie metoda fluksji i fluent Newtona (oraz jego mechanika) stata sie dominujaca teoria
w Anglii, dzieki wsparciu administracyjnemu. Newton zostat bowiem przewodniczacym
Royal Society i przez wiele lat wyznaczat kierunki badan i wspierat zwolennikéw swoich
teorii (przy okazji ostro zwalczajac konkurentéw).

57 Ibidem, s. 288-301.
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(i wiele innych wynikéw). Ten wzdr taczy w jednej formule liczby symboli-
zujgce rézne dzialy matematyki: 1- arytmetyke, O - algebre, = - geometrie,
natomiast e oraz 7/ — analize. Jest nie tylko symbolicznym potaczeniem tych
dziedzin, lecz pokazuje jedno$¢ matematyki, ktoéra zostata utrzymana, mie-
dzy innymi dzieki pracom Eulera.

Uczony wydaje tez wielkie prace z rachunku rézniczkowego i catkowego:
Institutiones calculi differentialis (1755) oraz dzieto w trzech tomach (po
$Smierci wyszedt tom czwarty) Institutiones calculi integralis (1768-1770).
W roku 1744 wychodzi w Lozannie jedna z najpiekniejszych prac matema-
tycznych Metody znajdowania linii krzywych, majacych wiasciwosci maksi-
mum, lub prowadzacych do rozwigzania zadania izoperymetrycznego, poje-
tego w najszerszym znaczeniu stowa. Jest to praca z rachunku wariacyjnego,
jednej z najwazniejszych teorii matematycznej majacej ogromne zastosowa-
nia w fizyce, naukach technicznych i w innych dziedzinach wiedzy. Ponadto
w dodatku umieszcza Euler analizy stanowiace podstawy teorii stabilnosciss.

Prace Eulera, ale rowniez Newtona, Leibniza i Bernoullich, kontynuuje
Lagrange. W 1788 roku wychodzi jego Mechanika analityczna, w ktorej
przedstawia generalng metode rozwigzywania zagadnienn mechaniki przy
pomocy réwnan rézniczkowych.

Wiele jednak poje¢, ktore stosuje Euler i inni matematycy tego okresu,
nie ma jeszcze ustalonej definicji, mozna powiedzie¢, Zze sa one w trakcie
opracowywania. Wydaje sie, jakby $ciste definicje i dowody przeplataty sie
Z rozumowaniami opartymi na znanej tylko Eulerowi intuicji. Z jednej strony
Euler jest na dtugiej drodze, ktéra doprowadzita do usciSlenia podstawo-
wych poje¢ analizy matematycznej dopiero w drugiej potowie XIX wieku.
Jednak wazniejsze jest to, ze rozpatruje on r6zne mozliwosci rozbudowy ma-
tematyki i jej rozwoju. Dlatego raz funkcje traktuje jako pojecie analityczne,
a kiedy indziej na sposob geometryczny jako krzywa. Podobnie jest w przy-
padku wykonywania operacji na szeregach nieskonczonych. W wielu przy-
padkach rygorystycznie sprawdza ich zbiezno$¢, a w innych wykonuje na
szeregach rézne operacje algebraiczne, abstrahujac od kwestii ich zbiezno-
$ci. Uwaza sie go tutaj za prekursora wspdtczesnej teorii szeregéw formal-
nych. Szczegdlnie interesujaca jest sytuacja w przypadku wielkos$ci nieskon-
czenie matych. Idac droga Leibniza, traktuje je jako wielko$ci, na ktérych
mozna wykonywac operacje algebraiczne, tak jak na liczbach. Jednak nie po-
dzielat filozofii Leibniza w zakresie jego monadologii i relacyjnej koncepcji
czasu i przestrzeni. Dla niego (jak dla Newtona) czas i przestrzen byty abso-

58 Historia matematyki, red. A.P. Juszkiewicz, t. 3, s. 267-281.
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lutne, co miato by¢ gwarancja niezmiennosci i wieczno$ci praw przyrody.
Dlatego nie podjat programu Leibniza zwigzanego z budowg catkiem nowej
nauki - ars combinatoria.

Charakterystyczna dla okresu oSwiecenia jest posta¢ Jeana d’Alemberta
(1717-1783), matematyka bedacego jednym z tworcow Wielkiej Encyklo-
pedii. Dzieto to bylo wyrazem zachwytu nad osiagnieciami rozumu ludz-
kiego i zbierato w 28 tomach najwazniejsze osiggniecia nauki. D’Alembert
napisat wstep do Encyklopedii, bedacy swoistym manifestem ideowym. Jako
matematyk pisat znaczace prace z réwnan rézniczkowych oraz mechanikis®.

Przetom wiekéw XVIII i XIX to czas rewolucji francuskiej, wojen napole-
onskich oraz rewolucji przemystowej, ktéra doprowadzita do kluczowych
zmian spotecznych. W zwigzku z powstaniem poteznych fabryk i osiedli
przemystowych, nastepuje przemieszczenie sie znacznej liczby ludnosci ze
wsi do miast i osiedli. Pojawia sie ogromne zageszczenie mieszkancéow,
a czas pracy robotnikow zaczyna przekraczac wszelkie rozsagdne normy (li-
czy sie jedynie efektywnos$¢ produkcyjna i zysk). Warto tez pamietac, Ze re-
wolucja francuska zniosta §wieta chrzescijanskie, bedace dniami wolnymi
od pracy, a ich przywrocenie za Napoleona nastgpito w wyraZnie mniejszym
wymiarze. Rodziny robotnikdw staty sie de facto niewolnikami swoich pra-
codawcow (znacznie pogorszyt sie ich los w stosunku do wcze$niejszego
losu jako chtopéw paniszczyznianych). Mimo ze u podstaw tych przemian
stal nowozytny rozwdj matematyki, mys$le, Ze nie mozna jej (oraz nauki
i techniki) oskarza¢ o te negatywne zmiany. Rozw6j matematyki dostarcza
nowych mozliwos$ci dziatan gospodarczych i ekonomicznych, co pozwala na
bogacenie sie, jednak nie musi prowadzi¢ do wzrostu nieréwnosci spotecznej.

Zreszta matematyka w XIX wieku rozwijata sie dynamicznie dalej, two-
rzac nowe teorie matematyczne i pokazujac zastosowania matematyki. Ten
rozwdj pomijat fakt, ze wiele poje¢ i metod matematycznych byto niescistych
i niedopracowanych. Nie przejmowano sie ,grzaskimi” podstawami i budo-
wano dalej gmach matematyki. Jednak rozwijat sie w matematyce réwniez
drugi nurt, bardziej zatroskany o podstawy, w ktérym dazono do uscislenia
podstaw nowych nauk. Najwazniejsze proby obrony jednosci i Scistosci ma-
tematyki mialy miejsce w pracach Bernarda Bolzana (1781-1848), Augu-
stina Cauchy’ego (1789-1857), Carla Friedricha Gaussa (1777-1855), Karla
Weierstrassa (1815-1897), Bernarda Riemanna (1826-1866) oraz Georga
Cantora (1845-1918). Pojawiata sie tez pewna zmiana w podej$ciu do
zwigzku matematyKki i filozofii. O ile dziatania Gaussa i Cauchy’ego i We-

59 J.R. d’Alembert, Wstep do encyklopedii thum. ]. Hartwig, PWN, Warszawa 1954.
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ierstrassa podtrzymywaty osiemnastowieczng wizje koniecznosci ich roz-
dziaty, o tyle Bolzano, Riemann i Cantor dostrzegali znaczenie refleks;i filo-
zoficznej dla rozwoju naukis®.

Bolzano dazyt do przebudowy podstaw matematyki i podawat precy-
zyjne definicje linii, powierzchni oraz brytél. W Betrachtungen starat sie po-
da¢ definicje linii wolng od elementéw intuicyjnych, oparta na podstawach
Scisle logicznychs2. Dalsza analiza podstawowych poje¢ geometrii doprowa-
dzita Bolzana do badan teoriomnogo$ciowych i topologicznych (jak wia-
domo, pomyst badan topologicznych pojawia sie u Leibniza w jego idei ma-
tematycznej analizy potozenia - Analysis situs). Pragnat da¢ geometryczno-
topologiczng oraz teoriomnogo$ciowa podstawe catemu gmachowi analizy.
Przyjmuje, Ze figury geometryczne (krzywe, powierzchnie i bryty) sa zbio-
rem punktéw i pokazuje, w jaki sposéb punkty ,wigza” sie ze sobg, tworzac
krzywe, powierzchnie i bryty3.

Roéwniez Cauchy pracowat nad przebudowa podstaw analizy matema-
tycznej. Swoje wysitki zebrat w pracach: Analyse algébrique (1821) oraz Cal-
cul infinitésimal (1823). Starat sie usci$li¢ pojecie granicy, ktére, odpowied-
nio zdefiniowane, miato stuzy¢ do budowania nowych $cistych poje¢, takich
jak: ciggtosc¢ funkcji, pochodna, catka czy zbieznos$¢ szeregéw. Dzieki Cau-
chy’emu pojecie granicy staje sie centralnym pojeciem analizy matematycz-
nej. Badat takze pojecie funkcji, ktére do jego czaséw rozumiane byto intui-
cyjnie. Przyktadowo - zaktadano, Ze kazdg funkcje mozna rozwing¢ w szereg
potegowy oraz ze zawsze mozliwe jest catkowanie szeregdw nieskonczo-
nych ,wyraz po wyrazie”. To udato mu sie uporzadkowac i uscisli¢ w oparciu
0 pojecie granicy.

Nie tylko Lagrange, ale r6wniez Gauss (i wielu innych matematykéw) da-
zyt do wyeliminowania z matematyki rachunku na wielko$ciach nieskoncze-
nie matych (jak i nieskonczenie duzych). Dopiero powstanie teorii liczb rze-
czywistych (Cantor, Dedekind) oraz teorii mnogosci (Cantor) ukazato mate-
matyczny charakter badan nad nieskoniczono$cig. Powstato tez wiele no-
wych teorii wynikajacych z badania podstaw matematyki (gtéwnie geome-

=)

0 W. Wojcik, Jozef Maria Hoene-Wroriski jako wizjoner i reformator matematyki, [w:]
Hoene-Wroniski: Zycie, matematyka i filozofia, red. P. Pragacz, IM PAN, Warszawa 2008,
s.87-103.
61 B.Bolzano, Beytrige zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik, Erste Lieferung,
Praga 1810, s. V.

62 Idem, Betrachtungen liber einige Gegenstinde der Elementrargeometrie, Praga 1804,
s.57.

63 Ibidem, s. 20-21.
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trii i analizy), w tym geometrie nieeuklidesowe (Gauss, N.I. Lobaczewski,
J. Bolyai, B. Riemann), arytmetyki niearchimedesowe, analiza niestandar-
dowa (A. Robinson) i wiele innych.

Interesujacy jest fakt podjecia w czasach wspéiczesnych co najmniej
dwdch programéw nauki antycznej. Jednym z nich, w nawigzaniu do Geome-
trifEuklidesa, byta aksjomatyzacja kolejnych teorii matematycznych. Miat to
by¢ argument za ich $cistoscig, w pelni matematycznym charakterem. Po-
wstaty teorie aksjomatyczne arytmetyki (H.G. Grassman, 1861, G. Peano,
1889), teorii mnogosci (E. Zermelo, 1907, A. Fraenkel, 1921), teorii prawdo-
podobienstwa (A.N. Kolmogorow, 1933). Drugim byto podjecie programu
budowy logiki jako nauki podstawowej dla innych nauk i uniwersalnej. Do-
prowadzito to do powstania logiki matematycznej i programu logicyzacji
matematyki (G. Boole, A. de Morgan, G. Frege, N. Whitehead, B. Russell).
Réwniez intensywnie rozwijala sie matematyka algorytmiczna, w tym
przede wszystkim algebra (powstanie teorii grup, algebry uniwersalnej)
oraz nauki informatyczne. Podjecie tylu program badawczych i badan
w wielu obszarach nauk matematycznych stato sie mozliwe dzieki znacza-
cemu zwiekszeniu liczby ludzi zajmujacych sie matematyka.

Co ciekawe, intensywna praca edukacyjna i badawcza w zakresie mate-
matyki (nie tylko w ramach jej zastosowan) rozwijata sie w duzym stopniu
na uczelniach nowego typu, politechnikach. Zwiekszata sie liczba ludzi wy-
ksztatconych matematycznie i technicznie, ktorzy zaczeli stanowi¢ znaczacy
element pozytywnych przemian spotecznych. Kluczowa byta Swiadomos¢ ra-
cjonalnych korzeni (tkwigcych w matematyce) nowych odkry¢ naukowych.

Z jednej strony ta Swiadomo$¢ dawata impuls do pozytywnych i racjo-
nalnych przemian, jednak z drugiej - generowata myslenie redukcjoni-
styczne i destrukcyjne. Przyktadowo, w rozwijajacym sie w XIX i XX wieku
scjentyzmie i pozytywizmie uznano, Ze nauki matematyczno-przyrodnicze
zastapig wszelkie inne metody poznawcze i przyniosg ludzkosci dobrobyt
i szczescie. Dlatego zaproponowano dla ,,dobra ludzkosci” oddzielenie nauki
i nauczania od wszelkich elementéw zwigzanych z filozofig i religia. Jednak
bez tego zwigzku z filozofig nauka nie potrafi ukaza¢ niesionych de facto
przez siebie wartosci etycznych i humanitarnych. Ponadto dzielenie kultury
poprzez dewaluowanie niektérych fragmentow zagraza jej rozwojowi i pod-
waza w konsekwencji jej warto$¢ jako catosci.

Nauka ciggle sie rozwija i wydaje sie, Ze jej rozwoj jest niepowstrzymany,
Ze nie groza nam sytuacje, jakie miaty miejsce w starozytnosci, gdy zatrzy-
mat sie rozwo6j matematyki antycznej. Wéweczas przyczyn byto kilka: nie-
przychylnos$é wtadcéw wobec uczonych, wojny i najazdy, w ktoérych gineli
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uczeni i ich dzieta, brak uczonych posiadajacych zdolno$ci matematyczne
i zainteresowanych nauka. Zadziwiajaca i przerazajaca kwestig jest zapo-
mnienie przez kolejne pokolenia ogromnego dorobku matematyki antycznej
i zniszczenie przewazajacej liczby prac matematycznych (prace greckich
matematykéw z IV wieku p.n.e. niemal w catosci ulegly unicestwieniu).
Uczeni nowozytni jakby na nowo odkrywali stare wyniki, rekonstruowali je
z fragmentdw ocalalych prac. Wydaje sie, Ze teraz nam taka sytuacja nie
grozi. Mamy znacznie wiekszg liczbe ludzi znajacych matematyke i inne na-
uki, a ponadto posiadamy pewniejsze no$niki informacji (druk, spis elektro-
niczny), poza tym cywilizacja, w ktorej Zyjemy, jest znacznie stabilniejsza.
Jednak generalnie rozwojowi nauki zagrazajg rézne, ciggle odnawiajace sie
i nowe, formy barbarzynstwa. Wzrastajaca potega nauki niestety data i cia-
gle daje narzedzia destrukcji i zniszczenia nowym barbarzyncom, uderzaja-
cym w ludzi, kulture i catg cywilizacje (antyludzkie ideologie, wojny $wia-
towe, rewolucje, pseudonaukowa i edukacyjna dziatalno$¢). Ponadto kluczo-
wym elementem rozwoju nauki jest tworcza wymiana mysli, podejmowanie
wynikow osiggnietych przez innych uczonych, docenianie warto$ci dziatal-
nos$ci naukowych w innych obszarach i budowanie autentycznych wspélnot
naukowych. Wobec wyktadniczego wzrostu produkcji naukowej staje sie to
coraz trudniejsze, a w wielu przypadkach niemozliwe. Nie istnieje tez kryte-
rium odrdzniajgce prace wartoSciowe od bezwarto$ciowych. Kryterium
przydatnosci w gospodarce czy w innych obszarach zycia spotecznego nie
dziata w przypadku matematyki, ktérej nowe teorie muszg sie rozwijac cze-
sto przez kilka pokolen, zanim osiggng odpowiedni poziom.
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1. Analiza pojecia przelomu w naukach.
Polemika z pojeciem rewolucji naukowej

Analizujgc matematyke antyczng, Sredniowieczng oraz nowozytng, zau-
wazyli$my wystepowanie réznych programéw badawczych, ktore w wielu
miejscach znacznie réznily sie od siebie. Istniata wyrazna réznica miedzy
matematyka pitagorejska a platoriska (sp6r Archytas - Platon), a réwniez
miedzy tymi koncepcjami a projektem Demokryta czy Archimedesa. Arysto-
telesowski projekt nauki (w tym matematyki), ktéry znaczaco rozszerzat jej
zakres, r6znit od trzech poprzednich. Wydaje sie, ze nie byt de facto realizo-
wany w matematyce, chociaz miat na nig pewien wptyw. Wytworzyt jednak
powszechng opinie o matematyce jako o wiedzy majgcej ograniczony zakres
badan. Nawet gdy w czasach nowozytnych pojawito sie matematyczne przy-
rodoznawstwo, a w XIX i XX wieku nowe ,jakosciowe” dyscypliny matema-
tyczne, dalej pokutowato przeswiadczenie arystotelesowskie, ze matema-
tyka jest nauka jedynie o ilosci i wielkoSci. ZauwazyliSmy, poprzez przepro-
wadzone analizy historyczne, Ze juz w czasach antycznych i Sredniowiecz-
nych, a tym bardziej nowozytnych, wystepowaty badania w matematyce wy-
kraczajgce poza ,matematyke iloSciowg” (teoria stosunkéw Eudoksosa, ba-
dania algorytmoéw i form algebraicznych, teoria szerokosci form, matema-
tyka nieskoniczono$ci, ciggto$ci, funkcji i proceséw granicznych), a wiec wy-
kraczajace poza program arystotelesowski.

Olaf Pedersen postawit teze, polemizujac z pogladem o dominacji plato-
nizmu w matematycznej dziatalnosci, ze poza platonskim réwnie znaczacy
(a moze i bardziej) byl nurt archimedesowskil. Podejmujgc ten watek,
w swojej ksiazce NowoZytne wizje nauki uniwersalnej a powstanie teorii
continuow?, wyréznitem dodatkowy nurt pitagorejski, odrézniajac go od

1 Por. O. Pedersen, Konflikt czy symbioza, Biblos, Tarnéw 1997, s. 39-54; ttum. W. Skoczny
na podstawie wyktadéw O. Pedersena wygtoszonych w Cambridge w 1988.
2 W. Wojcik, Nowozytne wizje nauki uniwersalnej a powstanie teorii kontinuow, s. 82-91.
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platonskiego i archimedesowskiego. Nurt badawczy nie jest tym samym, co
»program badawczy” w sensie Lakatosa. Nurty badawcze, ktére pojawity sie
w starozytnosci, nie ulegly degeneracji, lecz trwaja przez caty okres dziejow
i oddziatujg na kolejne idee i teorie matematyczne, stanowigc istotne zrédto
inspiracji. Sg potagczeniem pewnych elementéw filozofii matematyki i poka-
zuja mozliwo$ci budowania obiektéw i teorii matematycznych, w oparciu
o podstawowe idee, ktore przyjmuja rézne matematyczne realizacje.

Taka ideg w nurcie pitagorejskim jest harmonia, ktéra tkwi u podstaw
rzeczywisto$ci i matematyki. Najpetniej pitagorejska wizja matematyki
i sposobu prowadzenia badan widoczne sg u Archytasa. Jak pokazatem
wczesniej, na przyktadzie sporu miedzy nim a Platonem, wida¢ wyraznie
réznice miedzy platonizmem a pitagoreizmem w matematyce. Charaktery-
styczne dla pitagoreizmu jest odnoszenie matematyki do rzeczywisto$ci ma-
terialnej i rozpoznawanie w niej struktur matematycznych. Jak juz wspomi-
natem, wedtug Diogenesa z Laertios, Archytas byt twérca mechaniki mate-
matycznej, tym, ktory zastosowat w mechanice prawidta matematyczne. Ta
mozliwos$¢ szerokiego stosowania matematyki jest zwigzana z duali-
stycznym charakterem matematyki: ujmuje to, co okreslone (odstania
nature rzeczy), a zarazem mozna ja stosowac do tego, co nieokreslone
(jest czynnikiem porzadkujacym)3. Jesli poznawana rzeczywisto$¢ wy-
daje sie posiadac jakie$s niedoskonatosci, to nalezy system Swiata uzupetnié
zgodnie z harmonig i zasadami obowigzujagcymi wsrdd liczb. Postrzegana
niedoskonato$¢ swiata jest efektem niedostrzegania w nim struktur mate-
matycznych. Dualistyczny charakter matematyki realizowany jest u pitago-
rejczykow przez budowanie dwdch matematyk: liczb parzystych i liczb nie-
parzystych. Jednak w gruncie rzeczy najwazniejsza jest matematyka Harmo-
nii (do niej nie mamy peinego dostepu), traktujgca liczby jako catos¢ i uka-
zujgca te harmonie w rzeczywisto$ci. Ta Harmonia jest Zrédtem matematyki
i jej jednosci. Znajduje sie poza nig i jest pitagorejskim arche.

W pewnym sensie wspomniana przez Archytasa logistyka byta nauka
rozpoznajgca te pierwotng Harmonie. Poznawata bowiem ,prapostacie
bytu” poprzez poznawanie liczb, wielkosci i relacji miedzy nimi. Byta nauka
czysto pojeciowg i rozumowsq i stosowala sie tak do §wiata przyrody, jak
i $wiata relacji spotecznych (byta podstawg budowania pokoju i sprawiedli-
wosci). Dlatego poprzez poznawanie proporcji miedzy liczbami, harmonij-
nych wiasnosci figur geometrycznych, harmonijnych zaleznos$ci miedzy sfe-
rami planet czy dZwiekéw docieramy do catej rzeczywistosci.

3 J. Widomski, Ontologia liczby, seria ,Dialogikon”, Krakéw 1996, s. 32.
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Znaczaco inna jest rola i miejsce matematyki w nurcie platonskim. Tu
nie chodzi o to, aby przy pomocy poje¢ matematycznych poznac¢ nature rze-
czy jednostkowych i konkretnych, lecz o badanie piekna bytéw matematycz-
nych samych w sobie. Podobnie jak Archytas, chce Platon budowac astrono-
mie i muzyke, jednak dopiero po ugruntowaniu niezbednych dla nich nauk:
arytmetyki, geometrii (ptaskiej) i stereometrii, i nie jako nauki obserwa-
cyjne (jak w koncepcji pitagorejskiej), lecz jako nauki ,czyste”. Dlatego nie-
zbedna jest dla muzyki budowa matematycznej teorii harmonii muzycznej
(nieskazonej danymi zmystowymi) oraz stereometria (w tym geometria sfe-
ryczna) jako matematyczna podstawa astronomii. W koncepcji platonskiej
warto budowa¢ piekne teorie (stereometrie i harmonie muzyczng), nawet
gdyby nie dato sie tych teorii dalej rozszerzaé. Pitagorejskie poszukiwanie
liczb i innych struktur matematycznych w swiecie zmystowym (w tym w po-
ruszajacych sie ciatach niebieskich i w styszanych dzwiekach) Platon zdecy-
dowanie odrzuca.

Wedtug niego nauki matematyczne majg stuzy¢ do tego, aby odciggnac
dusze od $wiata materialnego i skierowac ja do tego, co idealne. Poszukiwa-
nie w sferze zmystowej struktur matematycznych lub stosowanie matema-
tyki do jej poznawania jest zajeciem irracjonalnym i nieskutecznym. Upra-
wianie matematyki ma w nurcie platonskim nastepujace zadania: odrywa
nas od $wiata zmystowego i uczy, jak doj$¢ do Swiata idei, wskazuje na za-
sadniczg odrebno$¢ miedzy Swiatem idei a Swiatem materialnym i pokazuje,
w jaki spos6b zbudowaé jeden $wiat (matematyczny), bedacy ,modelem”
tak $wiata idei, jak i §wiata materialnego. Sam $wiat matematyki jest jednak
odrebny od obu tych swiatéw, a jego formalna (abstrakcyjna) struktura po-
zwala patrzec jakby z dystansu na oba te §wiaty. Budowanie takich matema-
tycznych modeli jest mozliwe jednak dopiero po odpowiednio dtugim i in-
tensywnym obcowaniu ze $wiatem idei (aby nie wpa$¢ w niedoskonate,
a wilasciwie pozorne piekno $wiata zmystowego). Przyktadem takiej kon-
strukcji - podanym w Timajosie przez Platona - jest matematyczny model
Swiata, budowany w oparciu o strukture wielo$cianéw foremnych (bryt pla-
tonskich). Metoda aksjomatyczno-dedukcyjna matematyki jest narzedziem
do opanowania metody hipotetyczno-dedukcyjnej, ta z kolei stuzy do pozna-
nia $wiata idei. Jak zauwazyliSmy w paragrafie omawiajgcym platonski pro-
jekt matematyki, liczby idealne oraz idee geometryczne sg stosunkami, ogél-
nymi formami idealnych proporcji, poprzez ktére poznajemy relacje odpo-
wiednios$ci miedzy kolejnymi, coraz nizszymi rodzajami bytu, poczynajac od
principiéw, poprzez liczby idealne (i idee geometryczne), idee generalnie
i przedmioty matematyczne, a koniczac na zjawiskach. Nie znamy prac Eu-
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doksosa, wiec nie wiemy, jak wygladat proces tworzenia i konstrukcji u tego
matematyka, ale jego ogdlna teoria proporcji wydaje sie zgodna z tg metoda
budowania matematyki. W teorii tej mozemy poréwnywac wielkoS$ci innego
rodzaju, np. liczby naturalne i wielko$ci geometryczne.

To platoniskie wskazanie dwoch odrebnych elementéw i wyostrzenie
réznic miedzy nimi jest istotnym warunkiem zadziatania metody matema-
tycznej, ktéra oddziatuje jak spoiwo miedzy nimi w ramach budowanego
modelu teoretycznego. W platonskiej wizji matematyki podkreslana jest au-
tonomia przedmiotéw matematyki tak wobec $wiata zmystowego, jak
i $wiata idei, w odréznieniu od pitagorejczykéw, dla ktorych byty elemen-
tami tego $wiata. Model matematyczny taczy w sposéb ,,formalny" wtasno-
$ci obu elementéw ($wiatéw) i, jak wynika z rozwazan Platona, ukazuje po-
dobienstwo miedzy tymi $wiatami.

Program archimedesowski wyrazne odrdznia sie od dwoch poprzed-
nich, chociaz czasami byt z nimi mylony (a wrecz niedostrzegany jako
osobny). W paragrafie omawiajgcym archimedesowski projekt matematyki
zauwazyliSmy, ze kluczem do jego zrozumienia jest budowana przez Archi-
medesa matematyka nieskonczonosci, sposob stosowania przez niego mate-
matyki do fizyki i zbudowanie techniki matematycznej. Przed stosowaniem
matematyki do Swiata fizycznego Archimedes najpierw go odpowiednio mo-
deluje, tworzy pewien model (fizyczny), ktéry nastepnie bada matematycz-
nie. Przyktadowo, zamiast bryt (np. ciat niebieskich) rozpatruje punkty ma-
terialne (ktérymi sg srodki ciezkoSci tych ciat). Mozna zastgpi¢ oddziatywa-
nie grawitacyjne miedzy brytami (ciatami) oddziatywaniami miedzy ich
$rodkami ciezkos$ci. To umozliwitoby przypisanie grawitacji wielu ciatom
(anie tylko np. Ziemi). Do tego ,zastepowania” trzeba byto zna¢ ogbélng (ma-
tematyczng) metode znajdowania $rodka ciezkos$ci réznych bryt i posiada¢
generalne techniki obliczania wielkosci tego, co zastepujemy, a wiec klu-
czowe byto liczenie objetosci r6znorodnych bryl. Dopiero wtedy otworzyta
sie mozliwo$¢ matematycznego opisania takich oddzialywan. Ta metoda
uzyskuje swoj ogélny charakter. Najpierw formutujemy pojecia pozwalajgce
na idealizacje rzeczywistosci, ktorg chcemy bada¢. Archimedes pokazal, ze
tak $rodki ciezkosci, jak i objeto$ci mozna oblicza¢ w sposdb czysto matema-
tyczny, chociaz do ich znajdowania przydatne moga by¢ odkryte wczesniej
prawa fizyki (np. prawo dZwigni). Nastepnie poddajemy te pojecia analizie
i pokazujemy mozliwo$ci matematycznego opisu skonstruowanego modelu.
To, co bada Archimedes, nie jest bezposrednio rzeczywistoscia fizyczna,
tylko jej fizycznym modelem, ktéry pdzniej badamy juz matematycznie.
Z jednej wiec strony matematyka rzadzi $wiatem fizycznym, ale z drugiej
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strony prawa fizyczne pozwalajg odkrywac¢ zalezno$ci matematyczne i pro-
wadzi¢ wtasciwe rozumowania. Nie ma tu sprzecznos$ci miedzy rzeczywisto-
$cig zmystowa a Swiatem matematyki. Przywotane tu prawo dZwigni wyraza
w sposéb konkretny (lub mniej ogdlny) to samo, co zawarte jest w ogolnej
teorii stosunkow Eudoksosa. Patrzac na dziatanie, ten sposéb badania mate-
matycznego (i zarazem fizycznego) mozna nazwac analityczno-dedukcyj-
nym. Logiczna analiza poje¢ i matematyczne metody dowodzenia sg sku-
teczne w Swiecie materialnym, pod warunkiem, Ze rzeczywisto$¢ dostarcza
nam odpowiednich danych.

Przyktadowo, konstruowane przez Archimedesa urzgdzenia mecha-
niczne (takie jak dzwignia, kotowrotek, katapulta) miaty charakter kon-
strukcji matematycznych (wszystko oparte byto na $cistych prawach i obli-
czeniach). Nie byly wziete z rzeczywistosci, lecz byly w tej rzeczywistosci
umieszczane (wziete ze Swiata matematyki) i w ten sposdb ja zmieniaty
i wzbogacaty. Rowniez teoria logarytmdéw, opracowana przez Nepera na
przetomie XVI i XVII wieku, miata stuzy¢ do szybkiego wykonywania obli-
czen (mnozenia i dzielenia), szczegdlnie przydatnych w rozwijajacej sie
wtedy dziatalno$ci handlowej (stad brata sie ogromna potrzeba wydawania
tablic logarytmicznych). Jednak teoria logarytméw zyta rowniez swoim wta-
snym zyciem, wigczajac sie w pelni w $wiat matematyki - jej powstanie
przyczynito sie miedzy innymi do rozwoju teorii funkcji oraz liczb zespolo-
nych. Podobnie sprawa wygladata w przypadku teorii prawdopodobienstwa
(ktorej poczatek dali Pascal, Fermat i Jakub Bernoulli w XVII wieku).

W nurcie archimedesowskim matematyki istotne jest traktowanie wie-
dzy jako catosci. Miedzy elementami sktadowymi tej catosci musi by¢ zgod-
nos¢, czyli istniejg metody ukazujace przejScie miedzy nimi. Ukazywana we-
wnetrzna zgodno$¢ czesci sktadowych cato$ci zwigzana jest z pojeciem sy-
metrii, ktére w greckim rozumieniu tego stowa oznacza zgodno$¢ (podo-
bienstwo) czesci sktadowych miedzy sobg i z tworzong przez nie catoscia.

Zauwazmy jeszcze, ze na arystotelesowski projekt nauki mozna jednak
spojrzec jak na jeszcze jeden (czwarty) nurt w matematyce - sg to badania
logiczne. Patrzac z pozycji powstatej na przetomie XIX i XX wieku teorii mno-
gosci i logiki matematycznej, widzimy, ze logika stoikow, duza cze$¢ nowo-
zytnej analizy matematycznej czy rozwazania XIV-wiecznych logikow-dia-
lektykéw-matematykéw (Mikotaj z Oresme, Kuzanczyk, Bradwardine), jak
réwniez analizy dialektyczne eleatow i Arystotelesa nad zagadnieniami ru-
chu, czasu i przestrzeni - s3 ,dobra” matematyka, chociaz w swoim czasie za
taka nie byty uznawane. Nie mieScity sie bowiem w dominujacych wéwczas
programach badawczych.
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Mysle, ze istnienie programéw badawczych, jak i nurtéw badawczych,
wskazuje na jedno$¢é matematyki. Czesto matematycy (czy grupy matematy-
kow) mieli swoje autorskie programy badawcze, ktére nie do korica miescity
sie we wspomnianych nurtach. Takimi programami byty, ukazane w tej
pracy, na przyktad programy: R. Bacona, Mikotaja z Oresme, Cavalieriego,
Desargues’a, Wallisa, Galileusza, Pascala, Fermata, Leibniza, Newtona. Mimo
czesto wyraznych réznic mozliwa byta wymiana mysli, nierzadko ostra, jed-
nak dajacg mozliwo$¢ wczesniej czy pdzniej podjecia i rozwijania pomystow
z konkurencyjnych programéw. Dowodem na to, Ze byty to rzeczywiscie roz-
nigce sie programy badawcze, sg spory i niezrozumienie tez i teorii z innych
programdw, a argumentem za jedno$cig matematyki - to, Zze w koricu docho-
dzito do rozwijania i wzajemnego wykorzystywania teorii z r6znych progra-
mow (w tym czesto ich odzyskiwania po wiekach zapomnienia). Tak byto
przyktadowo z teorig stozkowych (i geometrig analityczng) Apoloniusza czy
geometrig rzutowag Desargues’a. Ponadto poszczeg6lni matematycy nie
tkwili catkowicie w danych nurtach badawczych, lecz korzystali z idei z rdz-
nych nurtéw, w zaleznosci od potrzeb badawczych. Jak zauwazylismy, Gali-
leusz tworzyt wyraznie w nurcie archimedesowskim, jednak mozna zaob-
serwowac u niego rowniez oddziatywanie platonizmu (rozwijanie czystej
matematyki, eksperymenty myslowe i stosowanie metody hipotetyczno-de-
dukcyjnej), jak i pitagoreizmu (wiara w matematyczno$¢ Swiata i mozliwosé
stosowania czystej matematyki do rzeczywistosci materialnej). Podobnie
byto w przypadku innych matematykdow.

Dlatego niewta$ciwe jest wyrdznianie w matematyce réznych paradyg-
matow w sensie Kuhna. Przypomne, ze dla Thomasa Kuhna w sktad para-
dygmatu wchodzg og6lne prawa wyrazone w matematycznej formie, modele
heurystyczne oraz ontologiczne, warto$ci naukowe (takie jak uznanie stop-
nia doktadnosci i zakresu pomiaréw, prostota i sp6jnos¢ teorii, itp.) oraz
wzorce postepowania przy wykonywaniu danych ,czynno$ci naukowych”.
Paradygmat jest jak jaskinia, w ktérej zamknieci sg uczeni, jednak to dzieki
paradygmatowi nauka w okresie ,normalnym” rozwija sie bez wiekszych za-
wirowan, a dopiero zbytnie zageszczenie anomalii prowadzi do rewolucji
naukowych. Przyktadem Kuhna jest rewolucja kopernikanska bedaca przej-
Sciem od paradygmatu nauki arystotelesowsko-ptolemejskiej do paradyg-
matu nowozytnego stworzonego przez Kopernika, Galileusza, Newtona i in-
nych. Zgodnie z koncepcjg Kuhna tkwienie w danym paradygmacie uniemoz-
liwia zrozumienia koncepcji i rozumowan przeprowadzanych w ramach in-
nych paradygmatéw. Stad potrzebne sg rewolucje naukowe (jako wyrwanie
sie z danego paradygmatu i przejScie do innego), gdy dany paradygmat nie



ANALIZA ROZNYCH WYMIAROW UNIWERSALNOSCI MATEMATYKI 225

pozwala na spdjny i skuteczny opis rzeczywistosci, a teorie pochodzace
z roznych paradygmatéw sg wobec siebie niewspéimierne.

Tadeusz Batog w ksiazce Dwa paradygmaty matematyki* probuje prze-
nie$¢ pojecie paradygmatu na matematyke i wyr6znia w niej dwa paradyg-
maty: euklidesowy (powstat w Grecji w czasach antycznych) i teoriomnogo-
Sciowy, ktéry powstat w matematyce dopiero pod koniec XIX wieku. Wedtug
niego, w starym (euklidesowym) paradygmacie nauke okresla zakres i ze-
sp6t przedmiotéw, ktérymi sie ona zajmuje, oraz pojecia nauki opisujace te
przedmioty; pojecia dziela sie na podstawowe i pochodne, przy czym pojecia
pochodne definiowane s3g catkowicie wewnatrz teorii, natomiast o pojeciach
podstawowych musimy wiedzie¢ wcze$niej, co oznaczajg i czy istniejq oraz
jaki jest ich status ontologiczny. W nowo powstalym paradygmacie jezyk
teorii mnogosci stat sie jezykiem catej matematyki, a teoria mnogos$ci ma sta-
nowi¢ podstawe catej matematyki. Jezyk matematyki zostat ostro oddzie-
lony od jezyka potocznego (znaczenie pojec jest ustalane przy pomocy we-
wnetrznych procedur), ustalono precyzyjne reguty definiowania, zaksjoma-
tyzowano teorie matematyczne, nastapito ponadto rozréznienie miedzy teo-
rig i jej jezykiem oraz metateoriag czy miedzyjezykiem i metajezykiem (tego
rozréznienia dokonano w celu usuniecia antynomii semantycznych), spre-
cyzowano pojecia wynikania i dowodu (przy czym pojecie wynikania stato
sie prymarne w stosunku do pojecia dowodu).

Uwazam jednak, Ze niewtasciwe jest proste przeniesienie pojecia para-
dygmatu i wykorzystanie go do wyjasniania rozwoju teorii matematycznych.
Opory niektérych matematykéw wobec wprowadzenia nowych teorii mate-
matycznych (na przyktad Gaussa wobec geometrii nieeuklidesowych czy
Kroneckera wobec teorii mnogo$ci) nie sg argumentem za tym, ze tkwili oni
w jakim$ paradygmacie mys$lenia matematycznego, ktéry uniemozliwiat
zrozumienie innych koncepcji. Podejmowali bowiem merytoryczne dysku-
sje o zagadnieniach i metodach nowych dziatéw matematyki, a istniejacy
opo6r wobec ich przyjecia wskazywat jedynie na ich preferencje. Latwo zau-
wazy¢, ze matematyka nie jest monolitem. Wystepuje w niej wiele progra-
mow badawczych, ktore czesto konkurujg ze soba. Przyjete sa w nich inne
zalozenia, czasami pojawiaja sie inne kryteria prawdy. Mimo tego ma miej-
sce oddziatywanie teorii z r6znych programow na siebie. Dopelniajg sie one,
a nie sg ze sobg sprzeczne.

Odrzucajgc pojecie paradygmatu w wyjasnianiu rozwoju matematyki,
odrzucam zarazem pojecie rewolucji w naukach matematyczno-przyrodni-

4 T. Batog, op. cit.
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czych. Zamiast niego wprowadzam pojecie przetomu w matematyce, ktore
przeciwstawia sie pojeciu rewolucji naukowej. Przetomu nie dokonuje sie
nagle, lecz rozpoczety trwa, pogtebiajagc przemiany w naukach i w catej kul-
turze. Moze nawet doprowadzi¢ z czasem do rewolucji przemystowej, $wia-
topogladowej czy kulturowej. Dowodem na to, Ze przetom nie jest rewolucja,
jest trwanie po przetomie wspomnianych nurtéw i realizacja wcze$niejszych
programdéw badawczych. Wystepowanie przetoméw w nauce (a nie rewolu-
cji) $wiadczy o ciggtosci jej rozwoju. Jak zauwazyliSmy, w czasach nowozyt-
nych w ramach budowanej nowej matematyki pojawity sie nowe idee i me-
tody badawcze, ktore w deklaracjach niektérych matematykéw (na przyktad
Kartezjusza) wigzaly sie z catkowitym odcieciem od matematyki czasow
wczesniejszych. Okazywalo sie jednak z czasem, Ze ta nowa matematyka
w duzej mierze korzystata z wynikow matematykow antycznych i $rednio-
wiecznych, a takze byta mozolnym odzyskiwaniem zaginionej matematyki
hellenistycznej. Jednak nowe idee i metody badawcze stanowity istotnie
nowy ciezar gatunkowy, ktéry zmieniat oblicze matematyki. Wymagaty one
rozbudowy siatki poje¢ i ich doprecyzowania, i rodzity sprzecznosci, na
ktére wielu 6wczesnych uczonych wskazywato. Pojawiat sie jednak dalszy
rozwdj matematyki, ktéry wskazane paradoksy stopniowo niwelowat. Nowa
matematyka okazata sie bardzo skuteczna i nie byto juz powrotu do mate-
matyki wczesniejszej, mimo ze ta wczes$niejsza byta w niej caty czas obecna.
Mozna byto zaobserwowac obecno$¢ nurtéw matematyki antycznej oraz po-
dejmowanie wcze$niejszych programéw badawczych. Tego, co sie wtedy
wydarzyto, nie mozna wiec nazywac rewolucja naukowg. Uwazam, Ze ade-
kwatnym pojeciem opisujgcym ten proces jest wtasnie pojecie przetomu. Nie
musi dokona¢ sie on gwattownie - nastepuja istotne zmiany w sposobie
uprawiania nauki, nie nastepuje jednak zerwanie ciggtosci z okresem wcze-
$niejszym, a przemiany dokonuja sie przez dtuzszy czas, nawet przez wiele
wiekéw. Charakterystyczng cechg przetomu jest to, Ze otwiera on nowy
okres dziejow, jednak nie zamyka poprzedniego, jak ma miejsce w przy-
padku rewolucji. Efekty przetomu s3 nieodwracalne (chyba ze jakie$ kata-
klizmy doprowadzaja do zniszczenia spotecznosci ludzkich), nie moze dojs¢
do ,kontrprzetomu” (jak do kontrrewolucji), pojawi¢ sie moze jednak nowy
przetom, ktéry zaczyna wspotgra¢ z efektami poprzednich przetoméw. Nie
mozna tez wskazal czasu zakonczenia danego przetomu - przez dalsze
dzieje generuje on kolejne efekty i przemiany. Tak przynajmniej dziato sie
w analizowanych dziejach matematyki, rozpoczynajacych sie od matematyki
sumeryjskiej, a koficzacych na matematyce zachodnie;j.
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Mozna tez zauwazy¢, ze takie przetomy miaty miejsce we wczesniejszych
okresach dziejow. W III wieku p.n.e. rozpoczat sie przetom zwigzany z po-
wstaniem matematyki hellenistycznej, ktéry doprowadzit do uksztattowa-
nia sie matematyki jako wiedzy ogdlnej. Wcze$niejszy przetom dokonywat
sie podczas tworzenia matematyki greckiej od VI wieku p.n.e., wigzat sie po-
wstaniem matematyki abstrakcyjnej. Charakterystyczna dla matematyki
abstrakcyjnej jest aksjomatyzacja teorii naukowych. Ma miejsce odrywanie
sie teorii matematycznych od rzeczywistosci poprzez budowanie bytéw abs-
trakcyjnych spetiajgcych warunki systemu aksjomatycznego. Podczas roz-
woju matematyki abstrakcyjnej ukazata sie natura matematyki jako szcze-
gblnego rodzaju wiedzy i sposobu myslenia. Rodzace sie nowe idee matema-
tyczne zostaja w potocznym odbiorze odebrane jako ,pomysty nie z tego
Swiata” (oderwane od rzeczywistoSci, abstrakcyjne, niepraktyczne). Po-
nadto okazalo sie, Ze generujg réznego rodzaju paradoksy i sprzecznosci.
Jednak matematyka unikneta negatywnych konsekwencji tych paradokséow
i pokazala drogi dalszego rozwoju, rozwijajagc nowe metody badawcze
i przezwyciezajac, grozne dla rozwoju cywilizacji, paradoksy kulturowe. Po-
nadto zostata wigczona w system edukacji powszechnej jako niezbedny ele-
ment ksztatcenia i wychowania doskonatej jednostki (idea paider). Okazata
sie tez bardzo przydatna do zastosowan praktycznych. Jej abstrakcyjnosé nie
wykluczata zastosowan, a wrecz te mozliwo$ci zastosowan okazaty sie wiek-
sze niz w przypadku matematyki konkretnej. Warto tez zauwazy¢, ze mate-
matyke stosujemy jako cato$¢. Pozornie stosujemy tylko konkretne teorie,
metody matematyczne, lecz te metody dziataja dzieki ich obecnosci w catej,
rozwinietej odpowiednio matematyce, gdzie istnieje bogaty system powia-
zan. Do stosowania matematyki potrzebna jest duzg ,nadwyzka” teore-
tyczna (baza, z ktdrej czerpia zastosowania).

Matematyka abstrakcyjna nie zakonczyta sie oczywiscie wraz z rozpo-
czeciem nowego przetomu zwigzanego z powstaniem matematyki ogdlnej,
a swoj szczegblny renesans przezywata na przetomie XIX i XX wieku. Mysle,
ze analizy przeprowadzone w pracy pokazaty, ze wymienione powyzej cechy
matematyki abstrakcyjnej (opér wobec nowych idei matematycznych, gene-
rowanie sprzecznosci i paradokséw, rozwigzywanie tych sprzecznosci oraz
sprzecznosci kulturowych poprzez powstawanie nowych teorii, wchodzenie
matematyki w system edukacyjny, zastosowania praktyczne matematyki
prowadzace do rozwoju gospodarczego i spotecznego) pojawiaty sie row-
niez w kolejnych okresach dziejow matematyki. W ten spos6b coraz pelniej
objawiata sie natura matematyki.
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Pojawienie sie cywilizacji sumeryjskiej w okresie od pigtego do trzeciego
tysiaclecia p.n.e. rowniez doprowadzito do przetomu w matematyce - byt to
przetom otwierajacy dzieje naszej cywilizacji, zwigzany z powstaniem mate-
matyki konkretnej (rozpoznawanie statych zaleznos$ci geometrycznych
i arytmetycznych w przyrodzie i wykorzystywanie ich). Jak zauwazytem,
réwniez wczesniej (w okresie przedcywilizacyjnym) istniata matematyka.
Kluczowe dla rozwoju spotecznosci ludzkich byto odkrycie liczby, wynale-
zienie réznych form jej zapisu oraz rozpoznanie podstawowych idei geome-
trycznych. Te odkrycia wyznaczyty pierwszy przetom w dziejach ludzkosci,
gdyz doprowadzity do czeSciowego uniezaleznienia sie cztowieka od przy-
rody i budowania autonomicznych wspélnot, nawigzujgcych coraz bardziej
intensywny , dialog” ze §wiatem.

Zatrzymajmy sie nieco dtuzej nad przetomem hellenistycznym, gdyz -
jak sadze - najlepiej wyjasnia istote przetomdw, jakie dokonujg sie w mate-
matyce. L. Russo zauwaza, ze w Il wieku p.n.e. miata miejsce rewolucja na-
ukowa, ktora de factowiazata sie z powstaniem metody naukowej i réznych
dyscyplin matematycznych opartych na tej metodzie. Jednak, jak zauwazy-
tem w pracy, matematyka czaséw hellenistyczny nie zerwata ciggtosci z ma-
tematykg wcze$niejsza, wrecz kontynuowata poprzednie zagadnienia i roz-
wigzywata postawione wczes$niej problemy. Pojawity sie jednak nowe me-
tody badawcze, z ktérych najwazniejsza byta metoda matematycznego uo-
gdblniania, ktéra prowadzita do wytworzenia bytéw ogdlnych jako przedmio-
tow badan matematycznych. Rodzi sie ona w duzej mierze w sporze Arysto-
telesa z Platonem o sposéb poznawania i o status przedmiotow wiedzy. Ta
metoda wyraznie zarysowuje sie juz u Eudoksosa, gdy tworzy ogélng teorie
stosunkow, a same stosunki wielkosci stajg sie bytami ogélnymi. Stosunki
wielko$ci nie sg bowiem obiektami matematycznymi we wcze$niejszym zna-
czeniu tego stowa, a jednak zaczynajg funkcjonowa¢ w matematyce. Eudok-
sos zaczyna juz na nich wykonywaé pewne operacje (sktadanie stosunkow).

Powoli rodzi sie tez niezalezna symbolika dla oznaczenia tych ogélnych
bytéw. I tak powstaje symbolika algebraiczna, niezalezne oznaczenia dla
cyfr, a niektére procedury dowodzenia i obliczania staja sie ogélnymi algo-
rytmami. W matematyce ogdlnej stajemy wobec tego, co nieuchwytne dla
metody $ci$le dedukcyjnej. Pojawiajg sie wielkosci i ,nie-wielkosci” (sto-
sunki wielko$ci), przyktadowo zwigzane z pomiarem wielkos$ci kota i innych
figur geometrycznych, ktérych nie mozna wydedukowac z przyjetych wcze-
$niej obiektéw i aksjomatéw. Pole kota nie moze by¢ uchwycone przy po-
mocy zadnych wielkoSci (miary), mozna je jedynie dowolnie przybliza¢ wiel-
kos$ciami. Trzeba wprowadzi¢ nazwy (symbole) dla nieuchwytnych ,bytéw”
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(np. liczba m), ktoére pozwalaja mierzy¢ dane wielkoSci, obiekty. Ujawnito sie
ograniczenie metody aksjomatyczno-dedukcyjnej i powoli zaczeta sie odsta-
nia¢ potrzeba budowania matematyki jako wiedzy symbolicznej i og6lnej.
Zauwazmy, Ze teoria stosunkéw Eudoksosa byta de facto og6lna teoria sto-
sunkéw (nieograniczong do wielkosci, mozna byto rozpatrywac¢ stosunki
réwniez ,niewielko$ci”); wystarczyto, Ze rozpatrywane obiekty spetniaty
przyjete aksjomaty (postulaty). Rozpatrywanym stosunkom mozna byto
przypisa¢ pewne symbole i traktowac je jako nowe obiekty matematyczne.
Oczywiscie, taka idea nie pojawita sie od razu, a dopiero rozbudowa metod
algebraicznych pozwolita na tego typu interpretacje i operacje.

Matematyka og6lna, ze wzgledu na swoja ztozono$¢, rozwijata sie bardzo
powoli, a jej znaczacymi etapami byty: metody algebraiczne Diofantosaijego
symbolika, rozwéj Sredniowiecznej algebry (ogélne metody rozwigzywania
réwnan), wprowadzenie cyfr arabskich (hinduskich), kartezjanska algebra-
izacja geometrii, rozwdj algebry ogdlnej (i innych tego typu teorii) w czasach
nowozytnych (swoj szczyt osiaga na poczatku XX wieku). Nie ma to nic
wspdlnego z rewolucjg, ktéra w odpowiednio krotkim czasie musiataby wy-
tworzy¢ nowe metody, teorie i odrzuci¢ stare metody uzasadnien i argumen-
tacji i zmieni¢ siatke pojec.

Najbardziej charakterystyczng cechg matematyki ogélnej jest algorytmi-
zacja procedur matematycznych, przy czym dokonuje sie proces , obejmo-
wania” rzeczywistosci (a nie ,odrywanie sie” od niej, jak w matematyce abs-
trakcyjnej) poprzez ogdlne pojecia i algorytmy. Na przetomie 111 i IT wieku
p.n.e. nastapito jakby odejscie od matematyki abstrakcyjnej na rzecz mate-
matyki ogdlnej, co mogto sprawia¢ wrazenie upadku matematyki greckiej.
Jednak matematyka jako wiedza abstrakcyjna pozostawata przez cate wieki
kluczowym punktem odniesienia (E/lementy Euklidesa stanowity niedosci-
gly przez wiele wiekdw wzor Scistosci matematycznej). Kiedy w czasach
wspotczesnych nastagpito potaczenie tych obszaréw i metod, matematyka
objawita swa szczegdblng site.

Wiedza ogo6lna zaczeta rodzi¢ sie rowniez w odpowiedzi na paradoksy,
z ktorymi nie ,radzita sobie” matematyka abstrakcyjna. Pono¢ pierwszy So-
krates zauwazyl, ze prawdziwa wiedza powinna zawiera¢ sie w pojeciach
og6lnych. Tylko taka wiedza ma bowiem jakas$ warto$¢ jako narzedzie wyja-
$niania rzeczywisto$ci, opisywania i przewidywania. W arystotelesowskiej
teorii wiedzy metoda uogdlniania, ogélne metody argumentacji i tworzenie
pojec¢ ogoblnych, znajdowanie ogélnych przyczyn - staja sie najwazniejszymi
zadaniami nauki. Mozna powiedzie¢, Ze zadaniem wiedzy naukowej jest po-
znawanie ogdétéw. U Arystotelesa byty ogdlne (jako przedmioty nauki) na-
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bierajg swojego wlasciwego znaczenia. Nie s3, jak u Platona, abstraktami
oderwanymi od zmystowo poznawanych bytow, lecz wyrastaja z jednostko-
wych rzeczy i je obejmuja.

Jednak juz na poczatku rozwoju wiedzy ogdlnej pojawily sie paradoksy
wiedzy og6lnej (wspomniane wcze$nie paradoksy megarejczykéw i inne),
ktére znoéw staty sie wyzwaniem dla matematyki i pobudzaty jej rozwoj. Jed-
nym z nich bylo spostrzezenie, ze obiekty badan istniejg z jednej strony
obiektywnie, a zarazem sa przedmiotami konstrukcji umystu. W ramach
tego paradoksu pojawia sie spor o powszechniki, o status istnienia klasy,
zbioru. Rozwigzywanie paradoksu wiedzy ogolnej wigzato sie z przyjeciem
jednej z wersji: nominalizmu, konceptualizmu czy realizmu (rozwigzanie
kazdej ze stron miato charakter redukcyjny, przez eliminowanie statusu
przeciwnego). Spdr toczyt sie intensywnie przez cate Sredniowiecze, a odzyt
przy probie okreslenia statusu zbioréw oraz obiektéw nieskonczonych, gdy
pod koniec XIX wieku powstata teoria mnogosci.

Mozna zauwazy¢, zZe juz w ogo6lnej teorii stosunkéw Eudoksosa zawierata
sie pewna mysl unikniecia paradoksu w sposo6b nieredukcyjny. Generalnie
bowiem stosunki wielko$ci nie sg wielko$ciami, mozemy im wiec (analogicz-
nie patrzac) nie przypisywac zadnego statusu ontologicznego. Sg konstruk-
cjami umystu i nadajg sie do opisu realnych wielko$ci. Matematyka pokazata,
ze mozna badac i postugiwac sie obiektami, ktére wykraczajg poza kategorie
bytowe, na przyktad - nie sg wielko$ciami. Ponadto w matematyce og6lnej
unikamy sprzeczno$ci nie poprzez odrywanie sie od (pelnej sprzecznosci)
rzeczywisto$ci, jak w matematyce abstrakcyjnej, lecz poprzez opracowanie
ogolnych i Scistych zarazem metod dowodzenia (formalnych algorytmoéw),
ktére dziatajg w sposdb mechaniczny, uniwersalny. O ile wiec matematyka
abstrakcyjna dazy do aksjomatyzacji, o tyle matematyka ogdlna - do algoryt-
mizacji. Budowana schematyzacja i mechanicyzacja mys$lenia sprawiaja, ze
wskazywane paradoksy przestajg by¢ istotne wobec skutecznos$ci realizo-
wanych procedur.

W paragrafie 1 rozdziatu I pokazywali$my, w jaki spos6b matematyka
odnosi sie do tak zwanych sprzecznosci kulturowych. Te sprzecznos$ci maja
tendencje do niszczenia cywilizacyjnych osiggnie¢, a rozwdéj nauki ma te
sprzecznosci przezwyciezaC. Przypomne, zZe sprzeczno$ci wyrazone s3
w czterech mitach: pierwotnego chaosu, upadku cztowieka, tragicznego losu
(fatum) oraz duszy wygnanej. Cywilizacja hellenistyczna (czyli praktycznie
nauka i matematyka ogélna) réwniez staneta wobec tych sprzecznosci, ktére
przybraty nieco inng (moze groZniejsza) posta¢. Chaosem staje sie grozba
unicestwienia osiggnietych zdobyczy kulturowych, upadek to utrata Zrédet
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i podstaw, z ktérych wyrasta kultura, fatum przybiera posta¢ nieodwracal-
nosci dokonanych zniszczen, a wygnanie to utrata wiedzy i $wiadomosci
wartosci tego, co posiadamy i gdzie Zyjemy. Genialni uczeni okresu aleksan-
dryjskiego opracowali teorie naukowe dajgce mozliwo$¢ znaczacego roz-
woju cywilizacyjnego: powstata technika naukowa, pojawiaty sie liczne za-
stosowania techniczne i gospodarcze (wspaniate maszyny, budowle uta-
twiajgce zycie, rozwigzania techniczne i architektoniczne w budowanych
miastach). Jak wiemy, wszystko to zostalo w ogromnej mierze zniszczone,
nieomal unicestwione zostaly tez wspaniate osiggniecia matematyczne tego
okresu. Jednak po upadku nauki i cywilizacji hellenistycznej przez caty czas
ptynat przynajmniej waski strumien podtrzymujacy tradycje badan nauko-
wych, uznania dla warto$ci nauki, i przerwaty niektére wazne wyniki. Po
zniszczeniu Aleksandrii jako centrum nauki, powstawaty inne o$rodki zor-
ganizowane na sposob Musejonu i zawsze znajdowali sie ludzie, ktérych po-
ciggata nauka. Dzieki temu fala barbarzynstwa nie zdotata catkowicie znisz-
czy¢ dorobku tamtego okresu, a rzeczy zniszczone byly mozolne odzyski-
wane i wiaczane w obszar kultury, ktdra tez stopniowo budowaty.
Mozliwo$¢ odtwarzania, czasem z niewielkich fragmentéw, rezultatow
naukowych wynika w duzej mierze ze $cistej i spojnej struktury wiedzy ma-
tematycznej — brakujace elementy sg powigzane z catoscig, a w konsekwen-
cji (na przyktad z zastosowan technicznych i sity kultury) mozna wniosko-
wac o zrodtach i podstawach. Jak zauwazyli$my, metoda algorytmu i symbo-
lika, dzieki swojemu uniwersalnemu charakterowi, dawaty techniki i narze-
dzia nie tylko do budowania nauki, ale tez do jej odbudowywania. Nie ma juz
nieodwracalnosci, lecz jest algorytmiczna powtarzalnos¢, nie do konca jest
mozliwe unicestwienie i pograzenie Swiata w nicosci, bo $wiat symboli bu-
duje nowy obszar znaczen i odniesien. Idea algorytmu pokazuje bowiem, ze
pewne procedury mozna powtarza¢ nieskonczenie wiele razy i za kazdym
razem otrzymujemy taki sam (lub podobny) rezultat. Wygenerowanie no-
wego symbolu matematycznego jest jakby stworzeniem nowego bytu z ni-
czego. W miare jego uzywania symbol nabiera tresci, obejmuje kolejne ele-
menty i daje mozliwo$¢ przeprowadzenia rozumowania i dowodéw. W zna-
czacy sposob te mozliwo$¢ utrwalenia zdobyczny cywilizacyjnych i ich oca-
lenia data technika druku, ktéra pojawita sie w Europie w okresie renesansu.
Podobnie jak w przypadku matematyki abstrakcyjnej trudno okresli¢
czas, w ktérym dokonat sie ten przetom, i co byto najwazniejszym czynni-
kiem jego powstania. Na pewno istotnym bodZcem byty odkrycia naukowe
wielkich matematykoéw III wieku p.n.e.: Archimedesa (w tym jego projekt
matematyki), Arystarcha, Apoloniusza oraz ich kontynuatoréw. Szczegdlnie
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istotna jest metoda wyczerpywania, pozwalajgca oblicza¢ pola i objetosci
dowolnych figur, teoria krzywych, w tym krzywych stozkowych, powstanie
geometrii sferycznej na wzor geometrii ptaskiej Euklidesa (ta geometria
byta wynikiem analizy podstaw geometrii euklidesowej, szukania alterna-
tywnych aksjomatoéw i pojec), ale przede wszystkim rozwéj algebry jako na-
uki og6lne;j.

Znaczace byly tez propozycje samego Arystotelesa i rozwijana az do
konca XIV wieku logika®. W projekcie tego filozofa nalezy bada¢ calg rzeczy-
wisto$¢ przy pomocy réznych nauk, ktére stopniowo beda ,,wyzwalaty sie”,
budujac swojg pojeciowa i metodologiczna tozsamos¢. Kluczowe byto tez po-
wstanie i rozwoj techniki naukowej (strictematematycznej) i powstanie me-
tody komentowania tekstow naukowych, ktéra umozliwiata zachowanie cia-
gto$¢ rozwoju nauki.

W ramach budowania ogélnych schematéw mys$lenia ukazaty sie dwie
teorie stosunkoéw (stosunkéw wielkos$ci Eudoksosa i stosunkéw klas Arysto-
telesa) oraz metoda konstrukcji modelu fizycznego, ktéra umozliwia badanie
rzeczywisto$ci materialnej przy pomocy narzedzi matematycznych w ramach
tego teoretycznego modelu. Kontynuowanie tych schematéw przyniosto
w czasach nowozytnych ogromny sukces matematyce i naukom pokrewnym.

2. Rozne odstony uniwersalnosci matematyki w kolejnych
etapach jej dziejow

W okresie nowozytnym explicite byto podkreslone zagadnienie uniwer-
salno$ci matematyki. Mowili o niej Galileusz, Wallis, Kartezjusz, Pascal oraz
Leibniz. W spos6b posredni méwi o niej Roger Bacon, gdy ukazuje mozli-
wos¢ stosowania matematyki do wszystkich obszaréw rzeczywistosci. Widzi
jej nieograniczone mozliwosci jako uniwersalnego narzedzia badan we
wszystkich naukach. Przedmiotem badan matematycznych majg sta¢ sie do-
wolne byty (nie tylko wielkoSci liczbowe czy geometryczne).

Obecno$¢ matematyki we wszystkich obszarach swiata i nauki oraz jej
zdolno$¢ do opisywania i poznawania rzeczywistosci i jej natury to cecha
uniwersalnosci matematyki odkryta w czasach nowozytnych. R6zne dyscy-
pliny naukowe uzyskuja swoja metodologiczng autonomie, natomiast mate-
matyka staje sie uniwersalnym wzorcem Scisto$ci metodologicznej i narze-

5 Odrodzenie logiki, ktore nastapito w drugiej potowie XIX wieku, dokonato sie w duzej mie-
rze w oparciu o projekt naukowy Leibniza i wigzato sie juz z nowym przetomem w nau-
kach.
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dziem badan. W ten sposoéb staje sie obecna w réznych naukach - nastepuje
stopniowy proces ich matematyzacji. Najbardziej charakterystyczna jest ma-
tematyzacja fizyki i powstanie matematycznego przyrodoznawstwa. Galile-
usz potaczyl jakosciowa fizyke Arystotelesa oraz fizyke matematyczna Ar-
chimedesa. Matematyka okazata sie zdolna do ujecia czasu i przestrzeni oraz
zwigzkoéw miedzy nimi (,matematyzacja ruchu”). Powstata fizyka jako auto-
nomiczna i jednorodna dyscyplina badawcza. Jak zauwazyliSmy, istotne
w tym procesie matematyzacji ruchu (i innych zjawisk) byto odkrycie przez
Mikotaja z Oresme idei funkcji (na przyktadzie zalezno$ci miedzy intensyw-
noscig cechy a jej szerokoscia).

W tym okresie matematyka i jej uniwersalno$¢ staje sie tez przedmiotem
refleksji filozoficznej, poczynajac od matematykéw i filozofow XVII wieku.
Pojawia sie préba okres$lenia matematyki, zakresu jej stosowalno$ci i zrozu-
mienia jej skuteczno$ci (natura dowodéw matematycznych i modeli mate-
matycznych opisujgcych $wiat). Z tym wiazat sie problem statusu ontolo-
gicznego obiektow matematycznych, szczeg6lnie wobec operowania meto-
dami nieskonczono$ciowymi i granicznymi, i wprowadzania do matematyki
obiektoéw zwigzanych z tymi metodami (granica, rézniczka, zmienna, cia-
gltos¢, catka itd.).

Z punktu widzenia matematyki nowozytnej mozemy dostrzec, Ze mate-
matyka objawila swoja uniwersalnos¢ juz na poczatku swoich dziejow.
W kolejnych etapach jej rozwoju odstaniaty sie r6zne aspekty tej uniwersal-
nosci. Na etapie matematyki konkretnej matematyka objawita sie jako na-
rzedzie pozwalajgce rozpoznawac harmonijng i uporzadkowang strone rze-
czywisto$ci. Rozpoznawanie poprzez wykopaliska i odczytywanie teksow
matematycznych pokazuje, ze cywilizacja sumeryjska dysponowata stosun-
kowo zaawansowang wiedza matematyczng. Byta ona niezbedna do rozwia-
zywania praktycznych probleméw i realizowania imponujacych przedsie-
wziec¢ technicznych, zwigzanych z pomiarami (na przyktad gruntéw) czy bu-
dowlami. Swiat, w ktérym zadziatata matematyka, stawat sie $wiatem nada-
jacym sie do zamieszkania przez cztowieka i prowadzenia dziatalnosci (np.
handlowej czy gospodarczej). Swiat natury i $wiat ludzkiej kultury dawaty
sie, dzieki matematyce, z sobg zharmonizowac. Jak zauwazytem, wynalezie-
nie przez Sumeréw idei cyfry doprowadzito do wynalezienia przez nich al-
fabetu, jako naturalnej konsekwencji. Matematyka sprawita, Ze ze zmien-
nego i niestabilnego $wiata dato sie wydoby¢ elementy niezmienne i trwate,
na przyktad warto$¢ pomiarowa, liczbe przedmiotéw, ich wielkos$¢, ksztatt
i inne. To rozpoznawanie matematycznych elementéw w $wiecie i $wiado-
mos$¢ niezbednos$ci matematyki do budowania silnej i stabilnej cywilizacji
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jest trwatym osiggnieciem matematyki konkretnej i najwazniejsza cechg jej
uniwersalnosci.

W matematyce abstrakcyjnej pojawity sie kolejne cechy jej uniwersalno-
$ci: autonomia wobec rzeczywistosci zmystowej, matematyzowalno$¢ rze-
czywisto$ci (matematyczne ttumaczenie zjawisk), usuwanie antynomiczno-
$ci wiedzy i poznania, ukazywanie inteligibilno$ci rzeczywistosci, wlaczenie
matematyki do systemu edukacyjnego (ksztattowanie szlachetnego czto-
wieka poprzez nauczanie go matematyki), budowanie metod dowodzenia
i argumentowania (umyst moze poznawa¢ prawde w oderwaniu od rzeczy-
wistoSci) oraz siatki Scistych pojeé. Wspomniana matematyzowalnos¢ rze-
czywistos$ci jest jednak roznie rozumiana, w zalezno$ci od koncepcji mate-
matyki. W podejsciu platonskim matematyka, ktérg wykorzystujemy do ba-
dania rzeczywisto$ci materialnej, nie jest juz de factomatematyka, lecz jedy-
nie jej zwulgaryzowang wersjg (np. logistyka w rozumieniu platoriskim to
pewne techniki obliczen i pomiaréw, ktérych nie powinno zalicza¢ sie do
matematyki). W podejsciu pitagorejskim (Archytas) zastosowanie abstrak-
cyjnej matematyki do badania i poznania jednostkowych i konkretnych by-
tow materialnych jest naturalnym i koniecznym etapem badan matematycz-
nych. W filozofii Demokryta znéw poznanie matematyczne ma by¢ zharmo-
nizowane z poznaniem zmystowym, a matematyka jako wyzsza forma po-
znania ma by¢ sila syntetyzujaca oba rodzaje wiedzy.

Natomiast w matematyce ogdlnej widzimy matematyke jako narzedzie
kondensacji wiedzy w zwieztych formutach, symbolach i algorytmach. Zo-
stata odstonieta algorytmiczno$¢ i maksymalna (optymalna) og6lno$¢ mate-
matycznych procedur jako centralna wtasnos¢ jej uniwersalnos$ci. Kolejng
cecha jest przekroczenie ograniczen zwigzanych z badaniem jedynie wielko-
$ci i generowanie nowych obiektéw matematycznych (stosunki Eudoksosa).
Rzeczywisto$¢ zostata podzielona na r6zne obszary badawcze, a kazda z nich
zajmuje sie inna nauka. Okazato sie jednak, Ze przynajmniej czes¢ tych ob-
szaréw badawczych zostato ,przejetych” przez matematyke (mechanika, hy-
drostatyka, pneumatyka, geografia, technika), z naturalng mozliwos$cig roz-
szerzania listy matematycznych dyscyplin.

Jedna z bardziej charakterystycznych cech tej uniwersalnosci jest tacze-
nie czy obejmowanie réznych obszaréw. Nastgpito potaczenie abstrakcyj-
nych form (na przyktad metod dowodzenia, symboliki) z intuicjg, pozwala-
jaca realnie wykonywa¢ formalne operacje (kwestia intuicyjnych przesko-
kéw w rozumowaniu i podstaw dowodzenia). W ramach projektu nauko-
wego Archimedesa miato miejsce potaczenie abstrakcyjnego modelu kon-
strukcyjnego z konstrukcjg materialng (wpisywanie konstrukecji teoretycz-



ANALIZA ROZNYCH WYMIAROW UNIWERSALNOSCI MATEMATYKI 235

nych w rzeczywisto$¢ materialng). Konsekwencja tego byto budowanie
techniki naukowej w oparciu o matematyke oraz zastosowanie matematyki
do opisu $wiata jako catosci i poznania jego struktury (opis przedstawiony
w réznych matematycznych modelach swiata ukazanych w astronomii ma-
tematycznej). Matematyka stata sie tez wzorem dla budowanej logiki i Sci-
stosci rozumowan. Pokazywata, w jaki spos6b proste schematy i algorytmy
prowadza w sposob aprioryczny do prawdy (rozbudowy wiedzy i poznawa-
nia rzeczywistosci). Nastgpit rozwo6j edukacji matematycznej ksztattujacej
wszystkie sfery umystu. Matematyka wskazata uniwersalne podstawy my-
Slenia poprzez uchwycenie takich ogélnych kategorii, jak: harmonia, syme-
tria, podobienstwo, odpowiednio$¢. Konstruowane rézne paradoksy wiedzy
i poznania byty konsekwentnie przez matematyke ,neutralizowane”. Dziato
sie to poprzez jej rozwdj i tworzenie nowych metod dowodowych.

Matematyka to nie tylko metody pozwalajgce poznawac $wiat i wydoby-
wac jego racjonalng strukture. Jej kluczowg cecha jest to, iz stata sie (od cza-
soéw greckich) rodzajem rozrywki intelektualnej wyzszego rzedu. Wydaje
sie, ze matematycy nie byli (zasadniczo) bezposrednio zainteresowani
strong praktyczng matematyki. Rozwijali teorie matematyczne, a zastoso-
wania pojawiaty sie jako naturalna konsekwencja rozwoju matematyki (jej
Scistosci pojeciowej i metodologicznej). To wzbudzito w kolejnych wiekach
przekonanie, ze Grecy (i kolejni matematycy) nie cenili praktycznej strony
nauki. Sytuacja jest jednak bardziej ztozona. Poza filozofig matematyki Pla-
tona i jego projektem matematyki istniejg tez inne koncepcje (pitagorejska,
archimedejska), a i sam Platon nie jest taki jednoznaczny. Jego opis metody
hipotetyczno-dedukcyjnej (niezbednej do poznania rzeczywistosci) i rola
matematyki w ksztattowaniu sie tej metody oraz opis wykorzystania mate-
matyki do konstrukcji i poznania $wiata (w oparciu o strukture geome-
tryczng bryt platonskich) pokazujg ,nieplatonski” charakter filozofii platon-
skiej. Poza tym fakty zwigzane z odkryciem techniki uczonych aleksandryj-
skich (ich liczne wynalazki) i budowaniem techniki naukowej wyraznie
przecza temu przekonaniu. Jednak skoncentrowanie sie na stronie praktycz-
nej matematyki ogranicza jej rozwoj (matematyka jest znacznie bogatsza od
jej zastosowan) i w konicu zaczyna ,brakowac matematyki” do kolejnych za-
stosowan. Najlepszym przyktadem sg Rzymianie zainteresowani jedynie za-
stosowaniami matematyki przez nich zastanej. Doprowadzito to w konicu do
ograniczenia rozwoju matematyki i jej zastosowan.

ZauwazyliSmy, analizujac dzieje matematyki, Ze w kolejnych etapach mate-
matyka odstaniata coraz nowsze aspekty uniwersalnosci. Uzyskiwata range na-
uki uniwersalnej, a de factomiata jg juz w czasach starozytnych, przede wszyst-
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kim w koncepcjach Platona, pitagorejczykéw czy Archimedesa (chociaz nieco
w innym znaczeniu). Wszelkie préby zastgpienia matematyki inng nauka jako
nauka uniwersalng okazaty sie nieskuteczne. W tej roli nie sprawdzita sie ani
metafizyka (jako ogélna teoria bytu), ani logika budowana przez Arystotelesa,
jego uczniéw oraz przez stoikdw. Wspédtczesnym przyktadem jest program lo-
gicyzacji matematyki i jego kleska. Nie dato sie uja¢ matematyki w jezyku uni-
wersalnej logiki, a logika w znacznej mierze stata sie cze$cig matematyki jako
logika matematyczna. Ten fenomen niezastepowalno$ci matematyki przez inng
nauke jest jednym z najciekawszych zagadnien filozoficznych, a sama matema-
tyka staje Zrédtem najwazniejszych problemdéw metafizycznych.

3. Periodyzacja dziejow matematyki

W oparciu o przedstawiony w pracy przeglad historii matematyki oraz po-
sitkujac sie wizjg historiozoficzng Hoene-Wronskiego, wyrdzniam sze$¢ okre-
séw dziejow. Za kazdy razem przejscie do kolejnego okresu byto spowodowane
przelomem zwigzanym z odkrywaniem nowych idei matematycznych. Kazdy ze
wskazanych przetoméw prowadzit do znaczacych przemian (wrecz rewolucji)
kulturowych w dziejach ludzkos$ci, wyznaczonych rozwojem umiejetnosci ma-
tematycznych. W przelomach tych matematyka otwierata sie na nowe aspekty
rzeczywistosci i rozwijany byt nowy obszar doSwiadczen matematycznych. Te
nowe idee matematyczne, istotne dla kolejnych przetoméw, byty najczesciej ba-
dane juz we wczes$niejszych okresach dziejow, nie by