
 !" #$%&'() *"+,-.(+/0 +" 1)�(/'
4'5!

6
+-"/+7
 8((%-(9 :!/4-;!/+
( <=89 1)�(/'
4'5! >?@@

 !"#$%&' $( $ ") )*+'$(",- +*&'

$( , .%)$  !"#$%&'

&/0123 45678  2392 .7:90;:<

 !"#$#%#& '( )'*+%#&, -!.  !(',*-#$'! /
$&!
&"

)1�"#'
3'4- 5!$6&,"$#7 '( 8&
3!'9':7

%9; <=>,'4"?$&:' @AB CDEDFG )1�"#'
3'4-B H'9-!.

&E*-$9I  !"# $%&'()�+
+-%.
/%.0

&E*-$9I ) $1 %()21"-2+�+
+-%.
/%.0

 !"#$%
#' 31 .).# . #-#4$- $5# 6)'- !7 5+&+48 +47! 9)$+!4 6+$5 $5# 1-)8# !7

) &+8+$)0 .+
$1 #% : " )4
5 !7 -
+#4
# $5)$ &#)0- 6+$5 5+&+48 9#--)8#- +4 $5# 6+&# 

9#&+) +- 
)00#& -$#8)4!8 ).5'% ;1# $! $5#  ).+& #<.)4-+!4 !7 =4$# 4#$ )4& $5# )->

-!
+)$#& +4
 #)-# +4 &)$) #<
5)48#? $5+- @#0& )..#) - $! "# ) -1"(#
$ !7 +4$# #-$%

=4 $5+- .).# 6# . #-#4$ !1 !64 )08! +$59- !7 5+&+48 &)$) +4 .+
$1 #- )4& $5#+ 

+9.0#9#4$)$+!4-%

=> "?32/@9
3</?

 ! ! "#$%&'(
$*&# $& +$,-.#&-%./01

 !"# $%&"
() 
*+
)%+# #&),$+*,%$-!. / &!) 0)(1 %)($&)1 &* 
%.-&*,%$-!.2 3!"()


%.-&*,%$-!. !"1)# &!) 
*+&)+& *4 &!) "+4*%5$&"*+ &!%*6,! "&# )+
%.-&"*+7

#&),$+*,%$-!. &%")# &* !"1) &!) 4$
& *4 "&# *

6%%)+
)2

 !)%) "# &!) 4*((*8"+, 1"9"#"*+ *4 #&),$+*,%$-!"
 #.#&)5#: ;6%) <&),$+*=

,%$-!.7 ;%"9$&) >). <&),$+*,%$-!.7 $+1 ;6?("
 >). <&),$+*,%$-!.2

>)%
@!*A# -%"+
"-() #$.# &!$& &!) 
%.-&*#.#&)5 #!*6(1 ?) #)
6%) )9)+ "4

$(( &!) 1)&$"(# *4 "&# *-)%$&"*+ B?)#"1)# &!) @).C $%) @+*8+2 D*1"0
$&"*+

*4 &!) ()$#& #",+"0
$+& ?"& "# $ 
($##"
 %)-%)#)+&$&"9) *4 5)&!*1# *4 %)-($
"+,

B#6?#&"&6&"*+C2  !) ($#& ?"& B)2,2 -"E)( 
*5-*+)+& 9$(6)#C "# %)-($
)1 ?. $ ?"&

B*% ?"&#C 4%*5 &!) 5)##$,)2



  !  !"#$% &'()* +$%,$ -).,"/.0

 !"! #$%&'()&*'+,- .( +.
$0*%1

"#$%&'(%)&*+, -() *.
#0)$12 &1 3$44 &1 -() (#+$) 5$6.&2 01$1 & 
&)).$) 7.' #+.1


&1$ & *.
#0)$8 #( -()3&)6 & 
('96$'#.&4 5$11&%$: ;01# &1 .' (#+$) 
&1$12 .'

1#$%&'(%)&*+, .# .1 1( .5*()#&'# #( *)$*&)$ #+$ 
&)).$) 75$6.&8 #+&# .# 6($1

'(# &)(01$ &', 101*.
.(' (- (0#1.6$)1:

<' &66.#.(' #( '()5&4 +.6.'%2 6.%.#&4 .5&%$1 &44(3 -() #+$ 01&%$ (- 1*$
.9


*)(*$)#.$1 (- #+$ %)&*+.
 -()5&# .' 3+.
+ #+$ .5&%$ .1 1&=$62 .' ()6$) #(

*)(=.6$ 
('96$'#.&4 .'-()5&#.(': >'$ (- #+$ #$
+'.?0$1 #+&# &44(3 01 #( +.6$

.'-()5&#.(' .' & *.
#0)$ .1 #( 5(6.-, #+$ 4$&1# 1.%'.9
&'# @.# 7A$&1# ".%'.9
&'#

B.#8 CD2 E℄: G1 .#1 '&5$ .'6.
&#$12 #+$ #$
+'.?0$ .'=(4=$1 #+$ 5(6.9$6 4$&1#

1.%'.9
&'# @.#1 (- & '05$).
&4 =&40$ 6$1
).@.'% #+$ .'#$'1.#, (- #+$ 
(4() &# #+$

1$4$
#$6 4(
&#.(' (- & *.
#0)$:

H$'$)&44,2 3.#+ #+$ A"B 5$#+(6 .' &' .5&%$2 3$ 
&' +.6$ &', .'-()5&#.('

1#()$6 .' #+$ -()5 (- 
('1$
0#.=$ @.#1: <# .1 '(# .5*()#&'#2 3+$#+$) .# .1 & #$I#

5$11&%$2 #+$ $'
),*#$6 #$I# 5$11&%$ () (#+$) .5&%$2 () &', (#+$) #,*$ (-

@.'&), 94$: J+$ ('4, 4.5.#&#.(' .1 #+$ 
&*&
.#, (- #+$ 5$6.&: <' #+$ $I&5*4$

*.
#0)$ (- KLLIMLL *.I$41 .' 1.N$2 &1105.'% #+$ 5(6.9
&#.(' (- ('4, ('$ @.#

(- @40$ &'6 ('$ @.# (- %)$$'2 3$ 
&' 1$'6 & 1$
)$# 5$11&%$ (' & 5&I.505 (-

 !L LLL @,#$1:

 ! "#$%$&'( )*+$#,-./ 0$# &-'+)1$+#)%.2 ,1 %,
-4#'&

"! ! 23&)*.$,4

<' #+.1 
+&*#$) 3$ *)$1$'# #+$ &4%().#+5 -() %$'$)&#.'% &' .5&%$ 3.#+ #+$

+.66$' .'-()5&#.(' .' .# 7& #$I#8: J+$)$ &)$ #3( &**)(&
+$1 #( #+.1 *)(@4$5O

#+$ 9)1#2 3+$' & P$, &'6 & #$I# &)$ +.66$' #(%$#+$) .' & *.
#0)$2 &'6 #+$

1$
('62 3+$' & P$, .1 (0#1.6$ #+$ *.
#0)$: <' #+$ 4&1# 
&1$2 #+$ P$, 
&' @$

6$4.=$)$6 #( #+$ &66)$11$$ #+)(0%+ &' $'
),*#$6 
(''$
#.('2 +.66$' .' &'(#+$)

.5&%$ () 6$4.=$)$6 #+)(0%+ &'(#+$) 3&,: J+$ P$, #( (0) &4%().#+5 
('1.1#1 (-

& *&.) (- '05@$)1: J+$ 9)1# '05@$) .1 & %$'$)&#() (- 504#.*4.
&#.=$ %)(0* Zp

&'6 #+$ 1$
('6 .1 & *).5$ '05@$) p: J+$ %)(0* %$'$)&#() .1 -(0'6 @, 01.'%

#+$ -(44(3.'% #+$()$5:

 !"#$"% &'  !" p−1 #$%! $ &!
()*(+,",(- ,-"( *.,)! /$
"(.+ p−1= p1p2...pk0

"#!- g ∈ Zp ,+ $ 1!-!.$"(. (/ )23",*3,
$",%! 1.(2* Zp ,/ $-& (-34 ,/ gp−1/pi �= 1
/(. !$
# 1 ≤ i ≤ k5

 !"#$"% (' 6#! -2)7!. (/ 1!-!.$"(.+ (/ "#! 1.(2* Zp ,+ φ(φ(p))0 8#!.! φ
,+ "#! 923!. /2-
",(-5

<' #+$ &4%().#+5  &' .'*0# .1 &' &))&, (- 1.N$ (- k 
('1.1#.'% (- *).5$1 #+&#

&)$ -&
#()1 (- p − 1: J+$ &4%().#+5 )$#0)'1 #+$ %$'$)&#() (- & 504#.*4.
&#.=$

%)(0* Zp:



 !"
$%&' $()$ "* *+,'$("-. ,+&' $()- /%*$ ) !"
$%&'   !

 !"#$%&'( )* "#$%&'()* %+ 
&-.('/$ ()- $-/-&.(%&

+,"$-..#0 d[k] 1 .&&.2 %+ 3&'*- 4'5'6%&6 p − 1
/.
%&10 g 1 $-/-&.(%&

 7)%%6- &./4%*#2 g +&%* ()- &./$- < 2, p − 2 >8

! 2-$ i ← 0 1 k − 1 31%

.- (gp−1/d[i] = 1) 1!!#$1
$% (% 6(-3  8

" &-(9&/ g

:933%6- ().( ;- ).5- $-/-&.(-4 . 3&'*- /9*<-& p $&-.(-& ()./ ()- /9*<-&

%+ <'(6 %+ . <'(*.3 ./4 . $-/-&.(%& %+ ()- $&%93 Zp= >%; ;- 6)%; ./ -?.*3#-

%+ ./ .#$%&'()* (% )'4- . (-?( '/ ()- '*.$-= @+ ()- /9*<-& %+ 3'?-#6 '/ %9&

<'(*.3 '6 nA ;- 
./ 39( 3n <'(6 %+ (-?( '/ ()'6 3'
(9&-= B)'6 *-./6 ().( ;-

39( .( *%6( 3n/8 <2(-6 %+ (-?( '/ ()- <'(*.3= @/ %9& .#$%&'()*A ;- ;'## 39(

C 3'?-#6 '/ -.
) 3'?-# %+ ()- <'(*.3= B)- &-.#'D.('%/ ;'## (.E- (;% .33&%.
)-6

)-&-0 ()- F&6(A ;)-/ ()- '/+%&*.('%/ ;'## <- 3#.
-4 '/ (;% F?-4 GHI 
%#%&6

J$&--/A <#9-KA ./4 ()- 6-
%/4A ;)-/ ()- '/+%&*.('%/ ;'## <- 3#.
-4 '/ ./2 (;%

%+ ()- ()&-- 
%#%&6 J'/ ()- 6-L9-/
-0 &-4 
%#%& ;'() $&--/A &-4 ;'() <#9- ./4

$&--/ ;'() <#9-K= M-( 96 .669*- ()-/ ().( ;- ).5- k <2(-6 %+ (-?( (k < n/4)A
;)'
) .&- '/
#94-4 '/ ()- <'(*.3=

 !"#$%&'( 4* "#$%&'()* %+ )'4'/$ (-?( '/ ./ '*.$-

+,"$-..#0 t[k] 1 .&&.2 %+ (-?(A b[n] 1 .&&.2 %+ 5.#9-6 %+ <'(*.3 3'?-#6

/.
%&10 b[n] 1 .&&.2 %+ 5.#9-6 %+ <'(*.3 3'?-#6

 2-$ i ← 0 1 k − 1 31%
! (N'℄ 4'5'4- '/(% +%9& <#%
E6 %+ (;% <'(68

" 
%*39(- ()- 69

-66'5- +%9& 5.#9-60

g4i mod p, g4i+1 mod p, g4i+2 mod p, g4i+3 mod p8
# 39( ()- /-?( <#%
E %+ ()- (-?( '/ 3#.
-6 %+ ()- b[n] .&&.2 4-(-&*'/-4

<2 '/6(&9
('%/ ! J+&%* '/6(&9
('%/ CK=

$ &-(9&/ b[n]8

5#&-0 ;)-/ 6%*- %+ 5.#9-6 
.#
9#.(-4 '/ 3%'/( 3 '6 <'$$-& ()./ n − 1 %+

()- '/4-? %+ ()- #.6( <'(*.3 3'?-#A ;- 
.#
9#.(- ()- /-?( 5.#9-=

H-/-&.('/$ ()- 3#.
-6 %/ . <'(*.3A '/ ;)'
) ()- <'(6 %+ )'44-/ (-?( ;'##

<- 3#.
-4A '6 .
)'-5-4 <2 . 63-
'.# 
.6- %+ #'/-.& 36-94%1&./4%* /9*<-&

$-/-&.(%&= H-/-&.(%&6 %+ ()'6 (23- ).5- <--/ 3&%3%6-4 <2 "*-&'
./ *.()1

-*.('
'./ P-&&'
E M-)*-& N ℄= @/ ()- $-/-&.(%&A 36-94%1#'/-.& 
%/6-
9('5-



  !  !"#$% &'()* +$%,$ -).,"/.0

"#$%&'( )'& 
)+
#+),&- %)(&- ." ) '&
#'(/0& 1),,&'"2 Xn+1 = aXn mod N
3X0 < N )"- a < N45

 !"#$"% &'  ! N = p "# $%"&'( )*' +",'-% .','%-)/% *-# - &-0"&1& $'%"/2

'31-+ )/ p "! -,2 /,+4 "! a "# - $%"&")"5' %//) /! p6

6" .#' 
)(& ,7& 1+)
&(8 97&'& ,7& %/,( .: 7/--&" ,&;, )'& 1#,8 )'& )")+.<.#(

,. ,7), .: ,7& <&"&'),.' :.' a = g )"- N = p5

 ! ! "#$%&#&'()(*+'

6" .'-&' ,. 1'&(&", ,7& $&,7.- )"- &=&
,/0&"&(( .: ,7& 1'.1.(&- (.+#,/."(8

9& 1'&(&",&- )" &;)$1+& /$1+&$&",),/." .: ."& .: ,7& 0)'/)",( .: ,7& 1'.>

1.(&- )+<.'/,7$5 ? 7/--&" $&(()<& /( ,7& @),/" ,&;, A@.'&$ /1(#$ 555B C7/(

,&;, 9)( ,)D&" :'.$ 1#%+/
+E )0)/+)%+& (.#'
&( ,7), ,7& '&)-&' 
)" F"- ),

 !!"#$$%&"'()*
,)5

G)''/&' .: (&
'&, /":.'$),/." /( ) 17.,.<')17 .: HIJ; KL! 1/;&+( )"- ()0&-

)( L!>%/, %/,$)1 /" MNO :.'$),5 G.$1)'/(." .: ,7& )11&)')"
& .: ,7& /$)<&

%&:.'& &"
.-/"< )"- ):,&' 7/-/"< ,7& /":.'$),/." /( 1'&(&",&- /" P/<#'&  5

P/<#'&  2 C7& .'/</")+ 
)''/&' 39/,7.#, $.-/F
),/."4 /( (7.9" ." ,7& +&:,8 97/+&

,7& /$)<&>%&)'&' .: 7/--&" /":.'$),/." 
.#",/"<  KKK 9.'-( /( 1'&(&",&- ."

,7& '/<7,5



 !"
$%&' $()$ "* *+,'$("-. ,+&' $()- /%*$ ) !"
$%&'   !

"# $% 
'( #%%) 
*+,'-.(/ 0$.12 12% ('3%4 %5%6 12% 1$* ,.
17-%# 2'# ' #+'88


2'(
% *9 4%1%
1.(/ '(5 #7#,.
.*7# %8%+%(1# .( '(5 *9 12%+: ;2% 2.44%( +%#<

#'/% .( 12.# ,2*1* 
*(#.#1# *9  )=== $*-4#) $2.
2 7#% >? ? 
2'-'
1%-# @A51%#B:

C*4.D
'1.*( *9 12% 8%'#1 #./(.D
'(1 A.1 *9 
*8*- .# E.-17'885 7(4%1%
1'A8% 1* 12%

27+'( %5%: F1 #2*784 A% (*1%4 12'1 .( 12% -%'8 #.17'1.*( 12% *-./.('8 .+'/%

#2*784 A% -%+*E%4 .( *-4%- 1* 2.(4%- 12% 4.-%
1 
*+,'-.#*(: F( ' #.17'1.*()

$2%-% '( '11'
3%- 2'# 12% *-./.('8 .+'/%) 2% 
'( +'3% ' #.+,8% 0A51% A5 A51%6


*+,'-.#*( *9 A*12 .+'/%#) $2.
2 .++%4.'1%85 -%E%'8# 12'1 12% ,.
17-% #2*$(

.( G./7-%  *( 12% -./21 2'# 7(4%-/*(% #*+% %4.1.(/:

 ! "#$%&'(&'&)*+,+ - χ
2 #$+#

G-%H7%(185 7#%4 '11'
3 .# ' 1%#1 A'#%4 *( 
2.<#H7'-% 1%#1: F1 '##7+%# 12'1 .(

'( *-4.('-5 .+'/% 12% 4.#1-.A71.*( *9 8%'#1 #./(.D
'(1 A.1# *9 12% E'87%  .# (*1

12% -'(4*+ (*-+'8 4.#1-.A71.*(: F(1-*47
1.*( *9 12% +%##'/% +'5 
2'(/% 12%

4.#1-.A71.*( *9 *(%# .( #7
2 ' $'5 12'1 .1 .# 
8*#% 1* ' (*-+'8 4.#1-.A71.*(:

I-%,'-'1.*( 9*- 12.# 1%#1 A%/.(# 9-*+ 
*7(1.(/ 12% (7+A%- *9 *

7--%(
%#

*9 '88 ,*##.A8% E'87%# *9 
%-1'.( 
*8*- @12.# .# 1* 
-%'1% ' 2.#1*/-'+B: ;2%() 12%

E'87%# '-% /-*7,%4 .( ,'.-# *9 4.J%-%(1 E'87%# .( 12% 8'#1 A.1 @%'
2 ,'.- 2'#

' E'87% *9 %E%( '(4 *44B: F( ' 15,.
'8 ,2*1*/-',2) %'
2 ,'.- *9 12% (7+A%-# *9

*44 '(4 %E%( E'87%# #2*784 4%E.'1% 9-*+ %H7.8.A-.7+: F( 12% 
'#% *9 ,.
17-%#

$.12 ' 2.44%( +%##'/%) 12.# (7+A%- $.88 +*E% 1*$'-4# %H7'8.15 @.9 12% .+'/% .#

'('85K%4 $.12 (*.#% *(85B: ;2% +*#1 .+,*-1'(1 '4E'(1'/% .# 12'1 12% '11'
3%-

4*%# (*1 (%%4 1* 2'E% '( *-./.('8 ,.
17-%:

L2.<#H7'-% 1%#1 .# A'#%4 *( E%-.95.(/ 12% 25,*12%#.# 12'1 12% 8'#1 A.1# *9 12%

.+'/% 2'E% (*-+'8 4.#1-.A71.*(: F9 12%-% .# (* #7
2 4.#1-.A71.*() 12% ,.
17-%

,-*A'A85 4*%# (*1 
*(1'.( '(5 2.44%( .(9*-+'1.*(: F9 (*1) 12% ,.
17-% +'5


*(1'.( ' 2.44%( +%##'/%:

F+,8%+%(1'1.*( *9 
2.<#H7'-%4 1%#1 .(E*8E%# 4-'$.(/ 7, #1'1.#1.
#M

χ2 =
∑

i

(oi − ei)
2

ei
,

$2%-% o .# 12% *A#%-E%4 (7+A%- *9 *(%# *( 12% 8'#1 A.1) $2.8% e .# '( %N,%
1%4

(7+A%- %#1.+'1%4 *( 12% A'#.# *9 12% (*-+'8 4.#1-.A71.*( OP℄) OR℄) OS℄:

L2%
3.(/ 12% ,.
17-% $.12 12% +%##'/% .( G./7-%  @-./21B A5 7#.(/ 12% 1%#1

4*%# (*1 H7'8.95 12% ,.
17-% '# ' #7#,%
1%4 *(%) 12% #'+% 12% *-./.('8 ,.
17-%

.( G./7-%  @8%91B: T*$%E%-) D88.(/ .( 12.# ,.
17-% 12% 8'#1 A.1# A5 12% -'(4*+

E'87% @(*.#%B -%#781# .( H7'8.95.(/ #7
2 .+'/%# '# #7#,%
1%4:

U%1'.8# *9 12% 
2.<#H7'-%4 1%#1 '7N.8.'-5 E'87%# '-% /.E%( .( ;'A8%  :



  !  !"#$% &'()* +$%,$ -).,"/.0

"#$% 
'#'( )(%%* 
'#'(

+,#$% '- χ2 . /0123 .!10..!

4$56%( '- 7%8(%%9 '- -(%%7'5  /.  /2

:,6#%  ; +,#$%9 '- 
<=>9?$,(%7 @%9@ -'( ,

%A@=*8 @<% <BA'@<%9=9 
'$*@%7 -'(

, A=
@$(% C=@< , <=77%* 5%99,8%0

 ! "#$$%&'

D* @<=9 A,A%(E '$( 
,((=%( C,9 , /2>6=@ 6=@5,A0 D@ 9<'$#7 6% *'@%7 @<,@ <=8<>

?$,#=@B 9
,**%(9 'F%( .G> '( .!>6=@ 9,5A#% 7%A@<0 H=@< .G>6=@ I)" 
'#'( =9

7%(=J%7 ,-@%(  G 6=@9 A%( 
'5A'*%*@E ,*7 , .!>6=@E %,
< 
'5A'*%*@ =9 ,  />6=@0

D* @<%9% 
,9%9E . 6=@9 K-'(  G>6=@ 
'5A'*%*@L 
,* 6% A#,
%7 =* %,
< 
'5A'*%*@E

,*7 =* @<% 9%
'*7 
,9% M 1 6=@9 '- 
'*
%,#%7 =*-'(5,@='*0

N*'@<%( =*@%(%9@=*8 =99$% =9 @<% -,
@ @<,@ 7=F%(%*@ ,(%,9 '- @<% A=
@$(% ,(%

5'(% '( #%99 9$9
%A@=6#% @' 9@%8,*',*,#B9=90 D* ,(%,9 C<%(% %J%(B A=O%# <,9

, 
'#'( 7=F%(%*@ -('5 =@9 *%=8<6'(9E @<% 
<,*8%9 
,$9%7 6B A#,
=*8 <=77%* 6=@9

=* @<%5 ,(% 7=P
$#@ @' 7%@%
@0

()*)&)+
)-

Q ℄ S0T0 U%<5%(0 V,@<%5,@=
,# 5%@<'79 =* #,(8%>9
,#% 
'5A$@=*8 $*=@90

 !"
$ %&' ()*+",-.* "& /0!123(
042 5-1-604 704
.406-&1 80
9-&2!)E

KW,56(=78%E VNE  X2XLE :&&$ 7"*+$ /0;$ <0!=0!' >&-=2!,-6)E  !E

 2 M 2!E  X1 0

Q/℄ Y0 Z,@[%*6%=99%(E \0N0]0 ]%@=@
'#,90 ?&@"!*06-"& <-'-&1 A2
9&-B.2, @"!

(6210&"1!0+9) 0&' 5-1-604 C062!*0!D-&10 N(@%
< T'$9%E "'9@'* /GGG0

Q.℄ Y0V0 Z'@E ^0 ^,_$6'C9_=E N0 Y'_'`'C9_=0 (606),6)D00 HB7,C*=
@C'

S=a*E H,(9[,C, /GGb0

Q2℄ N0 W<%77,7E ^0 W'*7%##E Z0 W$((,*E ]0 V
 Z%J=@@0 S=8=@,# =5,8% 9@%8,*'>

8(,A<B; Y$(J%B ,*7 ,*,#B9=9 '- 
$((%*@ 5%@<'790 (-1&04  !"
2,,-&1E "#E

b/bMb1/E /G G0

Q1℄ 40 ]('J'9E ]0 T'*%B5,*0 S%@%
@=*8 9@%8,*'8(,A<=
 
'*@%*@ '* @<% D*@%(>

*%@0  !"
22'-&1, "@ 692 E26F"!D 0&' 5-,6!-;.62' (),62* (2
.!-6) ()*3

+",-.*E 4SYY /GG/E Y,* S=%8'E W,#=-'(*=,E cYN /GG/0


