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Wstep.

W matematyce wystepuje wiele rozmaitych poje¢ niezaleznosci, jak np.
niezalezno$é¢ liniowa wektoréw, punktow lub liczb, niezaleznosé liniowa
w teorii liczb 1 — ogdlniej — w teoril rozszerzen cial, niezaleznos¢ wielo-
mianéw (ogélniej — funkcji ciaglych), niezaleznos¢ logiczna aksjomatéw,
niezalezno$¢ w teorii krat i w teorii algebr Boole’a, niezalezno$¢ wierz-
chotkéw lub krawedzi w teorii graféw, niezaleznos¢ ze wzgledu na operator
domkniecia, niezalezno$é stochastyczna, niezaleznosé rozwazana w teorii
baz danych i wiele innych. Sa tez pokrewne pojecia wolnosci. Od lat
30-tych obserwowano, ze nazwy ,,niezaleznos¢” i ,,wolnos¢” wystepuja nie-
przypadkowo, oraz iz wymienione tu pojecia niezaleznosci maja rézne cechy
wspolne. Starano sie ujac¢ te pojecia w jaki§ wspdélny schemat. Powstaly
— z grubsza méwiac — dwa bardzo ogdlne schematy: jeden bardziej teorio—
mnogosciowy, uzywany czesto w rozwazaniach kombinatorycznych i opty-
mizacyjnych, prowadzacy do zywo ostatnio rozwijajacych sie teorii mat-
roidéw i greedoidéw, oraz drugi oparty na rozwazaniach pochodzacych z al-
gebry ogdlnej. Zajme sie tu gléwnie tym drugim, ale pokaz¢ rowniez pewne
zwiazki miedzy tymi wspomnianymi wyzej podejsciami. W szczegdlnosci
dla zilustrowania tej ogélnej teorii zajme sie pewnymi wlasnosciami rodzin
zbioréw niezaleznych pozwalajacymi w pewnych konkretnych przypadkach
scharakteryzowac¢ te rodziny, oraz mocami niezaleznych ukiladéw genera-
toréw (czyli baz). Jest jeszcze sporo interesujacych probleméw i kierunkéw
w tej teorii (por. K. Glazek 1979).

Prace niniejsza poswiecam pamieci zmarlego w 1976 r. Profesora Edwarda
Marczewskiego — twoércy ogélno—algebraicznego podejscia do poje¢ niezale-
Znosci.
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§1. Niezalezno$¢ zdefiniowana za pomoca operatora
domkniecia.

Niech A bedzie zbiorem niepustym oraz € : 24 — 24 bedzie operatorem
uogélnionego domkniecia okreslonego na podzbiorach zbioru A, czyli ope-
ratorem ekstensywnym, izotonicznym i idempotentnym. Pare A; &) nazy-
wamy wowczas przestrzeniq domknieciowq. Mdéwimy, ze podzbiér X C A
generuje przestrzen A (lub X jest zbiorem generatoréw przestrzeni A), gdy
€(X) = A. Podzbiér X C A jest zbiorem C-niezaleznym (lub niezaleinym
ze wzgledu na operator domkniecia €), gdy

(In) (VaeX)(ag€(X\{a}))

Kilka wymienionych nizej wlasnosci operatora € odgrywa wazna role w
badaniu przestrzeni domknieciowych, prowadza one do interesujacych roz-
wazan kombinatorycznych. Operator € ma wtasnosé wymiany, gdy

(Ex) (Va,be A)(Vz C A)(b¢ €(X) &b e E(XU{a}) = a € C(XU{b})).

Ma on wtasnosé anty—wymiany, gdy
(AEx) (Va,be A,a#b)(VX CA)Bp¢ C(X) &be C(XU{a}) =
a € €(X U{b})].

Zdefiniujmy operator €, na podzbiorach zbioru A w nastepujacy spo-
s6b:
C.(X)=XU U{C(Y) Y C X & card(Y) < n}.

Woéwczas operator € jest rzedu n, gdy
(R-n) C(X)=C(X)U&u(Cr(X)) U....
Jesli operator € ma wlasnosé

(FCh) (VX C A)(Va€ A)laec €(X) &
(Y C X & card(Y) < o0)(a € €(Y))],

to méwimy, ze operator € jest skoriczonego ‘charakteru. W szczegdlnosci
operatory domkniecia na zbiorach skoriczonych maja te wlasnosé.

Rozwazanie zbioréw skonczonych z operatorami domkniecia o wlasnosci
(Ex) prowadzi do burzliwie rozwijajacej sie teorii matroidéw (por. Oxley
1992, Welsh 1976), ktéra zostala zainicjowana w polowie lat trzydziestych
naszego stulecia pracami H. Whitney’a i T. Nakasawy. Jest ona réwnowazna,
(kryptomorficzng w sensie terminologii G. Birkhoffa) z teoria abstrakcyjnej
zaleznosci zaproponowang, przez B. L. van der Waerdena. Latwo uogélnic
te teorie na zbiory nieskonczone z operatorami domkniecia, ktére oprécz
wlasnoéci (Ex) maja wlasnosé (FCh). Mozna woéwczas dla takich prze-
strzeni domknieciowych (A; €) latwo scharakteryzowaé rodziny
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T = €-Ind(A) zbioréw €-niezaleznych, np. gdy zbiér A jest skonczony,
poprzez wlasnos$ci:

(Il) ®7éI_C_2A:
(L) VX, Y CAXe€I&YCX=Yel),

(I3) (VX,Y C A)[X,Y €T & card(X) = card(Y) + 1
= (Ja€ X \Y)(Y U{a} € 7).

W przypadku, gdy A jest zbiorem nieskonczonym, wlasnosé (I3) zacho-
dzi dla podzbioréw skonczonych X i Y zbioru A. Definiujac €-baze (lub,
w innej terminologii baze zredukowanq, por. Tarski 1968) jako
C-niezalezny zbiér generatéw (w rozwaznej sytuacji jest on tez maksymal-
nym zbiorem C-niezaleznym, a takze minimalnym zbiorem generatéw) nie-
trudno stwierdzic, ze wszystkie €-bazy sa réwnoliczne. Fakty te uogdlniaja
znane wlasno$ci niezaleznosci liniowej (rezultat pochodzacy niezaleznie od
A.N. Whitheada i E. Steinitza z lat 1898 - 1910), niezaleznosci algebraicznej
oraz niezaleznosci (krawedzi lub wierzcholtkéw) rozwazanej w teorii graféw.
Matroidy mozna zdefiniowa¢ uzywajac jako pojecia pierwotnego rodzine 7
podzbioréw zbioru A (a nie operatora € na 24) i przyjmujac jako aksjo-
maty wlasnosci (I;), (Iz) oraz (I3). Teoria matroidéw ma ostatnio rozliczne
zastosowania, wymienmy tu chocby jej aplikacje do réznych zagadnien opty-
malizacji i kombinatoryki (por. Lawler 1975, Recski 1989). Warto dodad, ze
podejscie algorytmiczne prowadzace do pojecia matroidu (i troche ogélniej
do pojecia greedoidu) pojawilo sie po raz pierwszy w pracy O. Boruvki z
roku 1926, w ktérej badal on optymalizacje sieci elektrycznej na Morawach.
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Zakladajac dla rodziny Z podzbioréw zbioru skonczonego A tylko aksjo-

maty ([2) oraz (I3) otrzymujemy pojecie greedoidu, tez bardzo uzyteczne w
kombinatorycznej optymalizacji (z uzyciem w szczegdlnosci tzw. algorytmu
chciwosci, por. ksiagzka Korte & Lovasz & Schrader 1991).

Badanie przestrzeni domknieciowej (A; €) z wlasnoscig (AEx) prowadzi
do pojecia antymatroidu, bedacego wygodnym narzedziem w abstrakcyjnej
teoris wypuklosci. W antymatroidach €-baza jest tylko jedna. Wlasno$é
(AEx) jest w pewnym sensie rGwnowazna ze znanym twierdzeniem Kreina-
Milmana. Zainteresowanych ta teoria odsylam do interesujacych prac prze-
gladowych: Jamison-Waldner 1982, Edelman & Jamison 1985 i Dietrich
1989.

Jezeli (A;C) jest przestrzenia domknieciowa z wlasnoscia (R-n), to
rowniez ma ona interesujace wlasnosci kombinatoryczne wyodrebnione w
znanym twierdzeniu interpolacyjnym Tarskiego i jego uogoélnieniu dokona-

nym przez G. McNulty’ego i W. Taylora (por. Tarski 1968, Tarski 1975,
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Givant 1975, McNulty & Taylor 1975). Operator domkniecia o wlasnoéci
(R—n) nazywa sie operatorem rzedu n, w szczegélnoéci operator

Co + X =< X >gp - zdefiniowany w algebrze ogélnej A = (4;F) dla
podzbioru X zbioru A przez generowanie przezen podalgebry < X > -
Jest rzedu n, jesli dzialania podstawowe z rodziny F sa wszystkie arnosci
(liczby argumentéw) mniejszej lub réwnej n. Rozwazajac operator kon-
sekwencji w tzw. logice réwnosciowej (adekwatnej dla teorii rozmaitodci
algebr ogélnych) otrzymujemy operator rzedu 2, a dla takich operatoréw
zostato stwierdzone, jako wniosek ze wspomnianego twierdzenia interpo-
lacyjnego, ze moce €-baz tworza zawsze zbiory wypuklte. Mamy wtedy
(na mocy rezultatéw A. Tarskiego, R. McKenzie'go i J. Ng) nastepujace
zbiory liczb kardynalnych (w istocie liczb naturalnych, gdyz rozwazmy
algebry ogélne tylko z dzialaniami podstawowymi o skoriczonej arnosci):
0, {0}, [k, m] (gdzie 0 < k < m < oo) (gdzie 0 < k) oraz {oo}. J. Ng po-
kazala, ze wszystkie te przypadki moga by¢ zrealizowane w réwnoéciowych
logikach dla grupoidéw. A. Tarskii T. C. Green pokazali, ze dla réwnoécio-
wych teorii dla grup lub pierscieni mozliwe sa tylko dwa przypadki: [1,00)
i [2,00) (w zaleznosci od wybranej aksjomatyki).

Przestrzenie domknieciowe z wlasnoscia (FCh) sa $cisle zwiazane z
teorig algebr ogdlnych, gdyz — jak pokazali G. Birkhoff i O. Frink oraz
niezaleznie J. Schmidt — dla operatora domkniecia na 24 spelniajacego
(FCh) istnieje algebra ogdlna (A; F') realizujaca ten operator jako Cy(. Kon-
strukcja takiej algebry zaproponowana przez Birkhoffa i Frinka (lub przez
Schmidta) jest malo ,,0szczedna” wymaga bowiem wielu dzialan podsta-
wowych, ktére moga mie¢ duza liczbe argumentéw. Pytanie o uniwersalna
oszczedniejsza konstrukcje (postawione przeze mnie na konferencji z algebry
ogélnej w Krems w 1988) jest wciaz otwarte. W specjalnych przypadkach
wraz z J. Skowronek udalo sie osiagna¢ pewne zadawalajace rezultaty. Na
przyklad dla tzw. matroidu Fano (na siedmiu elementach) latwo pokazaé,
ze zwiazany z nim operator domkniecia mozna juz zrealizowaé¢ w klasie
grupoidéw i otrzymuje si¢ wtedy odpowiednia kwazigrupe Steinera.

Warto nadmienié¢, ze wlasno$¢ wymiany (Ex) stuzaca do wykazania
réwnolicznosci baz moze by¢ troszke ostabiona, réwniez ostabione moga by¢
aksjomaty uogdlnionego domkniecia definiujace przestrzen domknieciows,
np. ekstensywnos¢ moze by¢ zastapiona przez refleksywnosé, a idempoten-
cja przez tranzytywnosé. Otrzymuje sie wtedy ogdlne systemy Steinitza pro-
wadzace do ogélnej (algebraicznej) teorii wymiaru, uzytecznej na przyklad
w teorii modeli, w rekursywnej algebrze i teorii stabilnosci. Badania tego
rodzaju byly prowadzone przez wielu autoréw, wymienmy tu paru z nich:
J. T. Baldwin, G. Cherlin, G. Matakides, A. Nerode, J. Remmel, S. Shelah,
B. 1. Zilber.
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§ 2. Schemat Marczewskiego poje¢ niezaleznosci.

W roku 1958 Profesor Edward Marczewski zaproponowal ogdlne pojecie
niezaleznosci, ktore bede tu nazywal M-niezaleznoscig. Pojecie to wywo-
dzi sie z jego wczesniejszych (przedwojennych) badan dotyczacych teorio-
mnogoséciowej niezalezno$ci stosowanej w teorii miary i w probabilistyce,
ktora sprecyzowal on niezaleznie od G. Fichtenholza i L. Kantorovitscha
w polowie lat trzydziestych. Pojecie to zdefiniowane dla dowolnej algebry
ogdlnej daje — przy odpowiedniej specyfikacji rozwazanych algebr — wiele
znanych pojeé niezaleznosci wystepujacych w réznych dzialach matematyki,
a w szczegdlnosci rowniez pojecie niezaleznosci liniowej. Rozwazane pojecie
okazalo sie bardzo bliskie pojeciu (relatywnej) wolnoéci, rozwazanego od
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lat trzydziestych tego stulecia dla algebr ogdlnych przez wielu algebraikow -

poczawszy od G. Birkhoffa i Ph. Halla.

Niech 2 = (A; F) bedzie algebrq ogding (w innych uzywanych termino-
logiach — algebra uniwersalng lub abstrakcyjna), a T(2) zbiorem wszyst-
kich dziatari termowych (lub algebraicznych — w terminologii uzywanej przez
Marczewskiego) algebry 2, czyli najmniejszy zbiér dzialan na zbiorze A,
zawierajacy dziatania trywialne efcn)(k &l QU coomom a0do2es o 10t
dziatania podstawowe (ze zbioru F), zamkniety ze wzgledu na kompozycje
dzialani. Dalej niech T(™)(2) oznacza zbiér wszystkich dzialari n-arnych
(n argumentowych) algebry 2. Niepusty podzbiér X zbioru A nazywa sie
M- niezalezny w algebrze A = (A; F), gdy

(a) (Vn € N,n < card(X))(Vf,g € T™(A))(Vay,...,a, € X parami

réznych)
[flas, 4, ag) =glayy. Y, ap) = (Vmi,...,:z:n € A)(f(zy,...,zn) =
g(ml,...,wn))].

Latwo zauwazy¢, ze warunek (a) definiujacy niezaleznos¢ jest réwnowazny
z kazdym z nastepujacych warunkéw (b), (c) i (d):
(b) (Vn € N,n < card(X))(Vf,g € TM™(2A))(Vp € AX)(Vay,...,a, € X)

[f(a1,...,an) = g(a1,...,an) = f(p(a1),...,p(an)) =
g(p(ai),...,p(an))],

(c) (Vp € A%)(3p € Hom(< X >¢,))(P |x=p),

(d) <X >g jest K-wolna algebra, K-wolnie generowana przez zbiér X,
w rozmaito$ci K wyznaczonej przez algebre 2.

Tak wiec w warunku (d) X = HZISP(), ale tez za K mozna przyjacé
klase zlozona z pojedynczej algebry 2, tj. X = {}.
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Warto zauwazy¢, ze je$li C jest podalgebra algebry A = (A;F) i
rozwazymy nowg algebre Ao = (A4;F U {fc | ¢ € C}), gdzie f.(z) = ¢
dla dowolnego z € A, to M—niezalezno$¢ w algebrze ¢ jest réwnowazna
z tzw. niezalezno$cig B -algebraiczng w algebrze 2A nad podalgebrq C (w
sensie ksiagzki H. Lausch & W. Nobauer 1973, str. 58).

Rodzina podzbioréw M-niezaleznych algebry 2 bedzie oznaczana sym-
bolem Ind(2(, M). Rodzina ta ma charakter skoriczony (tzn. zbiér X €
Ind(A, M) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skoriczony podzbiér nalezy do
Ind(®2d, M)) i jest dziedzina (tzn. Y C X € Ind(A, M) =
Y € Ind(d, M)). Dotychczas otwartym problemem jest scharakteryzowa-
nie tej rodziny. Wydaje sie to trudne w calej ogélnosci (znane sa dotychczas
pewne warunki konieczne oraz pewne wystarczajace), ale interesujace re-
zultaty mozna by osiagnaé¢ dla wielu specjalnych klas algebr. Dla wielu
klas algebr byla badana wlasnos¢ EIS (wymiany zbiordw niezaleinych).
E. Marczewski pokazal, ze jesli X,Y i Z sa podzbiorami nos$nika A al-
gebry 2 takimi, ze X UY,Z € Ind(A,M),X NY = 0 oraz Co((V) =
€ (2), to X U Z € Ind(™A, M). Dla niektérych algebr (klas algebr) waru-
nek Coy (Y') = € (Z) moze zastapié przez inkluzje Z C Co (V). Méwimy
wowczas, ze dana algebra ma wlasnos¢ EIS. Np. grupy abelowe, algebry
Boole’a (i tzw. algebry Posta) zawsze maja te wlasnoéé, réwniez kazda alge-
bra majaca co najwyzej 6 elementéw i dowolna algebra bez stalych algebra-
icznych (czyli, gdy Cg (8) = 0) oraz dowolna grupa majaca co najwyzej 728
elementéw tez maja te wlasnosé (ale powyzszych liczb w tych rozwazaniach
nie mozna powigkszy¢). W pracy E. Marczewskiego z 1966 r. znalezé
mozna przeglad rezultatow na ten temat. Niektorym algebrom przystuguje
mocniejsza wlasnos¢ JIS (sumowanie zbioréw niezaleznych). Algebra 2
ma te wlasnos§é, gdy dla kazdych dwéch M-niezaleznych podzbioréow X
i Y nosnika tej algebry jesli Coy (X) N €y (Y) = (X NY), to X U
Y € Ind(A,M) (por. S. Fajtlowicz & K. Glazek 1967). Grupy abe-
lowe maja te wlasnosé (ogélniej maja tez ja tzw. algebry rozdzielonych
zmiennych). Wspomniana wtasnoéé nie jest jeszcze dobrze zbadana. M-
niezaleznos$¢ jest wlasnoscia silniejsza od niezaleznosci ze wzgledu na opera-
tor domkniecia zdefiniowany w danej algebrze przez generowanie podalgebr,
czyli Ind(A, M) C €o~Ind(A). E. Marczewski w 1961 pokazal mocniejsza
wlasno$é rodziny zbioréw M-niezaleznych:

(VX € Ind(2A, M))(X NCxy(0) =0) &
(VY,Z C X)(Coq(Y) N €y (Z) = Coy (Y N 2).

S. Swierczkowski w 1962 r. pokazal, ze jesli J jest niepusta i dziedziczna, (tj.
Y CXeJ=Y € J) rodzina skoriczonych podzbioréw zbioru A(# 0),
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to istnieja: obszerniejszy zbiér B D A i algebra ‘B na nim - takie, ze dla
wszystkich skoniczonych podzbioréw X zbioru B zbiér X € Ind(8, M)
wtedy i tylko wtedy, gdy X € J. Nie wiadomo jednak, czy juz na samym
zbiorze A istnieje algebra o rozwazanej wlasnosci.

Podzbiér B no$nika A algebry A = (A; F) nazywa sie M—baza, gdy jest
M-niezaleznym zbiorem generatoréw. S. Swierczkowski w 1958 r. pokazal,
ze jesli algebra 2l ma noénik skoriczony i istnieja w niej n—elementowy zbidr
M -niezalezny oraz zbiér generatoréw skladajacy sie z n—elementéw, to w %A
kazdy n—elementowy zbidr jest M—niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
on zbiorem generatorow. Wynika stad, ze kazde dwie M -bazy skonczonej
algebry maja te sama liczbe elementéw. Wlasnos¢ ta przystuguje oczywiscie
przestrzeniom liniowym (i ogélniej tzw. v*-algebrom). E. Marczewski i
Cz. Ryll ~Nardzewski wykazali tzw. twierdzenie o postepie arytmetycz-
nym dla M-baz (uogblniajac pewien rezultat S. Swierczkowskiego z 1958
r., por. E. Marczewski 1961). Pokazali oni mianowicie, ze jesli algebra ma
M -bazy ré6znych mocy, to moce M-baz sa skonczone i tworza nieskonczony
postep arytmetyczny. Warto dodac, ze taka sytuacja jest réwniez znana dla
moduléw nad nieprzemiennymi cialami (badaniami tego rodzaju zajmowali
sie m. in. J. Dieudonné, P. Dubriel, C. J. Everett, W. G. Leawitt, por.
tez np. L. Rédei 1958). Twierdzenie o postepie arytmetycznym dla M-baz
mozna odwrdcié jak wykazal S. Swierczkowski (po czeSciowych rezultatach
A. Goetza i Cz. Rylla-Nardzewskiego) dla dowolnego postepu arytmetycz-
nego istnieje taka algebra ogdlna, w ktérej moce M-baz pokrywaja sie z
liczbami tego postepu.

Wydaje sie, ze twierdzenie o rownolicznosci baz w matroidzie, twierdze-
nie interpolacyjne Tarskiego oraz wyzej przytoczone twierdzenie o postepie
arytmetycznym dla M-baz maja podobna nature i powinny wynikaé z ja-
kiego$ ogdlniejszego faktu.

Badanie algebr ogélnych majacych M-bazy réznej mocy prowadza do
ciekawych klas algebr, ktére moga by¢ réwnosciowo zdefiniowane (klasy ta-
kie byly badane wielu autor6w, m. in. przez A. A. Akateava, O. V. Bele-
gradka, G. V. Belyanska, D. M. Clarka, J. Dudka, B. Jénssona, A. Kisie-
lewicza, H. J. Keislera, A. 1. Mal’tseva, V. P. Matusa, W. Narkiewicza,
A. T. Nartazina, A. K. Rumantseva, A. Shafaata, D. M. Smirnova, A.
Tarskiego, W. Taylora, M. A. Taytslina). W szczeg6lnosdci A. Kisielewicz
pokazal, ze jesli algebra ma M-bazy réznych mocy, to dla kazdej liczby na-
turalnej istnieje w tej algebrze n—arne dzialanie termowe istotnie zalezne od
wszystkich swoich argument6w. Nadal nie wiadomo, jaka jest arnosé a(®d)
takich algebr, tzn. jakiej arnosci dzialania podstawowe wystarcza do zde-
finiowania danej algebry z dokladnoscia do termowej réwnowaznosci. Dla
algebr posiadajacych M-bazy mozna wprowadzi¢ — przez rozwazanie en-
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domorfizméw lub homomorfizméw — uogélnione macierze (por. K. Glazek
1979, str. 140; warto nadmienié, ze w pracy G. Ricciego z r. 1992 mozna
znalez¢ cze$ciowa odpowiedZ na problem P 1099 postawiony na wskazanej
stronie mojej pracy).

Badanie pewnych numerycznych stalych zwiazanych ze skonczonymi
algebrami ogélnymi, ktére wprowadzil E. Marczewski w 1962 r., prowa-
dzil on wiele interesujacych i trudnych probleméw natury kombinatorycz-
nej rozwazanych gléwnie przez E. Marczewskiego, S. Swierczkowskiego i
K. Urbanika (por. Marczewski 1966). Badania klas algebr, w ktérych nie-
zaleznos¢ ma wlasnosci zblizone do niezaleznosci liniowej doprowadzilo do
wyrédznienia interesujacych klas algebr jak: v-algebr, v*—algebr, v**-algebr,
algebr o rozdzielonych zmiennych, itp. Znalezione (gléwnie przez K. Urba-
nika) twierdzenia reprezentacyjne dla tych klas algebr maja dowody oparte
na pewnych wspélnych ideach, wiec wydaje sie¢ mozliwe wspélne uogdlnienie
tych rezultatéw. Warto przypomnieé, ze klasa v**—algebr jest zdefiniowana
przez réwnos¢ Ind(2A, M) = €o—-Ind(A) i zawiera podklase v*-algebr, dla
ktérych zachodzi odpowiednik wlasnosci (Ez), co daje kryptomorficzna
wersje pojecia matroidu (nieskoniczonego).

§3. Niezalezno$é¢ wzgledem rodziny odwzorowan.

W poprzednio przedstawionym schemacie M-niezaleznosci nie udalo sie
zawrze¢ niektorych waznych pojeé niezaleznosci, choéby takich jak: nie-
zaleznos¢ ze wzgledu na operator domkniecia, niezalezno$é¢ stochastyczna,
czy tez niezaleznos¢ w przestrzeniach rzutowych. Z drugiej strony pojawity
si¢ tez w literaturze pewne uogélnienia lub warianty rozwazanego w po-
przednim paragrafie ogélnego schematu. W zwiazku z tym w pracy z 1966
roku Profesor Marczewski zaproponowal bardziej uniwersalny schemat (roz-
winiety pézniej w pracach: E. Marczewski 1969, K. Glazek 1971).

Niech 2 = (A;F) bedzie algebra ogélna. Dla dowolnego niepustego
X C A rozwazmy nastepujace rodziny odwzorowan Qx i Hx (%) a takze
rodziny @ i M zdefiniowane w nastepujacy sposéb: Qx C A%, Q = U{Qx |
X CALM = (A)=U{A¥ | X C A},

Hy (%) = {p € A¥ | (3p € Hom(< X >g1, %)@ |x=p)

Wéwczas podzbiér X nosnika A algebry 2 nazywa sie niezaleiny ze
wzgledu na rodzine odwzorowari Q, krétko @Q-niezaleznym, gdy Qx C Hx ().
Definicja ta jest odpowiednikiem warunku (c) dotyczacego M -niezaleznosci
i jest ona nadal réwnowazna modyfikacji warunku (b) z poprzedniego para-
grafu, jezeli zamiast AX weZzmiemy Qx. Rodzina zbioréw Q-niezaleznych
algebry 2 bedzie oznaczana symbolem Ind(*A, Q). :
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Oczywiscie przyjmujac za Qx caly zbiér AX, otrzymujemy poprzednio
rozwazana — zdefiniowana przez E. Marczewskiego w 1958 r. —
M-niezalezno$é. Jezeli za QQ x weZzmiemy rodziny odwzorowan (< X >Ql)X
lub XX to otrzymamy rodzaje niezaleznosci rozwazane odpowiednio przez
J. Schmidta (w 1962 r.) i przez S. Swierczkowskiego (w 1963 r.). Te ro-
dzaje niezaleznosci bedziemy tu nazywaé¢ S—niezaleznosciq (byla ona przez
Schmidta nazywana niezaleznosciq w sobie ) i Sp—niezaleznosciq. Rozwa-
zanie odwzorowan p : X — A o nastepujacej wlasnosci:

(Vf,g9 € T(A))(Va € 4) [f(a) = 9(a) = [(p(a)) = 9(p(a))]

prowadzi do G-niezaleznosci wprowadzonej w rownowazny sposéb w r.
1967 przez G. Gratzera. W przypadku grup abelowych, dla podzbioréw
nie zawierajacych zera grupy, ten rodzaj niezaleznosci pokrywa sie z nie-
zaleznosciq liniowq rozwazana w teorii tych grup. Ogolniej, dla podzbioréw
algebry 2 niezawierajacych elementéw M —-samozaleznych, G-niezalezno$é
pokrywa sie¢ z M -niezalezno$cia. Rozwazanie odwzorowan réznowartoscio-
wych prowadzi z kolei do pojecia R—niezaleznosci, wprowadzonego w mojej
pracy doktorskiej (bronionej w 1969 r.).

Dla przestrzeni liniowych (nad dowolnym cialem) mamy nastepujace
relacje miedzy zdefiniowanymi tu pojeciami: X € Ind(A,G) & X \ {0} €
Ind(A, M), Ind(®d, M) U {{0}} = Ind(A,S) = Ind(X,So), Ind(A, M) =
Co-Ind(A) = Ind(,R). W r. 1980 wraz z F. Pastijnem zapytaliSmy,
czy relacje te juz charakteryzuja przestrzenie liniowe (z dokladno$cia do
termowej rownowaznosci). Postawiony wtedy problem dotychczas nie zostal
rozwiazany.

Nastepujace rezultaty pozwalaja w tym ogdlnym schemacie pomiescié
rozmaite pojecia niezaleznosci:

(i) Niech (A;€) bedzie przestrzenia domknieciowa z operatorem dom-
kniecia majacym charakter skonczony. Woéwczas istnieja algebra ogol-
na 2 = (A; F) oraz rodzina odwzorowan Q C J{AX | X C A}
(= M), takie, ze

€ - Ind(A) = €y Ind(A) = Ind(Z, Q).

(ii) Niech A = (A;F) bedzie algebra ogdlna, a rodzina J podzbioréw
zbioru A zawiera wszystkie zbiory M-niezalezne w 2 (tj. Ind(A, M)
C J C 24). Wéwezas istnieje rodzina odwzorowan Q C [J{AX | X
C A}(= M) taka, ze

41
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Pierwszy z tych rezultatéw pozwala umiejscowié teorie metroidéw w naszej
ogolnej teorii. Przez wybranie algebry 2 funkcjonalnie zupelnej (i zastoso-
wanie drugiego z tych rezultatéw) praktycznie kazdy rodzaj niezaleznoéci
mozna zawrze¢ w tym ogélnym schemacie niezaleznosci. W szczegélnosci
dla ustalonej algebry A = (A; F) mozna znalezé rodzine odwzorowan @ C
U{4%X | X C A} taka, ze Co—Ind(A) = Ind(™,Q). Zwréémy jeszcze
uwage na nastepujaca relacje: Q1 C Q2 C M = Ind(*d, Q2). w szczegdlnosci
Ind(A, M) C Ind(2,Q) dla dowolnej rodziny odwzorowan Q C |J{A4X |
X C A}(= M). Dla ustalonej algebry miedzy rodzinami Q odwzorowan
a rodzinami Ind(%, Q) zbioréw Q-niezaleznych istnieje interesujaca odpo-
wiedzialno$é¢ typu Galois (w sensie O. Ore). Dla rodziny ) mozna zde-
finiowaé¢ domkniecie ) jako najwieksza taka rodzine zawierajaca @, dla
ktérej Ind(™A,Q) = Ind(A, M) rodziny Q domkniete (tzn. dla ktérych
@ = Q) tworza zupelna i atomowa algebre Boole’a (por. K. Glazek 1971).
Niech H(2) = U{Hx(A) | X C A}. Zdefiniujemy Q' = (M \ Q) U
H(2). Postugujac sie przytoczona terminologia mozna uzyskaé warunki
rownowazne z dziedzicznoscia lub charakterem skonczonym rodzin Ind(2,
Q). Mamy tez wéwczas nastepujacy zwiazek miedzy charakterem skonczo-
nym a dziedzicznoscia rodzin zbioréw niezaleznych wzgledem rodzin od-
wzorowan Q i Q' :

(iii) Jesli rodzina Ind(A, Q) jest dziedziczna, to rodzina Ind(A,Q’) ma
charakter skoriczony.

W mojej pracy z 1971 r. podano warunki wystarczajace, aby dla Q-
niezaleznosci bylo prawdziwe twierdzenie o postepie arytmetycznym dla
Q-baz (tj. dla
Q-niezaleznych zbioréw generatoréw), twierdzenie o wymianie zbioréw Q-
niezaleznych itd. Zbadano tam ogdlne wlasnosci
Q—niezaleznosci w zaleznosci od doboru rodziny @ C M, oraz uzyskano
charakteryzacje réznych rodzajéw Q-niezaleznosci dla konkretnych klas al-
gebr. W szczegdlnosci zbadano te rodzaje niezaleznosci dla tzw. reduktéw
regularnych algebr Boole’a. Badania dotyczace niezaleznosci wzgledem ro-
dziny odwzorowan moga by¢ dalej owocnie kontynuowane, gdyz wylania
si¢ jeszcze wiele ciekawych probleméw i dalszych kierunkéw badan (por.
réwniez K. Glazek 1979).
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