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Streszczenie

W ostatnich latach intensywnie rozwijaja sie badania zwiazane
z klasami algebr wyznaczonymi przez réwnosci pewnej okreslonej
postaci, na przyklad przez réwnosci normalne, zewnetrznie zgo-
dne, poczatkowo zgodne, regularne i inne. Okazuje sie, ze zbiory
tych réwnosci tworza teorie rownosciowe. Znanym faktem jest,
ze zbior teorii rownosciowych danego typu jest krata uporzadko-
wana, relacja inkluzji. Kazdej teorii réwnosciowej ¥ odpowiada
wzajemnie jednoznacznie rozmaitos¢ Mod(X). A zatem zbioér
wszystkich rozmaitosci danego typu uporzadkowany relacja in-
kluzji tworzy krate (izomorficzna z krata dualna do kraty teorii
réwnosciowych danego typu).

W niniejszej pracy przedstawiono krate £(G%,) wszystkich
podrozmaitosci rozmaito$ci wyznaczonej przez réwnosci zewne-
trznie zgodne grup abelowych z eksponentem p- g, gdzie p i g sa
réznymi liczbami pierwszymi. Badania nad tym zagadnieniem
zostaly rozpoczete przez prof.K.Halkowska, a wyniki uzyskane
wspélnie z R.Koch zostaly opublikowane w pracy [5].

1 Pojecia wstepne

(i) Niech G" oznacza rozmaito$¢ grup abelowych z eksponentem 7, tzn.
rozmaito$é typu 7o : {-, !} = N spelniajaca nastepujace réwnosci:

(2) z-(y-2)=(z-y) -2
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3z (@) =1,

4) 2Tl =gyl

(5) -2~ =g",

gdzie n jest liczba naturalng wieksza od zera.

Niech Zd(7y) bedzie zbiorem wszystkich réwnosci typu 7.

Réwnos¢ ¢ = ¢ typu 79 nazywamy normalna (patrz [8], [7]) wtedy i
tylko wtedy, gdy termy ¢ i 1 sa identyczne lub zaden z tych terméw nie
jest zmienna.

Ponadto réwnos¢ te nazywamy zewnetrznie zgodna (zob. [2]) wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ona postaci ¢; = ¢; lub postaci ¢ - ¢ = 1)1 - 92 lub
qbl_l = 1/);1 dla pewnych terméw ¢y, ¢o, 11,19 typu 7.

Przez N(G") oznaczymy zbiér wszystkich réwnosci normalnych spel-
nionych w rozmaito$ci G", a przez N(719)— zbiér wszystkich rozmaitosci
normalnych typu 79. Przez £z(G") oznaczamy zbiér wszystkich réwnosci
zewnetrznie zgodnych spelnionych w rozmaitosci G", natomiast przez
Ex(1g)-zbidr wszystkich réwnosci zewnetrznie zgodnych typu 7.

2 Krata £(GET)

Niech £(GZ,) oznacza krate wszystkich podrozmaltosm rozmaitosci zdefi-
niowanej przez zbiér £z (G").
Znanym jest fakt, ze

(ii) Krata wszystkich podrozmaitosci rozmaitoéci G™ jest izomorficzna z
krata ({1,...,n — 1};|), gdzie | oznacza relacje podzielnosci.

Niech p i ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi. Z (ii) wynika, ze

(iii) Jedynymi podrozmaito$ciami rozmaitosci GP? sa nastepujace rozma-
itoéci: GP'9, GP, G7 oraz G,

gdzie G! oznacza rozmaito$é¢ trywialna typu 7g.
Krate £(GP'?) przedstawia nastepujacy diagram

g
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(iv) Aksjomatyke rozmaitosci GZ; stanowia réwnosci (1),(2),(4) i (5) dla
n = p - q oraz réwnosci

6) (z-z-z7V) 1 =g71,
(7) (z-y) -z -z =2y
Niech G}, oznacza rozmaitos¢ zdefiniowang przez zbiér N (G").

(v) Aksjomatyke rozmaitosci Gh/' stanowia réwnosci (1),(2),(4),(5) i (7)
dla n = p . q oraz r6wnosc

(8). 2 tez- 27! = &k

(vi) Aksjomatyke rozmaitosci G, spelniajacej wszystkie réwnosci zewnetrznie
zgodne typu 7p stanowia réwnosci

(10) z71 =y~ L.

Niech g}\, bedzie rozmaitoscia spelniajaca wszystkie réwnosci normalne
typu 179. Wéwczas

(vii) Aksjomatyke rozmaitosci G}, stanowi réwnosé
(11) z-y = z"L.

Rozwazmy klase algebr Mod(Ex(my) U E), gdzie E C Td(7mp). Jesli
do zbioru E nalezy przynajmniej jedna réwno$é normalna, ktéra nie jest
zewnetrznie zgodna oraz E C N (1), to Mod(Ez(mp) U E) = G},. Jedli
natomiast do zbioru E nalezy przynajmniej jedna réwnosé postaci z = ¢,
gdzie ¢ jest termem réznym od zmiennej z, to Mod(£z(1o)UE) = G'. Stad
wynika, ze

(viii) £(G},) jest krata o nastepujacym diagramie

Ges
Gir

gl
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(ix) Niech 7 bedzie typem algebr i niech A = (A4; F4) i T = (I; FT) beda
algebrami typu 7. Algebra A jest dyspersja algebry Z (zob. [9], [6])
jesli istnieje partycja {A;} zbioru A i rodzina odwzorowan {cs}scp
spelniajace warunki
(a) Cf: I— A,

(b) Cf('i) €A;dlaiel,
(c) jedli f € F oraz a; € Ag, dlai =0,...,7(f) — 1,
to fA(ao, s ar(p)—1) = cf(fZ (Ko, - kr(p)-1))-

Dla rozmaitosci typu 7 przez D(V) oznaczymy klase wszystkich dys-
persji algebr z rozmaitosci V.
Niech

(x) €Y = {K € L(Mod(Ex(V)) : Td(K) = Ex(K)},
(xi) NV = {K € LIMod(N(V)) : Zd(K) = N(K)},

gdzie Zd(V) oznacza zbidr réwnosci spelnionych w rozmaitosci V.
W pracy [3] pokazano, ze

(xii) Jesli V jest rozmaitoscia typu 7 taka, ze dla pewnego termu ¢(z)
réznego od zmiennej réwnos$é ¢(z) = z nalezy do Zd(V) oraz
Mod(Ex(V)) = D(V), to kraty EY, NV i L(V) sa izomorficzne.

Z pracy [9] wynika, ze rozmaito$§é GP'? spelnia zalozenia twierdzenia
(xii). Stad oraz z (iii) wynika natychmiast nastepujacy wniosek.

Whniosek 1 ng-q e {gp-q, gﬁfa g_‘/{[a gjlv’} oraz SQP‘Q b {gg:z?’ ggm’ gga’:’ gél'z}

0 1

Przyjmijmy oznaczenie z" = z - £~ i rozwazmy nastepujace réwnosci:
(12) z =z - =*,
(13) = = ((z*)~)~,
(14) (=)~ = ((=")™H,
(15) 20 z* = 20 - 2!,
(16) z°-z* = ((z")™)7,
gdzie k,l € Zp.q.
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W pracy [4] pokazano, ze

(xiii) Dla kazdego podzbioru E; zbioru Zd(7) istnieje skoficzony zbiér E
rownoéci jednej zmiennej typu 7y postaci (12)-(16) taki, ze
Cn(Ex(GPY) U E;) = Cn(Ex(GPY) UE).

Stad wynika, ze dla kazdej podrozmaitosci K rozmaitoéci G%J istnieje
skonczony zbiér E réwnosci jednej zmiennej typu o postaci (12)-(16) taki,
ze K = Mod(Ex(GP9) U E).

Lemat 1 Jesli k € Zy.,, to Cn(E2(GP9) U {z = z° - 2*}) = Td(G*), gdzie
s=(p-q,k—1), przy czym dla k =1 przyjmujemy (p-q,0) =p-q.

Dowdd. Jedli k = 0 lub k = 1, to wykorzystujac (i) oraz (iv) otrzymu-
Jemy natychmiast teze. Zalézmy zatem, ze k # 0 i k # 1. Dla czytelniej-
szego zapisu przyjmijmy, ze C' = Cn(Ex(GP9) U {z = z° - z*}).

Jesli s = (p- q,k — 1), to w zbiorze Z,., istnieje element a taki, ze
k —1 = a-s. Poniewaz réwnoé¢ z° = z° jest spelniona w rozmaitosci
G* zatem réwnoéé z° = z*~! réwniez jest spelniona w tej rozmaitoéci. Z
aksjomatyki rozmaitosci G* (zob. (i) dlan = s) wynika, ze nastepujacy ciag
réwnosci jest spelniony w G° : £ = 2%z = 2%~ 1.2 = 20. 2%, Zatem réwnosé
z = z° - z¥ jest spelniona w rozmaitoéci G°. Stad wynika, ze C' C Zd(G?).

Aby udowodnié¢ inkluzje odwrotna zauwazmy, ze (z° = 20 - zF-1) € C.
Poniewaz s = (p- g,k — 1), to w zbiorze Z,,., istnieja elemnty a i b takie, ze
s=a-p-q+b-(k—1). Tym samym w rozmaitosci Mod(Ex(GP9) U {z =
z° - zF}) spelniony jest nastepujacy ciag réwnosci: z° = g@Pe=b(k-1) —
goPIghk=1) = (gPra)a . (gb-1)b = (£0)a. (z0)% = 20 . 20 = 20, Stad otrzy-
mujemy, ze réwnoé¢ ° = z° nalezy do Cn(Ex(GP9) U {z = 2° - z*}). Za-
uwazmy, ze nastepujacy ciag réwnosci jest réwniez spelniony w zbiorze C :
=120 25 =20 2F 1.2 = 20.20. 5z = 20. 2. Pozostale réwnosci aksjoma-
tyzujace rozmaitos¢ G° sa zewnetrznie zgodne, tym samym dowéd inkluzji
odwrotnej zostal zakonczony.

Lemat 2 Jesli k € Z,.4, to Cn(Ex(GPI) U {z = ((z*)~1)~1}) = Zd(G*),
gdzie s = (p-q,k — 1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p - q,0) =p-q.
Dowéd lematu pominiemy, gdyz jest analogiczny do dowodu lematu 1.

Z lematéw 1 i 2 wynika nastepujacy wniosek
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Whniosek 2 Jesli E jest zbiorem réwnosci jednej zmiennej typu 1o i réwnosé
¢ = 1 jest postaci (12) lub (13) nalezy do E, to Mod(Ex(GPY) U E) €
L(GP9).

Lemat 3 Jesli k,l € Z,.q, to Cn(Ex(GP ) U{z? - ¥ = 20 - 2'}) = £2(G*),
gdzie s = (p-q,k — 1), przy czym dla k = | przyjmujemy (p-q,0) =p - q.

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie lematu 1 oznaczmy
C =Cn(Ex(GP)U{z® 2% = 2°.2'}). Niech s = (p-q,k—1). Jedli k = I, to
dowdd jest oczywisty. Zaldézmy zatem, ze k # [. Z okredlenia s wynika, ze
w zbiorze Z,., istnieje element a taki, ze s-a = k —[. Réwnoéé z° = 20 - z°
jest spelniona w rozmaitosci G§,, a zatem réwnoéé z° = z° - %° réwniez
jest spelniona w tej rozmaitosci. Ostatecznie otrzymujemy, ze réwnosé
z° - zF = 20 . z! nalezy do zbioru £z(G°) a tym samym pokazaliémy, ze
£ C Ex(G").

Aby udowodnié inkluzje odwrotna zauwazmy, ze réwnosci z° - z°
29279, 2. 2F = 20. 2! naleza do zbioru C. Zatem réwnoéé z°-2° = z0. 7%~
réwniez nalezy do tego zbioru. Z okreslenia s wynika, ze w zbiorze Zp., ist-
nieja elementy a i b takie, ze a-p-q+b- (Il — k) = s. Poniewaz réwnosci
(9: ) (x -zF=1)b i (29)@ = (20 2P'9)% naleza do zbioru C zatem réwnosci

= g0 . gb(=k) § 20 = 20 . £9P9 réwniez naleza do tego zbioru. Stad

réwnosé 10 z0 = z0. zoP9. g (k1) palezy do zbioru C. Pokazaliémy zatem,
ze réwnosé 2020 = £0. 24P 9+0(1=k) palesy do zbioru C co jest réwnowazne

temu, ze réwnosé z° - z° 0

0

-x° =z - £° réwniez nalezy do zbioru C. Tym samym
dowdd lematu zostal zakonczony.

Lemat 4 Jesli k,l € Zp.q, to Cn(Ex(GP) U {((z*)71)! = ((«})~H)71}) =
Ex(G®), gdzie s = (p-q,k — 1), przy czym dla k = | przyjmujemy (p-q,0) =
p-q.

Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzedniego lematu.

Z lematow 3 i 4 wynika nastepujacy wniosek
Whniosek 3 Jesli E jest zbiorem réwnosci postaci (14) lub (15),
to Mod(Ex(GPI)UE) € £9°7,

Z wnioskéw 2 1 3 wynika, ze interesujace sa te klasy algebr

Mod(Ex(GP7) U E), dla ktérych do zbioru E nalezy conajmniej jedna
réwnosé postaci (16) i nie nalezy zadna réwno$é postaci (12) lub (13).
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Wzorujac sie na pracy [5] wprowadZmy oznaczenie
(xiv) C* = Mod(Ex(G™) U {z? 2% = ((z°)~1)1}),
dlan € N,n > 0.

Zauwazmy, ze C' = G}/.

W pracy [5] udowodniono nastepujacy warunek

(xv) GN C#C" C G2, oraz
Gn £CM £ G dlan > 2.

Lemat 5 Mod(£z(G*) U {z~! 2% =z71}) = G§..

Dowéd. Oczywistym jest, ze £2(G*) U {z~! - z° = z71}) C N(G?).
Inkluzja odwrotna latwo wynika z aksjomatyk rozmaitosci G¢, oraz G§,
(patrz réwnosci (1),(2),(4),(5)-(8) dla n = s.)

Lemat 6 Jesli |l = 0(mod(k —l,p-q)), to
Cn(Ez(GP ) U {z° - zF = ((z))™1)"1}) = Cn(Ex(G*-tP D) U {20 - 20 =
((2%)"1)1}).

Dowéd. Przyjmijmy C; = Cn(Ex(GPI) U {z° - z* = ((z)~1)!}) oraz

Cy = Cn(Ex(GR-tr ) U {20 20 = ((2°)~1)~1}). Niech I = O(mod(k —I,p-
q). W zbiorze Zp.q istnieje element a taki, ze a - (p- g,k — 1) = [, zatem

réwnosé z0 - 0 ((:c )=1)~! nalezy do C3 co implikuje,ze réwnosé z° - 2! =
((z")~1)~! nalezy do C,. Stad oraz z tego, ze réwnosé z° - 20 = z0 . g+~
nalezy do Cy wynika, ze réwnoéé z° - zF = ((z!)~!)~! réwniez nalezy do
tego zbioru. Latwo widaé, ze réwnosé z° = 2?7 nalezy do Cs.

Pokazaliémy wiec, ze C7 C ().

Inkluzja odwrotna jest oczywista.
Z powyzszego lematu wynika nastepujacy wniosek

Whniosek 4 Jesli | = 0(mod(k —I,p - q)), to
Mod(Ex(GPI) U {z° - zF = ((z)~1)~1}) = clrak-0),

Wprowadzmy oznaczenie

(xv) PLEket = Mod(Ex(Gm) U UL {a° - 2k = ((a%)~1)~1)).
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Lemat 7 Jesli ky,...,ks sa elementami zbioru Z, oraz dla pewnego i €
{1,..,8} (ki,n) =1, to PAF*} =gn diane Nn>o.

Dowéd. Niech C = Cn(Ez(G™) UUL{z° - ¥ = ((z*)~1)~1}). Oczy-
wistym jest, ze C C N(G™"). Aby udowodni¢ inkluzje odwrotna wystarczy
pokazaé, ze réwnos¢ z7! - 20 = 27! nalezy do C.

Przypusémy, ze (k;,n) = 1 dla pewnego 7 nalezacego do zbioru {1, ..., s}.
Woéwcezas w zbiorze Z, istnieja elementy a i b takie, ze ag;, +b-n = 1. Po-
niewaz (z° - z% = ((%)~1)71) € C, to 20 - z%% = ((z2%)~1)~1 € C.
Stad otrzymujemy, ze z° -z = ((z!7"?)~1)~! € C co implikuje, ze
(2° -z = (z~')~!) € C. Podstawiajac w ostatniej réwnosci 27! za = otrzy-
mujemy, ze réwnoéé z°-z7! = 27! nalezy do C. Tym samym dowdéd lematu
zostal zakonczony.

Twierdzenie 1 Jesli E jest zbiorem réwno$ci postaci (12)-(16),
to Mod(Ex(GP7) U E) jest jedng z nastepujgcych rozmaitosci:

(xvii) G2J,GE., G2, G, CP,CP,CY, PiHT, PR} P,
g‘ﬁ}q7 g_ﬁ/’) g.K[) g}i{, gpq) gp) gq, gli

Dowéd. Niech E C Zd(7) i niech V = Mod(Ex(GP?) U E). Wéwczas
zachodzi jeden z nastepujacych przypadkéw:

(1) EC &xz(r),
(2) do zbioru E nalezy conajmniej jedna réwnosé¢ postaci (12) lub (13),

(3) do zbioru E nalezy conajmniej jedna réwnos¢ postaci (16) i zadna
réwnosé¢ ze zbioru E nie jest postaci (12) lub (13).

Dowody dwéch pierwszych przypadkéw sa oczywiste. Pierwszy wymnika z
wniosku 3, natomiast drugi z wniosku 2 i z warunku (iii).

Aby udowodnié¢ przypadek (3) zalézmy, ze zadna réwnos¢ nalezaca do
zbioru E nie jest postaci (12) lub (13) oraz, ze przynajmniej jedna réwnos¢
nalezaca do zbioru E jest postaci (16). Zatem zbiér E jest skonczonym
zbiorem réwnosci postaci (14)-(16). Mozemy go przedstawi¢ w nastepujacy
sposdb:

E = E; U Ey U Ej3, gdzie
By = {((e")=2) b= ()Rl (@) e (dh) Y ),

By = {20 - ghe+r = g0 . ghetr | g0 . ghr = 0. glr}
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By = {2 gbrt = ((zlr+1) )1, a0 gks = ((zle)~1)1).

Zbiory E; i E3 moga oczywiscie byc puste, natomiast zbiér E3 jest niepusty.
Wprowadzmy oznaczenie w = (k; — ly,...,ks — ls,p - q), przy czym, jesli
ki = i, to przyjmujemy k; —l; = p-q. Latwo widaé, ze jesli p i ¢ sa réznymi
liczbami pierwszymi, to w € {1,p,¢,p - g}. Jesli w = 1 to z warunku (viii)
otrzymujemy, ze V = Gj,. Jesli natomiast w = p, to w zbiorze {1, ..., s}
istnieje element 4 taki, ze (k; — l;,;p - ¢) = p. Jedli natomiast j # i, to
kj =1 lub (kj — l,p- q) = p. Stad oraz z tego, ze k; = I;(mod(p - q,k — 1)
otrzymujemy, ze') = Cn(&c(g” YU E) UEy U {20 glr+Umodr) =
((zlr+mod@))=1)=1 70 . pls)mod(p) = ((zlbs)Imod(p))=1)=1,

ofsia? = xPY). Niech mi = (Lrti)mod(p) dla i =1,...,s —r. Jesli (m;,p) = 1,
to z tego, ze réwnogé z° - z™ = ((z™)~1)~! jest spelniona w rozmaitosci
wynika, ze réwnoéé z0 - z7! = 7! jest réwniez spelniona w rozmaitosci
V. Z lematu 5 otrzymujemy, ze V = G},. Jesli natomiast (m;,p) # 1, to
oczywidcie (m;,p) = p. Wykorzystujac wniosek 4 otrzymujemy, ze V Cp

Dowéd dla w = g przebiega podobnie jak wyzej.

Zalézmy traz, ze w = p - q. Latwo wéwczas widaé, ze k; = [; dla
© € {1,...,s}. Jesli (ki,p-q) = 1 dla pewnego i € {r + 1,...,s}, to na
mocy lematu 6 otrzymujemy natychmiast, ze V = G4/7. Zalézmy zatem, ze
(ki,p - @) # 1 dla kazdego ¢ nalezacego do zbioru {r + 1,...,s}. Wéwczas
(ki,p-q) € {p,q,p - q} i z okredlenia (xvi) latwo wynika, ze V jest jedna z

nastepujacych rozmaitosci: Pp.q, Pp.q, Phd

Twierdzenie 2 Kazde dwie rozmaitosci wymienione w punkcie (xvii) sa
rézne.

Dowdd. Oczywiste sa nastepujace inkluzje: G' C GG C Gl G
Gl C C" C GE,, oraz GP9 C G&7 C P} ¢ pla) € cra C GEI, a
takze inkluzje C™ C P,E q} dla r € {p,q}. Dowdd, ze inkluzje te s3 wladciwe,
ograniczymy do przypadku dla rozmaitosci P;.q} i CP? konstruujac algebre
nalezaca do rozmaitosci C?? i nienalezaca do rozmaitosci ’P;.’;}. Dla pozo-
stalych par rozmaitosci dowdd przebiega analogicznie.

Rozwaimy grupe Z, = (Zp.q;+,—) 1 algebre
({0 1,..,p",p7, .., p-g—1}; +, —) bedaca nastepujaca dyspersja grupy 2, :

{z} dla i€{0,1,.,p—1,p+1,..,p-q—1},
pr ={p*,p7},
c+(i) =c-(i) =1 dla'i #P oraz C+(P) =pTc_(p)=p".
Widaé, ze réwosé z° ((:z:o) 1)~1 jest spelniona w tej algebrze, nato-
miast réwnogé z0 - :c” R ((mp) 1)~1 nie jest spelniona dla z = 1.
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Twierdzenie 3 Jesli V jest podrozmaitosciq rozmaitosci G%,, to jest ona
jednq z rozmaitosci podanych w warunku (xvii).

Dowd6d wynika bezposrednio z twierdzenia 1 oraz z warunku (xiii).
Bezposrednio z powyzszych twierdzen wynika nastepujacy wniosek

Whiosek 5 Krate L(G2)) wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci GE.l przed-
stawia nastepujacy diagram.
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