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W pracy wyznaczono ciag logik posrednich, ktére sa otrzymane jako
zawartosci (t.j. zbiory formul prawdziwych) krat idealéw w przeliczalnych
algebrach Boole’a.

Dla dowolnej algebry Boole’a A, zbiér Id A wszystkich idealéw algebry
A, z czedciowym porzadkiem wyznaczonym przez inkluzje, tworzy krate

zupelna. Krata ta jest Iofo—dystrybutywa.na, tj. w IdA zachodzi wzoér:
aAVB =\V{aAb: be B}, da {a} UB C IdA, a zatem IdA two-
rzy (zupelna) algebra Heytinga, ktéra tez bedziemy oznaczaé przez IdA.
Kres dolny idealéw I, J jest czeScia wspdlna I N J, kres gérny I, J - naj-
mniejszym idealem zawierajacym I oraz J, zas relatywne pseudodopelnienie
I=J=V{K e€ldA : KNI C J}. Zerem IdA jest ideal {0} zawie-
rajacy tylko O - zero algebry A, za$ pseudodoplnienie I, —I = I = {0}.
Przez E(IdA) oznaczamy zbiér wszystkich formul logiki zdan (w jezyku
zdaniowym L ze spéjnikami —,A,V, ), ktére przyjmuja wartos¢ 1 dla
kazdego wartosciowania formul w algebrze Heytinga IdA, czyli zawartosé
IdA. Wtedy E(IdA) jest zbiorem zawierajacym zbiér INT tez intuicjo-
nistycznej logiki zdaniowej i1 — dla nietrywialnej algebry A — zawartym w
zbiorze tez klasycznej logiki zdaniowej KRZ tzn. INT C E(IdA) C KRZ
Problem zawartosci kraty idealéw pierscieni Boolowskich byt juz rozwazany
przez A. Tarskiego w [6]. Pokazal on w szczegélnosci, ze

Twierdzenie.l. (por. [6]) E(Id A) = INT, dla przeliczalnej i wolnej
algebry Boole’a A

Twierdzenie.2. (por. [6]) E(Id A) = KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
algebra Boole’a A jest skonczona. Tarski podal tez przyklad pierscienia
Boolowskiego R takiego, ze INT # E(Id R) # KRZ.

Powstaje pytanie: Jakie logiki posrednie mozna otrzymac jako za-
wartodci E(Id A) kraty idealéw dla pewnych algebr Boola A? Odpowiemy
na to pytanie w przypadku, gdy A jest przeliczalna algebra Boole’a. Po-
kazemy, ze istnieje przeliczalny ciag (lancuch) logik posrednich P,, n € IN
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takich, ze sa one zawarto$ciami krat idealéow przeliczalnych algebr Boole'a.
Logiki P, sa znane: P, to najmniejsza logika tzw. n-tego slice’u w sensie
Hosoi-Ono, por. Ono [4].

Bedziemy tez rozwazadé rodziny O(X) wszystkich otwartych podzbioréw

przestrzeni topologicznej X. O(X) z czeéciowym porzadkiem danym in-
kluzja tworzy (zupelna) algebre Heytinga, gdzie dzialaniami kreséw sa suma
iiloczyn zbioréw, zas U = W = int (X \U)U W), -U = int (X \ U),
0 = oraz 1 = X. A. Tarski udowodnil [6], ze E(O(X)) =INT, dla kazdej
przestrzeni X metrycznej w sobie gestej. Bedziemy korzysta¢ z dualizmu
Stone’a tj. odpowiedniosci pomiedzy kategoria algebr Boolea a kategoria
O-wymiarowych zwartych przestrzeni Hausdorffa. Jezeli A jest algebra Bo-
olea, to odpowiada jej przestrzen Stone’a St(A); podobnie, jezeli X jest
O-wymiarowa zwarta przestrzenia Hausdorffa, to odpowiada jej algebra Bo-
olea zbioréw domknieto-otwartych ClOp(X).

Lemat 1. Kraty (algebry Heytinga) IdA oraz O(St(A)) sa izomor-
ficzne, stad E(Id A) = E(O(St(A))).

Lemat 2. (por. [5])

a) Jezeli Y jest otwartym podzbiorem przestrzeni X, to
E(O(X)) € E(O(Y))

b) Jezeli f : X — Y jest odwzorowaniem ciaglym i otwartym prze-
strzeni X na Y, to E(O(X)) C E(O(Y)) (bo F(U) = f~ U] jest
zanurzeniem O(Y) w O(X)).

Szczegdlnym przykladem topologicznej algebry Heytinga jest taka, ktora
mozna otrzymaé z drzew (K, <) modeli Kripkego. Topologia zbioréw otwar-
tych O(K) na (K, <) sklada sie ze zbioréw ,,domknietych w gére” tj. takich
W,zejeSlip>qe W, tope W, dlap,g € K. Zachodzi pewne wzmocnie-
nie Tw.1

Twierdzenie 3: E(IdA) = INT, dla przeliczalnej algebry Boole’a A,
nie bedacej algebra atomowa.

Dowéd. O(St(A)) jest wtedy przestrzenia metryczna, ktéra zawiera
podzbiér otwarty w sobie gesty, a wiec mozna skorzysta¢ z Lematu 2.a).

Zauwazmy, ze odwrotne twierdzenie nie zachodzi dla dowolnych algebr
Boolea: bezatomowa algebra A zbioréw regularnie otwartych na odcinku
[0, 1] liczb rzeczywistych jest zupelna oraz E(IdA) # INT.
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Pochodna Cantora-Bendixsona algebry Boolea. Znane jest pojecie po-
chodnej Cantora-Bendixsona X¢ przestrzeni topologicznej X okreslane;
jako zbiér punktéw skupienia przestrzeni X. Przez indukcje okresla sie
pochodna Cantora-Bendixsona rzedu «, dla a € On, tj. dowolnej liczby
porzadkowej oz X0 = X, X(atl) — (x(@))d XN = N{X©@) . o < A},
dla liczby porzadkowej granicznej A. Analogicznie do E(Id A) okreslamy
zbiér formut prawdziwych E(O(X)) w przestrzeni topologicznej X. Te-
raz, okreslamy za S.Koppelberg [2], okreslamy przez indukcje pochodng
Cantora-Bendizsona rzedu o, A A,, dla @« € On. Dla dowolnej algebry
Boolea A niech I4r (A) bedzie idealem w A generowanym przez atomy
A. Okreslamy przez indukcje ciag idealéw I, algebry A. Jedli I, zostal
okreslony, to polézmy A, = A \ I, (jest to pochodna Cantora-Bendixsona
algebry A rzedu «) i niech 7, : A — A, bedzie homomorfizmem kanonicz-
nym. Definivjemy Io = {0}, Tas1 = 751 Lar(Aa)l, In=U{ Lo : @ < A}.

Wiasnosci:

La Jo & Xaw1s

2. Istnieje liczba porzadkowa « taka, ze I, = I,4.

Algebra jest superatomowa, jezeli jest atomowa i kazdy jej obraz homo-
morficzny jest algebra atomowa. Dualizm Stone’a dostarcza nastepujacej
réwnowaznosci: A jest superatomowa < przestrzen Stone’a St(A) algebry
A jest przestrzenia rozproszona (tj. nie zawiera podzbioru w sobie gestego),
por. [2].

Definicja ciagu logik: P, = INT +F,, tj. P, jest rozszerzeniem intui-
cjonistycznej logiki zdan o formule P,, domknietym na reguly odrywania i
podstawiania, dlan > 1, n € IN,
gdzie,

Pi=p1V-p1, Poy1 =001V (Pni1 = Pa)

Wiadomo (Ono [4]), ze
(%) @ €INT & dlakazdego n>1, p € Py.
Lemat 3. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X i dowolnego warto-
Sciowania v : L = O(X)
a) v(P)CX\XM, dlan>1.
b) wo(P,) =X\ X™ dlan>1,dla pewnego vg. i dla dowolnej

T) — przestrzeni rozproszonej X.
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Twierdzenie 2. Jezeli n—ta pochodna Cantora-Bendixsona przestrzeni
X znika, tj. X(®) = 0§, to P, € E(O(X)). Ponadto, jezeli X jest T| — prze-
strzenia rozproszona, to implikacje mozna odwrdécic.

Dowéd wynika bezposrednio z Lem. 3. .

Whiosek 1: Jezeli X jest T7 — przestrzenia rozproszona i F(O(X)) =
P,, to X" £ i xC+1) =g

Lemat 4. Dla dowolnej przestrzeni zwartej metrycznej X, jezeli
XM £ i x(+) = ¢ to E(O(X)) = Ppyy, dlan > 0.

Dowéd: Udowodnimy C. Skorzystamy z tw. Mazurkiewicza-Sierpin-
skiego [3] mdéwiacego, ze kazda zwarta rozproszona przestrzen spelniajaca
1-szy aksjomat przeliczalnosci jest homeomorficzna z przestrzenia wyzna-
czong przez przeliczalna zwarta liczbe porzadkowa, tj. liczbe postaci w™ -k+1
z topologia interwalowa, gdzie (n, k) jest para charakterystyczna przestrzeni
X. Poniewaz w™ -k + 1 jest suma k roziacznych domknieto-otwartych kopii
w™+1, wystaczy rozwazy¢ w"+1. H. Ono [4] udowodnil, ze dla formuly zda-
niowej w in > 0: ¢ € Ppy1 & Viu>10 jest prawdziwe w drzewach Kripkego
Ryt1m o tj. ¢ € E(Rpt1,m), gdzie drzewa Ry, ,, sa okreslane dla dowolnego
m > 1 przez indukcje wzgledem n > 1, R;,, = S; (drzewo jednopunk-
towe), Rntim = S1 T (Rpm)™ (por. [4]). Mozna pokazaé¢ indukcyjnie
wzgledem n > 0, ze dla dowolnego m > 1 istnieje odwzorowanie ciagle i
otwarte z w"™ +1 na drzewo Ry, 41 m, gdzie topologia na drzewie sklada sie ze
zbioréw ,,domknietych w gére”. Zachodzi takze E(O(Rnm)) = E(Rnm).
Stad E(O(w" + 1)) C E(Rnp+1,m) dla dowolnego m > 1. A zatem

E(O(X)) C E(Rp41,1) N... N E(Rpt1m) N E(Rpy1m+1) N... = Ppyy

Z tego dowodu i z Tw.2 wynika
Whniosek 2: E(O(w" +1)) = Ppyq dlan >0.

Whniosek 3: Dla dowolnej przestrzeni metrycznej zwartej 1 rozpro-
szonej X idlan > 1: BE(O(X)) =P, & X® =0 i X+ £ §. Wynika
to natychmiast z Wn.1 i Lem.4. Nastepujace twierdzenie (oraz Wn.3) jest
charakteryzacja w jezyku logiki zdaniowej (tj. w jezyku rzedu 0) znikania
n—tej 1 nie znikania (n — 1)-szej pochodnej Cantora-Bendixsona algebry
Boolea A (analogicznie: przestrzeni metrycznej zwartej rozproszone;j).

Mozna je tez traktowaé jako twierdzenie o pelnosci dla logik P,.
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Twierdzenie 3: Jezeli A jest przeliczalna i superatomowsa algebra
Boole’a, to dla kazdego n > 1:
E(Id A) = P, & A, jest trywialna i A,_; jest nietrywialna algebra

Boole’a. Jest to Wn.3 przeformulowany poprzez dualizm Stone’a !.

Whniosek 4.

a) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej zwartej i rozproszonej X, jezeli
XM £ ( dla kazdego n € IN, w szczegélnosei X (@) £ ( dla a > w, to
E(O(X)) = INT.

b) Dla dowolnej przeliczalnej i superatomowej algebry Boole’a A, jezeli
A, jest algebra nietrywialng dla n € IN, w szczeg6lnosci A, jest
algebra nietrywialng dla a > w, to E(Id A) =INT.

Dowéd. a) Z tw. Mazurkiewicza-Sierpinskiego przestrzen X jest
homeomorficzna z w® - k + 1, dla pewnej przeliczalnej liczby porzadkowe]
ain € IN. Wtedy kazda w™ + 1 jest otwartym podzbiorem przestrzeni
w® -k + 1. Zatem, stosujac Lemat 2a) Wn.2 i (x) mamy:

EOw:(k+1) CE@w+1)NEwW +1)NEw?+1)N...=INT.
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'Przedstawione do tego miejsca rezultaty byly prezentowane w [1].



