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Wiestaw A. DUDEK

O (i, j)-tacznych n-quasigrupach

Niepusty zbiér G z jedng n-arng operacjg f: GG gdzie n = 2, na-
zywamy n-grupoidem i oznaczamy symbolem (G, f). Dla przejrzystosci
zapisu bedziemy uzywa¢ nastepujgcych oznaczen, zamiast

£(x1, %2, -y Xiy Xy oory X, Kidst1, Xits+2 o) ¥n)

s razy

(s)
I¢s1 ), TOZumiejac, ze symbol x dla s<C0 jest
symbolem pustym. Podobnie zakladamy, ze x] jest symbolem pustym
gdy j<<i oraz gdy j przekroczy najwiekszy dopuszczalny w danym wy-
razeniu wskaznik.

(s)
pisa¢ bedziemy f(x}, x, x

Wyrazenie postaci

E(E(..E(E(xT ) XR5T Do o) XGRSO 1)

I razy

oznacza¢ bedziemy symbolem fg, (xI®—D+ ) i nazywa¢ bedziemy prostg
iteracja lub diugim iloczynem n-arnej operacji f.

Méwimy, ze n-grupoid (G,f) spelnia prawo (i, j)-tacznosci jesli przy
ustalonych 1 <<i<<j<{n réwnosé

E(mS0 (il a2ty — (e a1 e

jest spelniona przez dowolne elementy x;, Xy, ..., Xon—1 € G.
n-grupoid spetniajacy prawo (i, j)-tacznosci dla dowolnych i, j €{1,2,...,n}
nazywamy n-poéigrupg.

Z kolei n-grupoid (G, f) w ktorym dla kazdego i=1, 2,..,n oraz dla
dowolnych elementéw ao, ay, ..., an € G istnieje dokladnie jeden element
x; € G taki, ze f(al™, x;, al,, )=a, nazywamy n-quasigrupa. Za$ n-quasi-
grupe bedgcg jednocze$nie n-péigrupa nazywamy n-grupg.
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Latwo zauwazy¢, ze w przypadku n=2 otrzymamy odpowiednio: gru-
poid, pélgrupe, quasigrupe i grupe. Rowniez lupa ma swoja n-arng ana-
logie. Jest nia n-quasigrupa (G,f) w ktoérej istnieje element e, zwany
n-arng jednoscig lub elementem neutralnym dzialania f, taki, ze
£( ‘(;,1) x; (ne l))=x dla kazdego x € G oraz i=1, ..., n.

Jak wiadomo [1], n-grupy moga nie mie¢ elementu neutralnego, a te
ktore majg sg nieciekawe, gdyz ich operacje sg diugim iloczynem ope-
racji pewnej grupy binarnej o tym samym no$niku.

Podang aksjomatyke n-grupy mozna ostabi¢. Post zauwazyl [5], ze
n-polgrupa bedzie n-grupa, jesli zada¢ istnienia rozwigzania (bez jedno-
znacznosci) réwnania f(aj=, x;, af,, )=a, dla dowolnych a,, aj, ..., an €G,
i=1 oraz i=n, lub dla pewnego i=2, ..., n—1.

Natomiast E. Sokolow udowodnil [6], ze n-quasigrupa jest n-grupg,
jeSli spelia prawo (i,i+1)-lacznosci dla pewnego i=1, 2, ..,n—1. Dla
n-quasigrup z niepustym centrum, tzn. posiadajacych element a taki, ze
@Dy =Fxl e X ) dla i=2,3,..,n oraz dowolnych Xy, ..., X € G,
ostatni wynik mozna znacznie wzmocnic.

Zanim to uczynimy, udowodnimy pomocnicze lematy.
Lemat 1. n-grupoid (G, f) jest (i, j)-taczny wtedy i tylko wtedy, gdy n-gru-
poid dualny (G, g) z operacja zadang wzorem
8(x7) =1(Xn, Xn—1, Xn—p, -y X3, X3, Xy)
jest (i*, j*)-taczny, gdzie i*=n—j+1 oraz j*=n—i+1.

Dowdd. Pokazemv ze z (i, j)-tacznosei (G, f) wynika (i*, j*)-facznosé (G, g).
Poniewaz i* j*=n—i+1, wiec

8= ‘lj‘j 4 g(xi‘L‘JL 1) 3 ’nﬂﬂ)t
= on 1, s Xongin, E®ongy o Xngin)s Xngy o X)) =
= (R e Xanitons s E(Xanisy o; X ) RS X1)=
=g(xi 8T, ) Ty

Z powyzszych réownosci wynika takze, ze (i* j*)-lacznosé (G, g) pociaga
za sobg (i, j)-lacznos¢ (G, f).

Lemat 2. (i, j)-lgczna n-quasigrupa z niepustym centrum jest (1, n)-taczna.
Dowéd. Niech j=i+k dla pewnego k =1 oraz niech c;, ..., ¢, beda ele-
mentami nalezgcymi do centrum tej n-quasigrupy. Pokazemy najpierw,

ze n-grupoid (G,f) spelniajacy zalozenia jest (1,i+k)-lgczny. Rzeczy-
wiscie, dla 1 <i<<1-k otrzymujemy
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co na mocy jednoznacznosci rozwigzania daje (1,i-+k)-tgcznose.
Dlai=1+k, mamy 1<k <Ci—1 oraz

Tlodi (o I e ) s
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Cliit1) =

skad otrzymujemy (i —k, i)-tgcznosé. A poniewaz n-quasigrupa (G, f) jest
z zalozenia (i, i+Kk)-lgczna jest wiec rowniez (i—k, i+k)-tgczna. Kladge
r,=i—k, r;+s;=itk, dostajemy s,=2k. Jesli r, <1l-+s,=1+2k, to
z pierwszej cze$ci dowodu otrzymujemy (1, r;+s;)-tacznose, a dokladniej
(1,i+k)-tacznos¢. Jesli ry = 1+s;, to n-quasigrupa (G, {) jest (r; —s;, 11)-
-fgczna, tzn. (i— 3k, i—k)-lgczna — co razem z (i—Kk, i)-tgcznoscig
daje (i— 3k, i)-lacznosé. Podstawiajac teraz r,=i— 3k, r,+s,=i, otrzy-
mujemy s,=4k. Skad wynika (1, r,+s,)-tacznos¢, tzn. (1,i+k)-lgcznosce
dla r, <1-s,. Przypadek r,=1-s, rozpatrujemy podobnie jak przy-
padek r; = 1+s;.

Kontynuujge ta procedure zbudujemy ciagi r; >1,>1r;> .. oraz
s, <s,<<sy;<<...Poniewaz dla i=1+k istniejg naturalne s i r takie,
ze i=sk+r, gdzie 0 <<r <k, wigc po n krokach otrzymamy r,=i—tk <<
<1-+s,. A ten przypadek daje (1,i+k)-lacznos¢é. Tak wiec otrzymujemy
(1, i+k)-tgcznose réwniez w przypadku i = 1+k.

2 — Prace naukowe 4/81
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Rozpatrzmy teraz n-quasigrupe (G, g) zadang wzorem gx! )=
=f(Xp, Xn-1, .- X2, X9)- Z (i, 1+k)-tacznosci n-quasigrupy (G,f) wynika
(i*, j*)-tgczno$¢ n-quasigrupy (G, g), gdzie i*=n — (i+k)+1, j*=n—i+1.
Ale j*=1i*+k, wiec (G, g) jest (i*, i*-+k)-laczna i ma niepuste centrum, co
na mocy poprzedniej czesci dowodu daje (1,i*-+k)-tacznos¢. Stad za§ wy-
nika (i, n)-facznos¢ n-quasigrupy (G,f). Zatem n-quasigrupa (G, f) jest
(1,i+k), (i, i+k) oraz (i, n)-taczna — jest wiec (1, n)-taczna.

Twierdzenie. (i, j)-taczna n-quasigrupa o niepustym centrum jest n-grupg.

Dowdéd. Z poprzedniego lematu wiemy, Ze n-quasigrupa speiniajgca nasze
zalozenia jest (1, n)-laczna. Pokazemy, ze jest rowniez (1, k)-igczna dla
dowolnego k=2, 3,..,n— 1. W tym celu wybierzmy elementy e,, ..., e,
nalezagce do centrum n-quasigrupy (G,f). Wykorzystujac (1, n)-tacznose
otrzymamy:

SR S

=f(hlel =l i) st e L) e el =

=t Ne ) ol (I ) S nt ==

=fi(xy, el

T Henmy e e e T 2 ) =

n+k

=f(x;, €22, f(xft, HPRL), 32, e, )=

fi

1(f(x,, e 172, %5), xg 7, f(xpHEL), x50, e )=

=H(f(xy Xo et RIS LR (k) Btial Rel S ) S

=H(zy, X e, Hen—y, =t SEIEEL) xinl e )=

=R el iSRS St Re ey e )
Kontynuujac powyzsza procedure dojdziemy do wyrazenia
ey ep ™, EEGRT™T), 3R eiTin)

z ktorego otrzymamy
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=Mk, er bt HapHt, e, HEEL St )=
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=1l el I (TSl e a )i ixinalin vela o)) =
=f(x§ , e}, fxRT, f(enw XP 10T

Sk et SR AT il

Powtarzajac powyzsze przeksztalcenia otrzymamy
it s f&on—y, e ) =10, B(EE), ef )=

={(f(xD=1, £(x1)), enl)=f(en—t, f(E(x2 ), x21)).

n+1
Ostatecznie wiec mamy réwnosc

et et e dieh), iy,

z ktorej na mocy jednoznaczno$ci rozwigzania dostajemy

(e S I (el S I e T = £ (xS
co dowodzi (1, k)-tacznosci n-quasigrupy (G, £).
Tak wiec twierdzenie zostalo udowodnione.

Whniosek. n-quasigrupa (G, f) z niepustym centrum jest n-grupg wtedy
i tylko wtedy, gdy jest (i, j)-laczna.

W pracach [2], [3] i [4] podano inne warunki konieczne i wystarcza-
jace na to by n-quasigrupa (a nawet n-grupoid) byla n-grups. W [2]
podano réowniez warunki ktére wymuszajg przemiennosé n-grupy.
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W.A. Dudek
ON (i, j)-ASSOCIATIVE n-QUASIGROUPS
Summary

In this paper we prove that every (i, j)-associative n-quasigroup (n=2) with
a non-empty center is an n-group.
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