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O aksjomatyzacji Gentzena
reduktow logik wielowartosciowych

W pracy przedstawione jest pewnego rodzaju gentzenowskie ujecie
dowolnego reduktu logik wielowarto$ciowych. Sekwent zdefiniowany jest
tu jako uporzadkowana n-ka zbioru formul. System sklada sie z aksjo-
matéw i regul, dajac v calosci pewne podobienstwo do systeméw logicz-
nych Gentzena.

Przedstawiona tu aksjomatyzacja jest dualnym ujeciem tzw. logiki
drzew skonczenie generowanych opracowanej przez S.J. Surme w [2] i [3]
i w pracy [1].

W ujeciu Gentzena nie korzysta sie z zadnych rozszerzen jezyka o do-
datkowe funktory niezbedne w logice drzew. Pojecie sekwentu definiuje
sie w oparciu o pojecie zbioru. Jesli sedno zagadnienia metody drzew
sprowadza sie do pewnego uogdélnienia zasady sprzecznosci to punktem
wyjscia w metodzie Gentzena jest pewne uogoélnienie prawa wylgczonego
$rodka. Sg to jedynie analogie do odpowiednich praw w logice dwuwar-
tosciowej. W logice dwuwartosciowej sekwent mozna traktowac jako
uporzadkowanga pare zbioréw formul. Naturalnym uogélnieniem sekwentu
dla logiki n-warto$ciowej bedzie uporzadkowana n-ka zbioréw formul.

Niech N oznacza zbiér liczb naturalnych i niech V={p;:i €N} bedzie
zbiorem wszystkich zmiennych zdaniowych, oraz niech F oznacza dowol-
ny m-argumentowy spojnik zdaniowy.

Jezykiem nad alfabetem {p;:i€N} v {F} jest algebra abstrakcyjna
S=(S,F) wolno generowana przez zbiér {p;:i €N}, gdzie zbiér S jest
zdefiniowany nastepujaco:

Soz{pi 2l 6 N}

Skti=SkYdxs NV x=Fxx,.. %5}

S s S ST

S=u{Sx:k €N}

Elementy zbioru S nazywamy formulami zdaniowymi lub krotko for-
mutami.

Niech E=(E, f) bedzie skonczona algebra gdzie f: E®E.



Bez szkody dla ogélnosci zagadnienia mozemy przyjaé¢ ze E={1,2, 3,
.., n}. Niech zbiér E¥ C E bedzie zbiorem wartosci wyréznionych tj. niech
np.:

E*={p,pit1, .., m}, " 1=<"p==n|
S={(8S,F) jest wiec algebra typu(m) podobng do algebry E.

Mowimy, ze formutla x € S jest tautologia w matrycy m= (E, {p, ..., n}),
1 <<p<{n wtedy i tylko wtedy gdy h(x) € {p, ..., n} dla dowolnego homo-
morfizmu h: S — E.

Niech S, S,, ..., Sy beda dowolnymi podzbiorami zbioru formul S (w szcze-
go6lnosci niektore S; dla 1 <<i<Cn mogg by¢ puste).

Sekwentem nazywamy uporzadkowang n-ke (S,,S,, ..., Sp) podzbio-
row zbioru S.

Sekwenty bedziemy oznaczaé¢ literg X, czasem z odpowiednimi in-
deksami.

Przystepujemy teraz do opisania systemu Gentzena dla przedstawio-
nego wyzej reduktu jezyka logiki zdaniowej n-warto$ciowej. Nazwa
redukt oznacza tu, ze ograniczamy sie tylko do jednego spdjnika zda-
niowego. System sklada sie z aksjomatéw i regul.

Sekwent X=(S,,S,, ..., S,) jest aksjomatem wtw istnieje formuta
x €S taka, ze x nalezy do co najmniej dwoch réznych zbioréw sek-
wentu = tj. istniejg j,k:j=£k, jk<nix€S; oraz x € S.

Reguty:

Niech £=(S,, ..., Sa), k€{1,2,..,n}

Dla dowolnego a € {1, 2, ..., n}™ takiego ze f(«) =k niech ¥, =(S8', .., )
bedzie sekwentem takim, ze:

S1=8iv{x;:¢;=i} dla dowolnego i=1,2,..,n gdzie «; oznacza j-ty
element «,
wtedy schemat reguly wprowadzenia spojnika F do zbioru Sy w sekwen-
cie bedzie mial posta¢:

{Z:0€{1,2,...,n}™ A f(a)=k}

(S S SE U P s RS TR o

Uklady postaci =/, sa przeslankami, a uklad znajdujacy sie pod kreska
pozioma jest wnioskiem reguty (R). @ jest zbiorem pustym.

Drzewem dowodowym nazywamy system D= (P, P’, x,, R) speiniajacy
warunki:

1)

(i) P jest zbiorem skonczonym, system (P,R,x,) jest pélkratg gorng
Z X, jako elementem najmniejszym,
(i) P'={y: {x:xRy}= 0},
(iii) {x:xRy} ma moc co najwyzej n™.
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Sekwent X=(S,,S,,..,S,) nazywamy sekwentem koncowym, jesli
istnieje x € S oraz istnieje j <<n takie, ze dla kazdego i,1 <Ci<{n, i
Si=0, 8;={x}.

Sekwent koncowy = ma dowo6d na gruncie zbioru sekwentéw w re-
dukeie logiki nad E wtw istnieje drzewo dowodowe D=(A, I', ¥, R) gdzie
I'C A, relacja R jest zdefiniowana nastepujaco:

S RII wtw istnieje ciag sekwentéow 2, S,, ..., g takich, ze =, = X I =1I
oraz dla kazdego 1 <<i <<k istnieje regula r; taka, ze =;+; jest jej wnios-
kiem, a 2; jedng z jej przestanek.

Formula zdaniowa x jest twierdzeniem w rachunku sekwentow Gent-
zena nad E wtw istniejg zbiory aksjomatéw, na gruncie ktérych maja

dowody sekwentow koncowe:
Exz (8115 Si2s vy Slp—lv Slp: SlpH, ey Sm>
22: <Szv Szz: ey SZP*I, S2p7 S2p*h o=ey Szn}

Ep 'IZ(SP’IL‘ Sp ~125 -0y Sp—lp—l- Spflpspfw‘fp ey Sp—m)
gdzie:

{x} gdy i=j
Sh=

O gdy i#],
@ oznacza zbiér pusty

Przyktad:

Niech E={1, 2, 3}, E*={3} i niech f : E2>E bedzie okreslona nastepujaca
tabelka:

i 1 2 3
1! 3 3 3
2 2 3 3
3 1 2 3

A wiec f11=112=£13=122=£23=£33=3
£21=132=2
f31=1

Reguly maja postacie:

(S v {y}, S S5 v {x})

R1
B s, < (Fxy), 5. 89




/Sl v {y}, S, v {x}, S;)
(81, 8o v {y}, Sy v {x})

(R2)
{Sy, S, v {Fxy}, S,)

(8 v {x,5}, Si, S;)
(S, v {x}, S, v {y}, Sy)
{8y v {x}, Sy, S; v {y})
(S, S v {x,y}, Sy)
(Sy, Sp v {x}, S; v {y})
(S, Sa Sy v {x,y})
(84, Sy, S3 v {Fxy})

(R3)

Wykazemy, ze wyrazenie FxFyx jest twierdzeniem w wyzej sformulo-
wanym rachunku Gentzena.

A 0, yh) gy
& B, @, (i
({FxFyx), @, ®) OV
{x}, {x}, {x} (x}), {y}, {x}), (O, {x}, {x,¥})
- (B1 : ) =0
@ TEyx), (g, @) (0, (Fyx}, (x)) el

(@, {FxFyx}, O)

Istnieja zbiory sekwentéw bedacych aksjomatami, z ktérych przy po-
mocy regul otrzymaliSmy sekwenty koncowe.

2, =({FxFy}, O, O)
3,=(Q, {FxFy}, )

A wiec wyrazenie FxFyx jest twierdzeniem reduktu logiki nad E w uje-
ciu sekwentow Gentzena.

Twierdzenie 1

Jesli formula x € S jest twierdzeniem w rachunku sekwentéow Gentzena
nad E to x jest tautologig nad E.

Twierdzenie 2

Jesli formula x € S jest tautologia nad E to x jest twierdzeniem rachunku
sekwentow Gentzena nad E.
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P. Borowik
ON GENTZEN AXIOMATIZING OF THE REDUCTS OF MULTIVALUED LOGIC
Summary
Certain kind of Gentzen view on arbitrary reduct of multivalent logic is pre-
sented in the paper. The sequent is defined as an ordered n-tuple of a set of for-

mulas. The system consists of axioms and rules, and results in certain similarity
to the Gantzen systems of logic.
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