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O pewnej podklasie funkcji wypuklych w kole jednostkowym
STRESZCZENIE
W pracy iej okreslono klasg funkeji B-katowo wypukiych w kole ‘Z | <1, ktora

oznaczono przez S¢(f) i dla funkeji tej klasy otrzymano oszacowanie pewnych funk-

cjonalow (tw. 1 i 2) a takze okreflono zalezno$ci pomigdzy funkcjami St(ﬁ),Si 5
Se {tw. 3—5).

1. Oznaczmy przez P klase funkcji p holomorficznych w kole K=
={z:|z| <1} i spelniajacych warunki p(0)=1, re p(z) >0 dla kazdego
Z ER:

Niech S oznacza klase funkcji holomorficznych i jednolistnych w ko-
le K, postaci

fz)=z+a,z2+azz3+... (1)

Przez $¢, 8¢ , 0<{a <1, oznacza¢ bedziemy znane podklasy rodziny
S funkeji wypuktych i wypuklych rzedu o w kole K.

Jak wiadomo funkcja f € S¢ wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci
(1) i dla kazdego z € K spelniony jest warunek

(1+——(") )> 0 @)

f(2)
Ostatni warunek réwnowazny jest warunkowi
arg (1+ () ) &
(z) 2

W pracach [1] i [2] okreslono i badano klase funkcji postaci (1) holo-
morficznych i jednolistnych w kole K oraz dla kazdego z ¢ K spelniajg-
cych warunek

3)

1 di) | = )

o
f(z) | 2
gdzie 0 <<a<{1. Klase ‘te oznaczono przez So¢ i mazwano klasa funkeji
a-katowo gwiazdzistych w kole |z | <1.



Definicja. Niech 0 <<B<C1 bedzie dowolnie ustalong liczba rze- :
czywista. Symbolem S¢(f) oznacza¢ bedziemy klase tych funkcji €S dla
ktorych spelniony jest, dla kazdego z € K, warunek

arg(l—!— Z_f,(_z)_) l SR 5)
i '(z) 2

Klase S¢(f)) nazywa¢ bedziemy klasa funkeji f-katowo wypuklych w ko-
le K. Jest oczywiste, ze S¢(1)=S¢,
Zachodzg nastepujace lematy

Lemat 1. Funkcja £ €S¢() wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
F ¢ S, taka, ze

B
f(z)= ﬂ.d (6)
P
0
dla kazdego z €K, gdzie Sy Jest klasg funkeji B-katowo gwiazdzistych
w kole K (por. np. [1]).

Dowdéd. Polézmy: F(z)=2z'(z) dla z € K.
Otrzymamy woéwezas
J z F'(z) i z £%(z)
F(z) (z)
Z ostatniej.réwnosci oraz z (4) i (5) wynika, ze F 6'§ wtedy i tylko wte-

dy, gdy istnieje funkcja f € S¢(B) i -F(z)=zt'(z) dla .(azdego z ¢ K. Calkujac
F(z)
Z

rownose f(z)= otrzymujemy (5).

Lemat 2. Funkcja £ postaci (1) nalezy do klasy S¢(f) wtedy i‘tylko
wtedy, gdy istnieje funkcja p ¢ P taka, ze dla kazdego z € K spelniona
jest réwnosé

Z & o
d s
t'(z) =exp ‘ [t — 1127 (7)
¢

ll

Dowdd: Z definicji klasy Sy wynika, ze dla kazdej funkcji F € Sy
istnieje funkcja p € P taka, ze dla kazdego z €& K zachodzi Townos¢

zF’ _zF'(z)

: z)
Fa) | = [p(=)]?
Stad otrzymujemy

2 d
Be) 2" exp| ipoptisity =

0



Korzystajge ze zwigzku: F(z)=z {'(z), F € S, , £€Sep)
otrzymujemy (7). -
2. Zachodza nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli f€Se(p), wowcezas dla kazdego ustalonego
z€K, |z]|=r, 0<{r<{1 zachodzy dokladne oszacowania

=2 ra\s o e I B o
—_—<< 1+— L |— 8
( 1+r )\re( f(z) \( 1—1-) &
Bt r\B ! z21"(z) 147 A8
= | R=aliEll == 9
(1+r)\ (2) l\(l—r) @
arg (1+ —Zw*) i <2farc tg r (10)
f{z) ||

Funkcjg ekstremalng jest funkcja f, € S¢(B) dla ktérej zachodzi réwnosé

o(z) =exp I-[(—Hhmp )H—- 1.
J L :

_d‘.r'_'“]-_:l 11)
1 —eq @

Dowéd: Oszacowania te wynikaja z definicji klasy S¢(f) oraz znanych
oszacowan dla funkcjonatéw w klasie P. Funkeje postaci (11) otrzymuje-
my ze wzoru (7) podstawiajgc za p(z) funkcje ekstremalng wzgledem cig-
glego funkcjonalu rzeczywistego H[p(z)] okreslonego w klasie P, a wiec
funkcje postaci
lher
1—ez

Po(2)= :]8!:1

tatwo mozna sprawdzi¢, ze znaki réwnosci po lewych i prawych stro-
nach w oszacowaniach (8) i (9) realizuje funkcja postaci (11) dla z=r
odpowiednio przy e=-—1 i e=1, natomiast w oszacowaniu (10) przy e=1.

Twierdzenie 2. Jezeli £€38¢(B), to dla kazdego ustalonego z € K,
|z|=r, 0 <r <1, zachodzi dokladne oszacowanie

f( 1+x_)"’ 11 dx
1

=X X

(12)

B i M s
exr}fl(l — ) 1 = \!f'(Z)l<eXp’
i L= d|iise 3

o

o

Funkcjg ekstremalng jest funkeja f, € S¢(B) postaci (11).

Dowdd: Z rownosci: log £'(z)=Log [f/(z) [+i arg f'(z), gdzie Log 1=0,
otrzymujemy dla z=rel®, 0 <r <1, 0 << <27,

A L g

1t
(z) dr or

arg 1'(z)



Stad z koiei mamy
2
L'e( lae Zf, @) )—1+1‘ :
t'(z) or
Korzystajac z (8) otrzymujemy
o AP i I p 2
~—l~[(-1——r~>_1 e mfains o }<-—[ L )11
TN e or 1L—r ~
Calkujgc stronami ostatnia nier6wnos$¢ wzgledem r, w granicach od 0 do
r, otrzymujemy oszacowanie (12).

g|¥(2)]

Wniosek 1. W przypadku =1 otrzymujemy z ostatniego twierdzenia
znane oszacowanie dla funkeji klasy S¢ o
1+ <) | <A —1)-2 (13)
Funkejg ekstremalng jest funkcja postaci
f (Z)“l—*~ lz]=1 (14)
Twierdzenie 3. Kazda funkcja f klasy S¢ jest f-katowo wypu-
kla wkole |z|<r ¢ (5 ) .

gdzie
(13)

[sin b dla a=~—%-

2

HEL)IT) 1—a— ) (1 — w2+ (2o —1) sin® 2= g

l (1 — 20) sin—2— Sl
Funkcjami ekstremalnymi klasy S¢ , tzn. takimi funkcjami, ze dla kaz-
dego z, |z |<r§ (S¢S ), funkcje te sa f-katowo wypukie, natomiast na
ckregu Iz|=r§ (S¢ ) istnieje punkt w ktérym warunek f-katowej wy-
puklosei (5) nie jest spelniony sa odpowiednio funkcje postaci

f,(z)= — 1 log (1 —=ez), |e|=1
e

[ —zpp = (16)
&1 — 20)
Dowdd: Jezeli £€S¢ to jak wiadomo istnieje funkcja p € P taka, ze
dla kazdego z & K zachodzi rowno$¢

f3(z)= !51:1

1+—Zﬂ~(1 —a) p(z)+a
f(2)
Dla argumentéw gléwnych mamy wiec:
arg( 1+——= 2k @) )—arg [p(z)+ & ]
'(z) l—a
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Stad i z odpowiedniego oszacowania w klasie P otrzymujemy
2(1—o)r

I arg( 1+—== z ) < arc sin
#(z) 141 —2a)
iz réwnama Lo
: 21 —ao)T . T
arc sin———— =§.
14+(1 —20) r2 2

otrzymujemy wartosci rg (S¢ )okreslone wzorem (15).
Mozna bezposrednio sprawdzi¢, ze dla funkcji postaci (16), ktére otrzy-
mujemy analogicznie jak w twierdzeniu 1, na okregu |z {—-r (st ) 1stme-
je punkt w ktérym zachodzi réwnosé
arg( 1~i~———Zf Z)) =g. 1
(z) 2

Wniosek 2. Kazda funkeja f klasy S¢ jest fi-katowo wypukla w kole
lz|<r§ (S°), gdzie

ﬁn

s (59 =tg (17)

Funkcjg ekstremalng (w znaczeniu talmn Jak w twierdzeniu 3) jest funk-
cja postaci (14).

Twierdzenie 4 Kazda funkcja f klasy S¢(B) jest funkcjgy wy-
pukly rzedu o wkole |z | <Tre (Se(f)) gdzie

[} : .
e (Sc(ﬁ))=~1~—a——1—— (18)

14a 8
Funkeja ekstremalng (w znaczeniu takim jak w twierdzeniu 3) jest funk-
cja £, € Se(B) postaci (11).

Dowdd: Jezeli £ € 8(B), to z (8) mamy
I
r¢(1+ zf(z))}(l s r)
(z) iy
Z definicji wypuktosci rzedu « funkcji £ wynika, ze liczba r¢ (Se(f)) jest
jedynym pierwiastkiem zawartym w przedziale (0, 1) réwnania

( l—r )ﬂ
== T\ el
\ 14

Wniosek 3. Kazda funkcja f klasy S¢ jest wypukla rzedu o w kole
|z|<re (S°), gdzie

Stad otrzymujemy (18).

a

Sl

19)
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Funkcje ekstremalng (w znaczeniu takim jak w twierdzeniu 3) jest funk-
cja postaci (14).

Twierdzenie 5. Kazda funkcja £ klasy Se(y), (0 <<y <C1), jest
B-katowo wypukla w kole [z |<Urf (S¢(y)), gdzie

tg% dla v>p
] dla y<<B )
(Symbolem S¢(y) oznaczamy klase funkeji y-katowo wypuklych; det. na
str. 2) Funkcja ekstremalng (w znaczeniu takim jak w twierdzeniu 3) jest
funkeja f klasy Se(y) taka, ze:

r5 (5= 20)

v e O :
s Gi=cro ’ uﬂr_) _1]_@11_, lel=1 @1
WoLNI—eg )
Dowéd: Jezeli £ € Se(v), to z (10) wynika, ze dla kazdego z € K
arg(l-f—i(—z)—) ’ < 2vyarctgr
f(2) i

Rozwiazujgc rownanie

. 2
2 yare tgr=f:——
99

o'crzymﬁje.my rg (Se(y)=tg % Gdy, v << B, to tg-f':—w? 1; wiec
N y

w tym przypadku rg (Se(y))=1.
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Z. Pachulski

ON SOME SUCLASS OF CONVEX FUNCTIONS IN THE UNIT DISC
Summary

Class of fi-angularly convex functions in the dise iz]< 1 which is denoted by
Se(f) is defined in this paper. Estimations of certain functionals (th. 1 and 2) is
obtained and relations among the functions of the class Se(B), SZ ,S¢(th. 3—5) are
determined.
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