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Funktor K. dla wybranych pierScieni

Czesé 1T

STRESZCZENIE

W czedei T udowodniliSmy, Ze Kao(FpCon)=1, gdzie F,Cyn jest pierscieniem gru-
powym nad cialem p-elementowym z grupg cykliczng Cpn a p jest liczba pierwsza
nieparzysta.

Teraz wyznaczamy grupe HzF/‘H"zF dla ciala F=Q({pr), gdzie {pr jest pierwjast-
kiem z jedynki stopnia pr. Otrzymujemy stad oszacowanie od dolu rzedu grupy
Ko(Z[Epr]), gdzie Z jest pierscieniem liczb calkowitych.

Rezultaty te wykorzystujemy do uzyskania od dotu rzedu grupy Ku(ZCpr).

3
GrupeHaF/F,F wyznaczamy ponadto dla ciat postaci F=Q(dP )
1

oraz F=Q(§p,dP ).

Znane sg oszacowania od dolu rzedu grupy K,(ZG), gdzie G jest
p-grupa elementarng rangi n [5]. Mianowicie,
= [ (n—1)22+2, jezeli p=2,

T lo—pr—1) — (P51, jezeli p>2.

Jest 1o czesciowe rozwigzanie problemu 22, postawionego w Lecture
Notes in Math. 342 na str. 264. Dla n=1, jak wida¢, oszacowanie jest tryw-
wialne. W tym artykule rozpatrujemy wiasnie ten przypadek i przypadek
ogolniejszy, skonczonej p-grupy cykliczmej G.

r7(K,(ZG)

Dowodzimy, ze jezeli G=Cpr jest grupg cykliczng rzedu p*, r=1,2,...,
gdzie p jest liczba piérwsza nieparzystg i 2 mie jest pierwiastkiem pier~
wotnym dla modulu p, to istnieje liczba naturalna a = 2 taka, ze
1Z(K,(ZG)) = 2a7, dla r=12,....

Oszacowanie to uzyskujemy z ciagu dokladnego Mayera-Vietorisa
i z oszacowan od dolu rzedu grupy K,(Z[Cyr], gdzie Cor jest pierwiast-
kiem pierwotnym z jedynki stopnia p*. Dowodzimy takze, ze rzad grupy
K,(ZCp) mie jest ogramiczony z goéry, gdy p przebiega liczby pierwsze.
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Z drugiej strony, jezeli 2 jest pierwiastkiem pierwotnym dla modulu p,
to prezentowana metoda nie pozwala na ogo! stwierdzi¢ czy rzad grupy
K,(ZCp) jest wiekszy od 2.

Opisy grup K,(ZG), dla grup G rzedu mniejszego od 7, znajdujg sig
w [11]. Tam tez, M. R. Stein stawia hipoteze:

K»(ZG)=C, @ K,(Z[¢]) P H,

gdzie G jest grupq cykliczng rzedu pierwszego p == 7, natomiast H grupa

—1

24

Niniejszy artykul jest kontynuacja Czeéci I i jest z mnig $ciSle zwiaza-
ny. Zachecam wiec czytelnika do lektury poprzedniego artykulu w mnr 5
Zeszytow Naukowych.

Czes¢ wynikow zawartych w obu artykulach, ze szkicami dowodéw,
ukazala sie juz w [4].

cykliczng rzedu

5. Zwiazki miedzy symbolami Hilberta a symbolami swojskimi

Niech od tego miejsca F bedzie cialem liczhowym, O — pierscieniem
liczb catkowitych ciata F. Ilosé elementéw ciala reszt Fy wzgledem walu-
acji dyskretnej v ciala F mazywamy normg waluacji v i pznaczamy Nv.
Niech m(my) oznacza rzad grupy pierwiastkéw z jedynki zawartych
w ciele F(F,) tzn. m==rz(u(F)) oraz my=rz(u(Fy)). :

Okreslmy homomorfizmy t,:K,F — F',, gdzie v jest waluacja dyskret-
ng i ng:K,F — u(Fy), gdzie v jest waluacja dyskretng albo rzeczywisty,
wzorami

to({a, b})=(a, b)y 1 ny({a, b})=I[a, bls.

Dla waluacji dyskretnej v mamy diagram

Ny
K E——u(Fy)
|
|

(4) ty I,

| |
V. v

Fv——Cve
vV

w ktérym l,:a; — a.¢, gdzie a,eu(F,) i c= L 1) natomiast Cyy—; to

Nv—1
grupa cykliczna rzedu Nv — 1. Homomorfizmy n, oraz t, sa epimorfizma-
mi, na mocy koncowej uwagi Czesei I. Stad n,*=mn,°l; jest réwniez epi-
morfizmem. Wykazemy, ze Ker n,® C Ker t,, co Tazem z powyzszg uwa-
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g5 implikuje rownos¢ Ker n¢=Ker t,, ktéra z kolei pocigga za sobg zna-
ny wzor 3 )
(5) RS =1t

gdzie i, jest odpowiednio dobranym izomorfizmem. Tak wiec diagram (4)
jest przemienny. :

Niech {a, b} ¢ Ker n,°. Pokazemy, ze {a, b} € Ker t,.

Przypadek a). v(a)=v(b)=0. Z definicji symbolu swojskiego otrzymu-
jemy natychmiast (a, b),=1.

Przypadek b). v(a)=0, v(b) 5= 0 (mozemy zalozyé¢, ze v(b) > 0 ponic-
waz (a,b),=1=(a,b™?)y=1). Na mocy wlasnosci 1 symbolu Hilberta,

1
a jest norma elementu z ciala E=F,(d), gdzie d=b N —! | tzn 3=
Nv —

=N - (a0 tad-+ ... Tan, ,dNv=2)= ;_‘2

R j=0
(aotafid+ ... tany—(id)NV—2)=a®v-1-+tbx, gdzie x, a3 €Fy oraz { jest
pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia Nv — 1. Stad azaé“" -1 o=
=1 (mod. f§). Teraz latwo wida¢, ze (a, b),=1.

Przypadek ¢). v(a) > 0, v(b)=0. Stosujemy wilasnos¢ 5 symbolu Hil-
berta. Wtedy [b, a]¢ =1. Postepujac dalej jak w przypadku b) otrzymu-
jemy (b, a),==1, co po wykorzystaniu wlasnosci 3 symbolu swojskiego da-
je (a, b)y=1.

Przypadek d). v(a)v(b) = 0 (mozemy zalozyé¢ bez zmniejszania ogdlno-
sci, ze 0 <wv(a) < v(b)). Z zalozenia, [a, b]S =1. Na mocy wilasnosci 4 i 5,
[a,—a~1¢ =1. Po pomnozeniu stronami obu réwnosci mamy
[a,—a—tb]¢ =1, przy czym v(—a~!b) <<v(b). Kontynuujac to postepowa-
nie, dochodzimy w koncu do sytuacji, w ktérej [a’,b’]¢ =1 oraz (v(a’)=
=0 1 v(b’) > 0) albo (v(@’) >0 i v(b")=0), tzn. do przypadku b) albo c)
odpowiednio. Zatem (a’, b’),=1 a wiec réwniez (a, b),=1.

Twierdzenie 9 [7]. Niech v bedzie waluacjg dyskretng ciata licz-
bowego F. Homomorfizm

T K,F — @ Fy, w ktorym ©({a, b})=((a, b)y)y, jest epimorfizmem.
Twierdzenie 10 (C. Moore [1]). Nastepujacy cigg homomorfiz-
moéw grup
n Y
1 -> Ker n — K;F — @Qu(F,) - u(F) > 1, w ktorym n({a, b})=([a, bly)s,
& W
Y((av)e)=T1 |(ay) @y, dla a, € u(F,) oraz v jest waluacjg dyskretng albo

rzeczywists, jest dokladny.
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7 (5) wynika, ze Kern C Kerv. H. Garland [6] udowodnil, ze Kert jest
skonczone, natomiast D. Quillen [10], ze jest izomorficzne z grupa K,0p.

Niech vy, vy, ..., Vi beda walucjami rzeczywistymi, viiy, Vi+as, .. —
waluacjami dyskretnymi. Niech a;=av; € u(Fy), j=1,2... . Okreslmy ho-
momorfizm . na elementach grupy

Ll u(Fy) wzorem (1;=lv; jest okreslone jak w diagramie (4))
v nie zesp.

May, o2k, Axeg, )= (Qerr(@ci), Ikie(aira), ).
Niech v=[]i,. Wowczas diagram
v dyskr.

n
1 — Kern — K,F — Imy— 1

v {2
151" P, >UCryy—>1

v dyskr, eV dyskr.
ma dokladne wiersze. Jest rowniez przemienny na mocy (3). Z lematu
weza i twierdzenia 10 otrzymujemy
Kert/Kerny =Imn ~ Kerl=Kery ~ Kerl.
Stad otrzymuje sie, pochodzgce od J. Browkina [3].

Twierdzenie 11. Grupa ¥e%/g.m jest izomorficzna z grupa abe-
lowy, okreslona za pomoca generatoréw gy, gdzie v przebiega waluacje
rzeczywiste i dyskretne ciata F oraz relacji

q% =1, dla v rzeczywistych
mv

g5 =1, dla v dyskretnych, ¢= ———
Nv —1

m, ~
Fl qv (g @ =1, gdzie drugi iloczyn przebiega takie waluacje
vV rzecz.

dyskretne v, ze ; € F dla v(l) > 0, 1 — pierwsze.

6. Oszacowanie od dolu rzedu grupy K,(ZCpr).

Niech v bedzie waluacja dyskretng ciala liczbowego F i niech 1=char.
fv. Na mocy wniosku 2 do Lematu Hensela [2] mamy m,=nNv—1),
gdzie n jest liczbg naturalng. Wykazemy, ze n=15. Rzeczywiscie, gdyby n
bylo podzielone przez liczbe pierwszg I’ 54 1, to wielomian g(X)=XV @™v=1)
—1 bylby iloczynem wielomianéw liniowych w F,[X] a wiec réwniez
w F[X]. Iloéé czynnikow bylaby wieksza od Nv, stad wielomian g(X)
posiadalby pierwiastki wielokrotne w F,, co jest niemozliwe, poniewaz
jego pochodna g(X)=£0 dla X ¢F,. Zatem m,=Is(Nv_— =11t —1),
gdzie f nazywa sie stopniem rozgalezienia ciala reszt F, wzgledem Qi
Stad na mocy twierdzenia o stopniu rozszerzenia skonczonego ciala zu-
pelnego wzgledem waluacji dyskretnej oraz na mocy [8] mamy
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(Qu(0):Q) = q(l=- £, gdzie € jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stop-
nia my. Otrzymujemy wige

(F:Q) = ef = (Fv:Q) = (Fy: QD) (Q(0): Q) = k- q(ls) - £.

Widac stad, ze s=0 dla prawie wszystkich v. Ponadto,

(6) e=k- (15, gdzie k jest liczbg maturalna.

Poniewaz potrafimy obliczyé e (stopien rozgalezienia waluacji v wzgle-
dem ciala Q) dla rozszerzenia F,==Qy(lpr), wiec rownosé (6) pozwoli nam
na wyznaczenie wykladnika s a tym samym na obliczenie m,. Otéz, dla
liczby pierwszej nieparzystej p, mozliwe sa nastepujace przypadki:

a) 1=2 > e=1=> (p(?.s)zi ~ (s=1 albo s==0). Ale pierwiastek pierwot-
ny stopnia 2 z jedynki (— 1) nalezy do Q, czyli s=1. A zatem m,=
=2(2t—1).

b) 1=p == e=q(p") = 'sé.r. Nieréwnos¢ przeciwna wynika z faltu, ze
Fy=Qp(Cpr) zawiera pierwiastek pierwotny z jedynki stopnia p, tzn. p*
dzieli my=ps$(p! — 1). Wobec tego s=r czyli m,=p*(pf — 1).

S letp2= e=1= qlf)=L= s=0.
A zatem m,=1f-—1.

Ustalmy i€ {1,2,..,r}. Niech = QUEH), :I) — liczba pierwsza nieparzy-
sta. Mamy 0r=Z[(pi], m=2pi. Niech v,, V,,..., Vg bedg waluacjami dys-
kretnymi, odpowiadajacymi dzielnikom pierwszym idealu (2) w ciele F.
Liczby f;, g sa okreslone przez rozklad idealu (2). Mianowicie, fig;=
=piY(p—1), gdzie f; jest najmniejszg liczbg naturalna, spelniajaca kon-
gruencje 28=1 (mod. p') [8] Niech v, bedzie waluacjg odpowiadajaca Je—
. dynemu dzielnikowi pierwszemu idealu (p) w F. Mamy
my;=2(2 — 1), Nvy=28, dla 1 <j<g;
mye=pi(p —1); Nvo=p
Relacje w twierdzeniu 11 przyjmujg teraz postac¢

~2 = b =2 =
] a3 T Tqi 1k

qhe=al

M gy e =1,

1
Poniewaz liczba p~i(2%i—1) jest nieparzysta, ostatnia rownosc daje sie
zapisa¢ 'w postaci ;

1
TRERC e R PR e

Podnoszace obie strony do kwadratu i wykorzystujac gy otrzymamy
qe=1. Wobec tego grupaKert/Kery, dla ciala F=Q((pi), jest wyznaczona
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przez generatory ¢, ..., gg oraz relacje
= =Gl EA LRk
Oznacza to, ze jest izomorficzna z 2-grupa elementarng rangi g; —1,
skad w szezegolnosei, dla F=0Q(L,i), dostajemy
(7) rziKert)=rz(K,0r)=rz(K,(Z[(xi])) = 281~ 1.

Juz przy i=1, dla odpowiednich liczb pierwszych p, rzad grupy :
K,(Z[Cp]) okaze si¢ nie mniejszy od potegi lieczby 2.z wykladnikiem natu-
ralnym, wiekszym od jedynki. Pozwoli to na nietrywialne oszacowanie
rzedu K,(ZCpr), dla tych wlasnie p.

Przyjmijmy w twierdzeniu 4
A=ZCyr, a=f=(a,), B=2/(3,),

gdzie (a,) 1(a,) sa idealami okreslonymi w twierdzeniu 3. Wowczas
A’ZA'( a,) = Z[Gprl, B=4/(g,) =ZCp B’:B»l(,‘ ) =FoCp r—

Dla talk okreslonych A, A’, B, B’, na mocy twierdzenia 3, diagram ho-
momorfizméw naturalnych

Agr. o oAl

.
¥ ¥
B 5B
jest kwadratem kartezjanskim (poniewaz (a,) ~ (a;)=0, wiec
B’= 4a/(a;)+(ay ). Wobec tego spelnione sg zalozenia twierdzenia 4.
Z tezy tego twierdzenia dostajemy nastepujgcy fragment ciagu doklad-
nego Mayera-Vietorisa:
(8) Ky(ZCpr) — Ko(Z[pr]) D Ky(ZCpr—1 ) > Ka(FpCpr—t ),

Ale na mocy wniosku do twierdzenia 7 mamy, K,(F,C, 1 )=1. Stad
oraz z (8) .
r2(K,(ZCyr)) = rz(Kz(ZCpx 1 ))rz(Ky(Z[Cpr])), dla r 2= L.

Proste rozumowanie indukcyjne oraz znana rownos¢ rz(K,7) =2

dajg oszacowanie
(9) Tz(Ky(ZCpr)) = H rZ(Ky(Z[Epi])).

Na mocy oszacowania (7) mamv zatom
Twierdzenie 12. Niech g bedzie iloécig réznych czynnikow
pierwszych ideatu (2) w ciele Q((pi), gdzie p jest liczby pierwsza niepa-
rzysta. Prawdziwa jest nierownose ’
TZ(K,(ZCpr)) 3= 2ectert o be = x 1,



Whiosek. Oczywiscie, gi+1 == g; [8]. Zatem
17(K,(ZCpr)) = 2581 #1
Ponadto, g;=1 wiedy i tylko wtedy gdy 2 jest pierwiastkiem pierwotnym
dla modutu p, tzn. gdy fi=p—1.

Uwaga 1. Jezeli 2P~1== 1 mod. p?), to fi+;=pfi oraz gi= ... =g,. Wia-
domo, ze dla p nie wiekszych od 200183 jedymie p=1093 i p=3511 spel-
niajg kongruencje 2°P~1=1 (mod. p2) [9]. Tak wiec oszacowanie we wnio-
sku jest na ogdl rownowazne z oszacowaniem w twierdzeniu 12.

Uwaga 2. Jezeli p=2, to ma mocy [8], gi=1 dla kazdego i=1.2,..r.
Twierdzenie 12 jest wiec réwniez w tym przypadku prawdziwe w sposob
trywialny.

Uwaga 3. Jezeli G=G, D G,, to

r2(Ky(Z2G)) = 12(K(ZGy)) rz(Ka(ZGy)).

Dowod. Wykorzystamy znany w teorii grup lemat: Jezeli H, K sg pod-
grupami grupy Y, to rz(H » K)rz(HK)=rz(H)rz(K).

Podstawmy H=K,(ZG,), K=K,(ZG,). Oczywiscie, H, K sg podgrupami
grupy Y=K,(ZG) a wiec rowniez HK jest podgrupg w K,(ZG).

Dalej, H n K=K,Z=C,, co konczy dowod.

7. Grupa ilorazowa H,F/H',F' dla pewnych cial liczbowych F.

Niech g(l) bedzie iloScig réznych czynmikéw pierwszych idealu (1)
w ciele liczbowym F. Grupy Kerr, Kern oznacza sie zwykle przez H,F,
H’,F odpowiednio.

Twierdzenie 13. Niech p hedzie liczba pierwszg nieparzysta,
d>1 — liczba naturalna, niepodzielng przez p-ta potege liczby natural-
nej réznej od jedymki.

(i) Jezeli F=Q((pr), to HzF,/H'RF =c§(z)-—1.
i
(i) Jezeli F=Q(d »), to
' CE®, gdy (p)=fP, B— ideal pierwszy,
Cg(")@ Cp, gdy (P)=BiB2 %, Bi5%Ba
1 ’
(iil) Jezeli F=Q({,d », to HZy/H',F =(ehni=t @Cg“”*la

HF /1 F

Dowod czesei (i) znajduje sie w punkeie 6.
Zauwazmy, ze w pozostatych przypadkach liczba k wystepujaca we wzo-
rze (6) jest réwna

= (FoQ0)= (@E.AF):QQ),
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gdzie [ jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia m,. Wobec tego
k moze przyjmowac tylko dwie rézne wartosci, 1 albo p.

Liczbe s wyznaczymy z (6) oraz ze znajomosci rozkladu ideatu (1) w da~
nych ciatach.

Dowod (ii). Mozliwe sa nastepujgce przypadki (por. przypadkx a), b), ¢)
rozpatrzo'ne w pu‘l.kue poprzednim).

a,) 1=2|d —e=p 2>k=p, s=1.
a,) 1=2ld=>e=1 > k=1, s=1.
Jesli 1=p, to na mocy nieréwnoseci o= (F:Q) == ef otrzymujemy
by). 1=p, k=p = e=p, s=0.
b,) 1=p, k=1 e,=1, 5,=0

oraz e,=p—1, s,=1.

cy) 2, ps£l|ld>e=1=> k=1, s=0.
¢) 2,p£lld > e=p > k=p, s=0.
(Jednoczesnie pokazaliSmy, ze przypadki rozkladu ideatu (p) wymienione
w (i1) sg jedyne. Dla p=3 pierwszy rozklad ma miejsce gdy d== £1
{mod. 9), ‘natomiast drugi gdy d = %1 (mod. 9).

Ciato Q(d » ) ma-jedng waluacje rzeczywists, zatem na mocy twier—
dzenia 11, grupa H,F/ ‘', F jest zadana przez relacje
q2 =1
a3, =1, gdzie vi(2) >0, i=1,2,..., g(2)
qie=l, gdz;e v. odpowiada ideatowi f; (tylko w przypadku bz))
82)
g1 lau=1.

i=1
Druga cze$¢ twierdzenia zostala tym samym udowodniona.
Dowod (iii). Odpow1edme przypadki sq naStquche '
a;) 1=2|d = e=p = k=p, s=1.
a,) 1=2td>e=1>k=1, s=1. 5l
Aby otrzymac¢ dwa nastepne przypadki wystarczy porowna¢ mozliwe
rozkiady id‘e‘aiu (p) w poprzednio rozpatrywanych cialach,
b)) 1=p, k=p-~e=p(p—1), s=L
b,) 1=p, k=1=> e~~p——1, s=1.
) 2,ps£ld=> = k=p, 5=0.
c,) ,p$1 ~d = e-—l = k= 1 S=10-

Cialo Q( Cp,d p ) nie posiada waluacji rzeczywistych. Z twierdzenia 11
otrzymujemy wiec relacje
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2 =1, gdzie vi(2) >0, i=12.., g(2)

Vi
qb, =1, gdzie wi(p) >0, j=1,2,..., g(p)
£(2) g(p) D=
ﬂqVi JEl{qe )RR =1
i=1 J=1

Podnoszac ostatnia rownoéé obustronnie do kwadratu i wykorzystujac
poprzednie mamy

&) @
Tgw;=1 a wiec rowniez [1 qu=1,
i=1 Tl

co konczy dowod czesei (iii) twierdzenia.
Przypadek rozszerzenia kwadratowego ciala liczb wymiernych ‘zostal roz-
patrzony w artvkule [3].

Uwaga. Analiza poszezegolnych przypadkow pozwala stwierdzié, ze
m, jest najmniejszg wspélng wielokrotnoscia liczb m oraz Nv — 1, dla
wybranych w twierdzeniu 13 cial.
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S. Chatadus

THE FUNCTOR K, FOR SELECTED RINGS
Part 1T

- Summary

In part I, we have proved that K,(F,Cpn)=1, where F,Cpn is the group ring
over the field of p-elements F, with the cyclic group Cpn and p is an odd prime.

Now we determine the group HaFﬁ”.nF for the field F=Q(L,r), where {pr is the
primitive p* — th root of unity. Thus we obtain the lower bound of the ordér of
K(Z[Cpr]), where Z is the ring of integers.

Then we use these results to get lower bounds of the order of KZCypr).

Moreover, we determine the group H:F,'H.EF for the fields of the form

N 1
F=QdP ) and F=Q({p.d P ).
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