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Funktor K, dla wybranych pierScieni.
CZESC I

STRESZCZENIE

Niech F, bedzie cialem p-elementowym i nie F,,Cpn oznacza pierécien grupowy
z grupa cykliczna rzedu pr. Praca zawiera kompletny dowéd nastepujacego twier-
dzenia: Jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysta, to KoFpCpn)=1 dla dowolnej licz-
by naturalnej n. Ponadto, omawiamy symbole Hilberta i symbole swojskie i dowo-
dzimy, ze sa one w szcezegoblnoéei symbolami Steinberga.

1. Wstep

Praca nalezy do pogranicza dwoch dziedzin matematyki — algebraicz-
nej teorii liczb i algebranicznej K-teorii, ktorej powstanie laczy sie z pra-
ca A. Grothendiecka z 1957 roku. W. algebraicznej K-teorii badane s3
m. in. funktory K, (Grothendiecka), K; (Whiteheada), K, (Milnora) z ka-
tegorii pierscieni w kategorie grup abelowych. Szczegélnie znaczacy
wklad w jej rozwoéj wnosza: monografia H. Bassa, Algebraic K-theory,
1968, nastepnie ksigzka J. Milnora, Introduction to algebraic K-theory,
1971 oraz trzy tomy Lecture Notes in. Math. 341, 342, 243. W pierwszym
tomie znajduje si¢ praca D. Quillena stwierdzajaca, ze rézne okreslenia
funktoréw Grothendiecka, Whiteheada, Milnora podpadaja pod wspdlng
dla wszystkich n naturalnych, homotopijng konstrukeje funktora K,. Ja-
ko przelomowe nalezy uzna¢ réwmiez wyniki J. Tate’a, ustalajace Scisty
zwigzek pomiedzy algebraiczng K-teorig i algebraiczng teoria liczb. Na
uwage zastuguje tutaj hipoteza Bircha-Tate’a. dotyczaca [-funkecji Dede-
kinda (Kongres w Nicei (1970, oraz [3]).

Powyzsze informacje o poczatkach rozwoju algebraicznej K-teorii sg
wspolne dla tego i mastepnego artykulu, ktory ukaze sie w numerze 6.

Panu doc. dr hab. J. Browkinowi skladam serdeczne podziekowania
za wiele pomyslow wykorzystanych w obu artykulach.



2. Definicje funktorow K, i K,. 5

Przyjmijmy, ze slowo pieScien oznacza zawsze w tej pracy pierscien
przemienny z jedynka.

Definicja 1 (Funktora K;). Niech o oznacza ideal pierscienia A.

GLn(A) to grupa multy'plikatywna odwracalnych” macierzy kwadra-
towych stopnia m, o elementach z pierfciemia A.

E,(A) — podgrupa grupy GLa(A), generowana przez macierze elemen-
tarne ei‘;. , tzn. macierze réznigce sie od macierzy jednostkowej I, ele-
mentem be A, znajdujgcym sie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, przy
czymi 7 j.

GL(A,0) =Ker{GLy(A) - GL,(#/2)), gdzie strzalka oznacza homomor-
fizm grup, indukowany przez homomorfizm naturalny pierscieni A — 4/a.

Ea(A,e) — podgrupa w GL,(A,), generowana przez elementy postaci
STS—!, gdzie T jest macierza elementarng mnalezacg do GLn(Ax) a S —
macierzg nalezacg do E,(A). 5

U(A)=A"=GIL,(A) — grupa jednosci pierscienia A.

U(A,u)=GLy(A,a) — grupa jednofci pierscienia A, przystajacych do
jedynki modulo «.

SLin(A)=Ker(GLa(A) — > T(A)).

SLin(A,0)=SLn(A) »n GL,(A,0).

Granice proste powyzszych grup, ze wzgledu na hamomorfizmy
W — ()°); zapisujemy opuszezajac indeks n; a wiec GL(A), E(A), SL(A),
GL(Au), E(A,0), SL(A ). Przyjmujemy
KI(A)=GL(A)/E(A), K (A,0) =G /(a0
oraz
SKI:(A)ZSL(A)/E(A), SK;(A,U)=5L(A,ﬂ),"!£(.1\.u) .

Poprawnos¢ definicji funktoréw K, i SK; wynika z ponizszego twier-
dzenia oraz uwagi, ze komutant grupy jest jej dzielnikiem normalnym.

Twierdzenie 1 (Whitehead, Bass [6], tw. 3.1 oraz tw. 4.3). Niech
[G1,Gs] oznacza grupe generowang przez komutatory g,g.g,—'g,~!, gdzie
gi malezy do grupy G, i=1,2. Podgrupa E(A) C GL(A) jest rowna komu-
tantowi grupy GIL(A). Podgrupa E(A,) C GL(A,¢) jest réwna [GL(A),
GL(A,a)]. i

det.

Uwaga., Homomorfizmy grup GL,(A) — U(A) oraz U(A) C— GL,(A)
daja rozklady na sumy proste

Ky (A)=U(A) @ SKi(A) oraz Ky(A,a)=U(A,x) P SK,(A,a).

Twierdzenie 2 (Bass) [1], tw. 9.1). Jezeli @ ¢ rad A lub A jest

potlokalny, to dla kazdego n 2= 1, homomorfizm zanurzenia
GLn(A0)/Ep(A,0) CKy(Ae) jest izomorfizmem.



Whiosek. Przy zalozeniach twierdzenia 2 mamy
) Ky (A,0)=U(A0),
(i) SKi(A0)=1,
(iil) En(A,0)=SLy(A,x), dla kazdego n = 1.
Dowé6d. Rownost pierwsza wynika wprost z def. 1, druga — z uwagi do
twierdzenia 1 oraz z (i), trzecia — z (ii) oraz z def. 1.

Definicja 2 (Funktora K,). Niech A bedzie pierScieniem, n —
liczbg naturalng, wiekszg od 2. Grupe o generatorach x
(beA, 1<<i,j<<n,i=~jirelacjach
D xp xg =g,

2 [}, 5] ==,

3) 5y, x5] =1 %k iz
nozywamy grupa Steinberga St,(A). Innymi stowy, Sty(A) jest grupg ilo-
razowa H/k, gdzie H jest grupa wolng o generatorach xi‘; a K — najmniej-
szym - dzielnikiem normalnym takim, ze w ¥/k spelnione sg relacje
1) —3). Poniewaz macierze elementarne e?j ¢ GLy(A) rowniez speiniajg
relacje 1) — 3), istnieja homomorfizmy gn: St,(A) - GLy(A) okreslone
nastgpujaco: gn (x} )=e , dla kazdego n=>3. Przechodzac do gramicy
prostej otrzymujemy homomorfizm g: St(A) — GL(A), gdzie St(A). jest
granica prosty ze wzgledu na homomorfizmy St(A) — Stat1(A). Przyi-
mujemy

Przyjmujemy

=l

K,(A)=Ker g.

Uwaga. St;(A)=1. Natomiast St,(A) oznacza grupe o generatorach
xP), x5 (b, ¢ & A), spelniajacych relacje
1)l =i =xhie,
2) wy(wx wi(—u)=x;;"" , gdzie u jest jednoscig pierscienia A oraz
wi(W) =xY; xj’i“—‘ X
Dla n = 3 relacja 2) staje sie twierdzeniem.

Wreszcie niech hyy(u)=w;;(u)wi;(—1), gdzie u e A.
Definicje tg wykorzystamy w twierdzeniu 5.

3. Grupa K,(FpCpn).

Niech FyCpn oznacza pierscien grupowy, gdzie F, to cialo p-elemen-
towe a Cyn — grupa cykliczna o p» elementach.
Udowodnimy, ze K,(¥,C,n)=1 dla dowolnej liczby pierwszej p > 2.
W tym celu wykorzystamy znaczne ilo$ci nietrywialnych faktow z alge-
bry i algebraicznej K-teorii.



Definicja 3. Diagram przemienny homomorfizméw pierscieni
TR

I B

v v
A
12
jest kwadratem kartezjanskim, jezeli
a) dla dowolnych elementow a;eA;, a,&eA, 0 wspolnym obrazie w A’
istnieje dokladnie jeden element acA taki, ze i)(a)=a; oraz iy(a)=ay
tzn. A jest produktem wioknistym pierscieni A; i A, nad pierscieniem A’,
A=A, X a,A,;
b) przynajmniej jeden z homomorfizméw ji, j» jest surjekejg.
Twierdzenie 3. Jezeli A=ZCyr, (a;) i (a2) sg idealami gléwnymi

pierscienia A, generowanymi przez
a; =tPr—L@—14-tpr-1(=2) 4 ... 4 tpr—1+]1 oraz A,=tpr—1—1, gdzie t ozna-
cza generator grupy Cp. i p jest liczba pierwszg, to diagram homomorfiz~
moéw naturalnych i :

/
A Alg,
) | |
X Y
Al G —————»A,"(ﬂﬁ-az)

jest kwadratem kartezjanskim.

Dowod. Latwo mozna udowodni¢, ze dla 1dealow o, p dowolnego pierscie-
nia A, diagram .

A/

Janp — 0

l
ot
Ay, ———5-A
jest kwadratem kartezjanskim. Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze
(a) » (32)=0. :

Niech xe(a;) N (a2). Wtedy x=a;x;=a,X,, gdzie x;, Xz & A. Pierscien
ilorazowy 2/ jest izomorficzny z Z[Cpr], gdzie \pr jest pxerWJast}\lem
plerwomym 7 Jedy'nkl stopnia pr. Wobec tego 2,=0 a zatem a ‘(2——0
Poniewaz aE#O i Z[tpr] jest pierscieniem bez dzielnikéw zera mamy
§Z=(7. Stad x;=a;x;, gdzie x3& A. Teza wynika z réwnosci a;a,=0.

@

a+f



Twierdzenie 4 ([6], tw. 6.4). Niech A’=A/q, B’=B/8, gdzie a, §
sg ideatami pierscieni A, B odpowiednio. Jezeli diagram

A A

|

v v
B——— B,

w ktorym homomorfizmy poziome sa maturalne i A — B jest surjekeja,
jest kwadratem kartezjanskim, to istnieje cigg dokladny postaci
(2) K, — KB KA~ KB KA - KB KA KB — ...

Wystepujacy w twierdzeniu ciag (2) nazywa sie ciagiem dokladnym
Mayera-Vietorisa.

Twierdzenie 5 [7]. Jezeli A jest pierscieniem pétlokalnym, ma-
jacym co majwyzej jedno ciato reszt izomorficzne z F,, to grupa K,A jest
generowana przez elementy {u, v}=h;(uv)h;(u)~thy(v)—?, gdzie u, v sa
jednosciami w A.

Niech G bedzie grupa abelowa, AG — pierScieniem grupowym mnad
pierscieniem A. Oznaczmy przez h odwzorowanie AG —> A, przeprowa-
dzajace dowolny element a=a;g;+...+aggs (ai¢ A, g G, i=1,...,s) naleza-
cy do AG na h(a)=a,+..+a,. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze h
jest surjekeja pierscieni. Pokazemy, ze element a nalezacy do FyCpn jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy h(a)=0. Zalézmy najpierw, ze a jest
odwracalny. Wtedy istnieje a’c FyCpn taki, ze aa’=1. Stad 1=h(l)=
=h(aa’)=h(a)h(a’), co pociaga h(a)=0. Niech teraz h(a)=0. Poniewaz dla
a=a;tel+..+ates (a;¢ Fp, t jest generatorem Cpn), aP*=a,Pr+.. +ap"=
==a;T...Ta;=h(a) eF;\ {0}, wiec istnieje x & F, taki, ze xaP*=1, Ro6wnos¢
“ta oznacza, ze elementem odwrotnym do a jest xar*—1,

Powyzsza rownowaznose sformutujemy inaczej: element a ¢ F,Cpn jest
nieodwracalny wtedy i tylko wtedy gdy h(a) s 0. Wynika stad, ze zbiér
elementéw nieodwracalnych jest idealem pierscienia grupowego FpCpn.
Tym samym F,Cpyn jest pierScieniem lokalnym. '

Uwaga. Analogicznie wykazuje sie, ze FpnG jest pierscieniem lokal-
nym jezeli G jest skonczona abelows p-grupa. Réwmiez dla dowolnej
skonczonej p-grupy G, pierscien grupowy FpG jest lokalny 8.

7 twierdzenia 5 otrzymujemy nastepujacy

Wniosek. Grupa K,(FpCpn) jest generowana przez symbole {u, v},
gdzie u, v sa jedno$ciami pierscienia grupowego FyCpn.



W ksiazce J. Milnora, z ktérej zaczerpniete jest nastepne twierdzenie,
definicja grupy Ki(A, o) rézni sie od def. 1. Obxe definicje sa jednak row-
nowazne na mocy lematu 4.2 w [6].

Twierdzenie 6. Niech a bedzie idealem pierScienia A i miech
A’=A/y. Istnieje ciag homomorfizméw grup
KA - KA’ > Ki(A, o) > KA —» KA, ktory jest dokladny.

Wnicsek. Niech R bedzie pierScieniem. Niech dla ustalonego i =2, f;
bedzie homomorfizmem grup abelowych
1K (BE/ ) — KR/ i—1,), indukowanym przez homomorfizm natu-
ralny pierscieni ilorazowych RIxl/ i) — RIxI/.i 1, Wéwezas ciag

(3) 1 - Ker f; > Ky(RI¥/.d)) j» Ry(RE=/,i—1)) -1 jest dokladny.

Dowéd. Dowolny ideal maksymalny pierscienia A=REX/ i1, zawiera
warstwe xi=1+4(x!) a zatem ideal u=(¥""/4i,) pierscienia A jest zawarty
w rad A. Tym samym spelnione sg zalozenia twierdzenia 2. Wniosek (i)
do tego twierdzenia daje K;(A,0)=U(A,r). Ponadto, mamy K,(A)=U(A)
@D SK (A) (uwaga do twierdzenia 1). Wynika stad, ze homomorfizm
K, (A0) > K;(A) jest monomorfizmem, co razem z twierdzeniem 6 daje
Im(K,A’)=1 a nastepnie, ze fi: K,A—K,A’ jest epimorfizmem, gdzie
Ar=Afg=RIxl/i 1,

Definicja 4. Modulem Kahlera rozmczek algebry B z jedymka
nad piercieniem A nazywamy B-modul Qs,, Tazem z A-rézniczkowa-
niem D: B — Qug,, spelniajgcy wlasno$¢ uniwersalnosei.

Taki B-modu! konstruujemy nastepujaco:

a} tworzymy B-modul F wolny, generowany przez Db: be B,

b) dzielimy F przez jego podmodul generowany przez wszystkie elemen-
ty postaci

1 D(b+b’) — Db —Db’, dla b, b’¢ B;

2j D(bb’) — bDb’ — b’Db, —"—;

3) Da, dla aeA.

A-rézniczkowanie okre$lamy teraz wzorem b —- Db. Wida¢, ze tak zbu-
dowany B-modul Qp,, posiada wymagang wiasnosé uniwersalnosci.

Twierdzenie 7 [2]. Niech R bedzie lokalng Fy -algebra (p — licz-
ba pierwsza, nieparzysta) i niech W=Qg,,. Wowczas dla i=>2 mamy
(i) Ker £{=W, jezeli i¥=0, 1 (mod. p),

(i) Ker fi=W @ R/r" , jezeli i=mp$, (pm)=1,
(iii) Ker £;=W/ps, jezeli i=mps+1, (p,m)=1 oraz Ds jest podgrupa gene-
rowang przez elementy postaci aP—1 Da,ae R, 0 {1 <CTs— 1.

Dla i=2 twierdzenie 7 nie wymaga zalozen o pierScieniu R. Wtedy
Ker £,=TD(R) [5], gdzie grupa abelowa TD(R) jest R-modulem okreslo-
nym za pomocg generatoréw a, b e R, Da, Fa i relacji
1 D(ab)=aDb+bDa,
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2) D(a+b)=Da+Db+F(ab),
3)-F(a+b)=Fa+Fb,
4) Fa=D(1+a)— Da.

Istnieje naturalny epimorfizm R-moduiéw (TD(R)— Qg, » ktorego
jadro jest podmodulem TD(R) generowanym przez Fa, aeR, Relacje
1) — 4) implikuja, ze F(c?a)=cFa, dla wszystkich a, c ¢ R. Rzeczywiscie,
mamy cigg rownosci F(e2a)=F(cca)=D{c+ca) — Dc— D(ca)=D(c(1+
+a)) — D¢ -— cDa — aDc=cD(1+a) — cDa=cFa, w ktérym druga row- )
nos¢ jest konsekwencjg relacji 2). Stad 2Fa=0 i TD(R)=Qg, , jezeli 2
jest jednodciag w R. .

Whniosek. Niech p bedzie liczbg pierwsza nieparzysta. Grupa Ky(F,Cpn)
jest trywialna, dla kazdej liczby naturalnej n.

Dowod. Zauwazmy, ze FpCpn=Fplxl/ pn ,=Fplxl/, ,pn=FplyHil/ pn =
=Tpl¥l/ pr. Poniewaz, dla R=F,, W=1 oraz ®/gp*=1, twierdzenie 7 ra-
zem z ciggiem dokiadnym (3) daja izomorfizmy

Ks(FpCon) = Ky(Fpl1/5p?)) = Ko(FpW!/p ) =... = Ky(Fy). Ale K,(Fp)=1 na
mocy wn. 9.13 w [6].

Uwaga. Mozna pokaza¢, wykorzystujgc tylko wlasnosci symbolu
{u, v}, ze réwniez K4(F,C,)=1 oraz, ze K;(F.Cy) jest albo grupa trywialng
albo grupa dwuelementowa.

4. Symbole Steinberga.

Wezeéniej podalidmy definicje grupy K,A, gdzie A jest pierscieniem.
Dla cial prawdziwe jest nastepujgce

Twierdze n ie 8 (Matsumoto, [6], tw. 11.1). Jezeli F jest cialem,
to KoF = (F @.,F")/;, gdzie F* oznacza grupe multyplikatywna ciala F oraz
P — podgrupe F- P, F- generowany przez elementy postaci a @,(1 —a)
asF ——{1}.

Innymi stowy K,F jest grupa abelowa o generatorach {a,b}, a, be F"
oraz relacjach

{a;a,/b}={a;, b} {ap b}, a,a,,beF*

{a,bib,}={a,b;} {a,b,}, a,b;,beF"

{a, 1—a}=1, aeF"—{1}.
Wykazemy, ze powyzsze relacje implikujg réwnosci
(6 {a, —ai=l;
(i) \a b} {b, a}=1,
(iii) {a,b}={a,a+b} {a-+b,b} {—1,a+b}, przy dodatkowym zatozeniu,
ze atb=£ 0.

Dowéd (i). {a,—a}=la { — }" {a, 1—a}{a, —ltla—:l—- ={a, l—a~1}—1=

={a~t, 1—a—1)=1, jezeli a;ﬁ 1. Oczywiscie, {1, —1}=



Dowdd (ii). {a, b} {b,a}= {&,b} {—b,b} {—a,a}{b,a}={—ab,b}
{—ab, a}={-—ab, ab}=1.

Dowod (iii). Mamy

Ztﬁ—,—'—i—}f—{a, b} {a, a+b}—a+b, b}~{a+b, a+b}, co daje
al
teze, poniewaz {a-+b, a-+b —1, a+b} na mocy (i) oraz (ii).

Definicja 5. Niech F- bedzm grupa multyplikatywng ciala F,
C — grupa abelowa. Symbolem Steinberga mnazywamy odwzorowanie
f: F'XF' — C, bimultyplikatywne i spelniajgce warunek f(a, 1——a)=1,
dla kazdego asF‘~{1‘ 7 twierdzenia 8 wynika, ze odwzorowanie {,}:
" XF' — K,F jest uniwersalnym symbolem Steinberga, tzn. jesli f: FX
XF'—C jest symbolem Steinberga, to istnieje dokladmie jeden homo-
morfizm h: K,F— C taki, ze h: {a, b} — f(a, b), dla wszystkich a, be F".

Sposrod symboli Steinberga wyréznimy symbole Hilberta i tzw. sym-
bole swojskie.

Jezeli L jest rozszerzeniem ciala K, v — waluacja ciatla K, w — wa-
luacja ciala L bedgcg przedtuzeniem waluacji v, to cialo zupelne wzgle-
dem waluacji v(w) oznaczaé¢ bedziemy przez K (Ly). Oczywiscie, Ky(Ly)
jest rozszerzeniem K(L) odpowiednio oraz Ly, jest rozszerzeniem K..

Definicja 6. Niech u(K,) oznacza grupe wszystkich (m,) pier-
wiastkow z jedynki nalezacych do cia’a Ky imiech char Ky/my.

Symbolem Hilkerta nazywamy odwzorowanie []y: K'yXK'y— u(K'y),
okreslone na dowolnym elemencie (a,b) e K ¢ XK', wzorem[a,b],=d's(d),
1

gdzie d=b S jest Ky — automorfizmem ciala Ly=K,(d), przypo-
rzadkowanym elementowi a-+NL'y ¢ K'/NL'y, poprzez izomorfizm kano-
niczny © okreslony w lokalnej teorii cial klas [4].

Niech v=o¢ bedzie waluacja rzeczywista, w — waluacjg zespolona.
Zalozmy, ze L jest rozszerzeniem algebraicznym ciala liczbowego K.
Wtedy Ky=R, L\=C, my=2, G(*¢/x, )=G(%/r)=(1,s), gdzie R(C) jest
ciatem liczb rzeczywistych (zespolonych), G- — grupa Galois oraz s jest
R — automorfizmem takim, ze s.i)=-—i. Poniewaz N..,_ (a-+bi)=(a-+bi)
(a-—bi)=a2-+b2 = 0, grupa NC- jest réwna grupie multyplikatywnej liczb
rzeczywistych dodatnich. Zatem izomorfizm O: R /y..— G(¢/r) ma postaé
© (3/nc.)=¢!, gdzie j=0,1 w zaleznosci od tego czy a jest dodatnie (j=0)

czy ujemne (j=1). Dalej, dla beR’, s‘(bi‘l' )= ib"—’/ w zaleznosci od tego
czy b jest dodatnie (+) czy ujemne (—). Wobec tego

[a,b] ,=—1, jezeli a<<01ihb<<0, oraz

[a,b] . =1 w przeciwnym przypadku.
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Aby stwierdzi¢, ze symbol Hilberta [, ], jest symbolem Steinberga wy-
korzystamy ponizszy, czysto-algebraiczny fakt.
Lemat. Niech F bedzie cialem charakterystyki 12> 0, zawierajgcym
m-ty pierwiastek z jedynki, lim. Niech a, b ¢ F. Jezeli a+b € F™®, to a jest
- 1

normga pewmego elementu nalezgcego do ciata F(b ™),

Dowéd. Niech a-+b=c™, ceF. Stad a=c™—b. Rozrézniamy dwa przy-
padki.
1
a) (F(b™ ): F)=m. Wtedy wielomian x™ — b jest nieprzywiedlny w F[x]
o m 2
1 jego pierwiastki generujg F(b ™). Mamy wiec x™—b= |T(x —%i b ™),
i=1
gdzie {,, oznacza pierwiastek pierwotny stopnia m z jedynki.
Kladac x=c otrzymamy, ze ¢c™ — b=a jest normg.

1
b) (F(b™): F)=j < m. Wtedy podstawiajac ":' =k otrzymamy x™ — b=
m 2 [k 2 e
=] (x—tib™ IR T )|, gdzie L=F(h ™).
i=1 i=1 d

Podstawienie x=c konczy dowdd.

WtasnoSci symbolu Hilberta.
1. [a, b]y=1 wtedy i tylko wtedy gdy a jest norma elementu

1
z K'y(b ™).
2. [a,b]ly=1, jezeli-a & (K)™,.
3. [a;a,, b]v=[a,, bly[aa, b]v;
[a, byb,]v=[a, b;]v[a, bs]y;
[a,1—a]y=1.
. [—a,aly=1.
. [a, b]y[b, a]y=1.
. [a,’blv=[a, a-tb]s[a+b, bls[—1, a+bls.

D

Dowéd. Dwie pierwsze wlasnosci i bimultyplikatywnosé otrzymuje sie
bezposrednio z definicji symbolu Hilberta. Rownos¢ [a, 1 —a]y=1 wyni-
ka z lematu oraz wlasnosci 1. Tak wiec symbol Hilberta jest szczegolnym
przypadkiem symbolu Steinberga. A zatem prawdziwe sg rowniez kolej-
me wilasnosei 4., 5., 6..

Inne okreslenia symbolu Hilberta znajduja sie w [9] 1 [10].

Defimnicja 7. Nie v bedzie waluacjg dyskretng ciala F, f — idea-
tem maksymalnym odpowiadajacym waluacji v. Symbolem swojskim na-
zywamy odwzorowanie (,)y: ¥ XF' — Iy okreslone wzorem
(a, b)y=(— 1)V@vav®pb=v@ (mod. B).
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Wilasnosei symbolu swojskiego.

1. (a;3;: b)v=(a;, b)w(as, b)v

(a, byby)v= (a, by)v(@, ba)y; :

LRl ; o x
2. (a,—a)y=1.

(a, b)v(b, a)y=1.
4. (a, b)y=(a,a+b)y(a+b, b)y(—1, a+b)y:

Dowod. Wystarczy udowodni¢ pierwszg wiasnosé, ktora oznacza, ze sym-
bol swojski jest symbolem Steinberga. Bimultyplikatywnos¢ jest matych-
miastowa konsekwencja wlasnosci waluacji v(ab)=v(a)+v(b). Dowdd
réwnosci (a, 1 — a),=1 wymaga rozpatrzenia kilku przypadkow: ‘
Jesli v(a) > 0, to aefiezylil—a=1 (mod. f) i v(1 —a)=0.
Stad (— 1, v@va—agv=a) (] — a)—v@=(1 —a)~v® =1 (mod. f).
W przypadku«(l — a) > 0 dowod przebiega analogicznie.

8 Jtai=

Zalozmy teraz, ze v(a) <. Wtedy a—le 3 'czyli ulamek -

=1 (mod. B). Dlatego v(1 — a)=v(a) i avd=2) (1 — a)—~v@= l?“— —v(a)=
=(—1)=v@ (mod. ). Mnozgc obustronnie przez (—1)v(@v{l=a)=(__1jv(=)
otrzymujemy, ze (a, 1 — a)y=1 (mod. B). Przypadek v(1 —a) <0 bada sie
analogicznie. Ostatni przypadek v(a)=v(l — a)=0_jest trywialny.

Ustalmy waluacje dyskretng v z odpowiadajacym jej idealem maksy-
malnym. Obierzmy liczbe calkowita b ¢ F takg, aby b & p — 2. Oczywiscie,
v(b)=1. Niech a przebiega niezerowe reszty modulo ideal f. Oczywiscie,
v(a)=0. Mamy {(a, b)y=a (mod. ) a zatem symbol bWO]Skl przebiega
wszystkie reszty niezerowe modulo .

Wroémy do oznaczen definicji 6 i obierzmy be Ky takle, aby (Lw:Ky)=

=m,. Wtedy grupa Galois G( "v/ =, )]esf. cykhczna rzedu my. Niech s

bedzie generatorem grupy G. Mamy s( bmv e Cbmv , gdzie ¢ jest pier-
wiastkiem pierwotnym zjedynki stopma my. Znajdujemy a & Ky takle ze
0: (a+NL'y) —s. Wobec tego [a, b],=

Stwierdziliémy wiec, ze oba symbole Hllberta i swojski sg ,na”.
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S. CHALADUS

THE FUNCTOR K, FOR SELECTED RINGS
PART I

Summary

Let Fp be the field of p elements and let FyCyn denotes the group ring with
the cyclic group of the order p. The paper contains the complete proof of the follo-
wing theorem: If p is an odd prime number, then Ky(F,Cpn)=1 for any natural num-~
ber n. Moreover, we investigate Hilbert symbols and tame symbols and prove that
they are Steinberg symbols in particular.
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