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O pewnym uogélnieniu wzoréw
dla systemu obslugi masowej z oczekiwaniem

Maria Fidytek

Rozpatruje sie system obshigi masowej ze skonczona ilosciag miejse dla
oczekiwania, do ktdérego wplywa niejednorodny proces zgloszen o intensywnosei
A(t). Réwniez intensywno$é obslugi jest funkeja czasu ¢. Zostalo wykazane
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: Jezeli funkcje A(t) i v(f) spelniaja warunki (a) i (b), to istnieja
granice (2), ktére wyrazaja sie wzorami (3).

1. Do systemu obslugi masowej skladajacego si¢ z # jednakowych kanaléw
obshugi i m miejsc oczekiwania, wplywa niejednorodny w czasie poissonowski
proces zgloszen o intensywnosci 4 (). Intensywnosé obstugi »(¢) jest tez funkeja
czasu t. Jezeli pojawiajace sie w chwili ¢ zgloszenie zastaje chociaz jeden wolny
kanat obstugi lub chociaz jedno wolne miejsce oczekiwania to zostaje przyjete
do systemu. W przeciwnym wypadku nastepuje strata zgloszenia. Zaklada sie,
ze pojawienia zgloszen i ich obsluge mozna opisaé niestacjonarnym procesem
urodzin i $mierci.

Niech P,(t) oznacza prawdopodobienistwo tego, ze w chwili ¢ w systemie
znajduje sie k zgloszen (k = 0, 1, ... n--m). Wowezas P,(t) spelniaja nastepu-
jacy uklad réwnan rézniczkowych :

Py (t) = —2(t) Po(t) +-2(t) Py(t)
Pr(t) = A(t) Py_y(8) —[2(6) kv ()1 P, () +(k--1)0 (1) Proy () gdzie 1<E<n—1
(1) Py(t) = A()Py_y(t)—[A @)+ ()] Pot)+n0 (1) Py (1) glzien < <m-m—1
Py () = 2O Py ()—n0(8) Py (0)
Opréez tego dla dowolnego & > 0

ntm

DRl

k=0
Celem pracy jest wykazanie nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie: Jezeli funkeje A(t) 1 v(f) spelniaja warunki

(a) [2@)dt =
0
()
b S
(A ) t—>c0 'U(t)
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to istniejg granice
(2) P = lim P, (f)
t—>oo

i wyrazaja sie wzorami

® el s

o i = m o

Sasse]
- nl n

=0 s=1

2. W celu wykazania powyzszego twierdzenia do ukladu (1) wprowadzmy
nowy czas v dany wzorem

= fv(z)dz
0

Jezeli ¢,(7) = P,(t), to uklad (1) przyjmie postaé

%(7) = —o(7) go(7)+:(7)
3(7) = 0(0)0x_1()—[0(2)+E] g+ (k1) g2 (1) 1 < b < m—1

4
@ G = @ AL+ D)) < T <ntm—1
Q;’H—m('”) = 9(7) q,,+,,._1(r)—q,,+7,,,(1)
e
gdzie: o(z) = 20

Poniewaz g(7) = p+¢(7), gdzie lim ¢(7r) = 0, to uklad (4) moze by¢ zapisany

w nastepujacy sposéb
(%) = —e4o(v)+1(v) —&(7) 0o(7)
0(7) = 04 _1(7) [0+ 44(2)+(k+1) @11 (1) +£ () [ 1 (7) — G(2)]
1<k n—1
4(7) = 0gy_1(7) —[o+-n1ax(7) 184 11 (7) +2(D) [ —1() — 2(7)]
n<k<ntm—1
9;4.,,.(‘5) = 09p1m-1(7) =1 (T) ()G 4 y—1(7)

Uklad (5) rozpatruje sie jako niejednorodny z prawymi stronami fi(z) (k =
= 0,1 ... ntm), gdzie

Jo(7) = —&(7) 9(7)
fi(7) = (g 1(7)—g(?)] 1 <k < n+m—1

fﬂ+m(7) =15 (7) Qn+m—1.(r)

(%)
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Pierwiastki 7, 75, ... 7, réwnania charakterystycznego ulladu (5) sa rzeczy-
wiste, ujemne i rézne. Rozwiazanie szezegdlne ukladu (5) jest postaci
() = en= [ fil)e=mdz
0

Wobec tego () = 4y(7)+m(z) (k= 0, 1, ... nt+m) gdzie 4,(7) jest ro-
zwigzaniem jednorodnego ukladu otrzymanego z ukladu (5).

Przedstawmy m,(7) w postaci

f fulz)e—ridz

0
() = S

Dla wyznaczenia granicy m,(v) przy z— oo stosuje sie regule de I’Hospitala.

—rpr
lim 7,(7) = lim ‘ML =0

o0 S

‘Wiadomo, ze

%Ao 1<k<n
ch
4, =lim 4i(7) = pl k" Lo T lns R
00

d o 7 i 0 -1

SELS

vl n
=0 3=1
a zatem
3

P, =lim P (t) = pug#nto ® e
t

[>E+E (" e
! n! n
i=0

=1

tym samym twierdzenie zostalo wykazane.

Powyzsze twierdzenie moze byé uogélnione na szereg podobnych przy-
padkéw dla systeméw masowej obslugi. W szczegélnogei, bedzie sluszne dla
dowolnego systemu réwnan rézniczkowyeh, w ktérych macierz wspélezynni-
kéw jest taka, ze pierwiastki réwnania charakterystycznego beda posiadaly
Tézne, ujemne czedci rzeczywiste.
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Wykazane twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia rozpatrywanego w [3].
Wiystarczy przyja¢ m = 0.

W przypadku A(f) = 4, »(f) = v, otrzymuje sie klasyezne wzory dla systemu
obstugi masowej np. w [1] 1 [2].

Literatura,

1. B. W. Gniedenko, J. N. Kowalenko — Wstep do teoris obstugi masowej, War-
szawa 1971,

2. B.Z.Bene§ — M ifeski Lef h $00b8¢E

3.

vy ij, Moskwa 1968.
D.B. Gnedenko — 0b odnom obobscenii formul Erlanga, Applicationes Mathematicae
XIT, 311971

M. Duparex
06 opmom oGobmernn GOPMYNT I CHCTEMSI MAaCCOBOI0 OOCIY>KMBAHHA € 0YEPEABIO

CopepikaHue

B pabote paccmaTpuBaeTcs CHCTEMy MACCOBOTO OOCIY/KHBAHHSA C OrPAHNYEHON OUYEPEBIO,
Ha KOTOPOIO TIOCTYNACT HEOMHOPOMHBIH IIPONece TPeDOBAHMII ¢ MHTEHCHBHOCTSIO A(T) TaiKe
MHT erb (1) obcy siBiserca pypkueit T. [lokasaHo Teopemy. Teopema: Ecom
ysxam A(T) 1 v(T) BeImomsIOT yenosus (a) 1 (b), To cymectsyior npesens (2) BHIpayKalomEecst
dopmynamu (3).

M. Fidytek
On Certain Generalization of Formulas for Mass Service System with Queuing

Summary

A mass service system with n- channels and m- queuing places, into which flows
signalling proces of (t) intensity in time, is discussed in this paper. Also service intensity
v (t) in each channel is a function of time t.

The following theorem has been prooved n this work. Theorem: If the functions
A(t) and v (t) satisfy conditiones (a) and (b), then there exist boundaries (2) which can be
calculated form formula (3).
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