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O promieniu wypuklosei pewnej rodziny funkeji
meromorficznych w kole jednostkowym

Zygmunt Pachulski

W pracy tej rozwaza sie klase funkeji ?;( B) zdefiniowanej warunkiem (1.2).
Korzystajac ze zwigzku miedzy funkcjeun_i‘ klasy S;(ﬂ) i klasy P funkeji o do-
datniej czesei rzeczywistej wyznaczono prmniel’l‘-\—;ypukloéci klasy Z; (B)-

1. Oznaczmy przez P klase funkeji postaci:

P () = 14+-piz+p2*+
holomorficznych w kole K = {z:[z| < 1} i dla kazdego z € K spelniajacych
warunek re p(z) > 0.

Podklase m — symetryeznych funkeji klasy p, gdzie m > 1 jest ustalona
liczba naturalna oznaczmy symbolem P (m).

Niech z oznacza klase funkeji F meromorficznych i jednolistnych w kole
K i w otoczeniu z = 0 majacych rozwiniecie postaci:

1
w=F(2) = —+ay+az+a2>+......
z

W Ilasie > wyrézniamy dwie podklagy : podklase Z funkeji w = F(2)
odwzom\vu]z;cych kolo K na obszarach, ktérych dopelnienia do plaszezyzny
s3 zbiorami gwiazdzistymi wzgledem punktu w = 0, oraz podklase Z“ funkeji
F takich, ze przy dowolnie ustalonym o, 0 < « < 1, spelniony jest dla kazdego
z € K warunek:

(1.1) re[—z I (2)[F (2)] > «
Okazuje sie, ze F e Z; wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkecja p e P taka,
ze dla kazdego z € K zachodzi réwnosé:

—2F'(2)[F (2) = (1—a)p(2)+o (por. np. [4] str. 518)

Niech wreszcie ?m (B) oznacza klase funkeji F € z, spelniajacych dla kaz-
dego z € K warunek:

z2F'(2)

P (GOLIORRA

(1.2)

gdzie:
pPpEP oraz 0 <a< 1, 0<p <1 sy dowolnie ustalonymi liczhami rzeczy-
wistymi a przez [(1—o)p(2)+«]® rozumiemy galaz gléwna odpowiedniej
potegi.
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2. Oznaczmy: 7(F) = sup{r:re [—(H—%)—)] =0 =< r}. Liczbe

r‘[z;(ﬁ)] = inf {r(F):F e > (B)} nazywaé bedziemy promieniem \x:ypukloéci
Klasy >3 (f).

Mozna wykazaé, ze rodzina Z; (B) jest zwarta, wigc promien wypuklogei
tej rodziny jest réwny najwigkszej wartosei 7, 0 < » < 1 dla ktérej

re | — =
- )
dla kazdego z nalezgcego do kola |z| < r i dla kazdej funkeji ' € Z“ B)

Promient wypuklodci r‘[z; (ﬂ)] jest wiec réwny najmniejszemu pierwia-
stlcowi 75, 0 < r, < 1 réwnania o () = 0, gdzie

(2.1) o (r) = min {re [—(H— Z;:(Ig))] fl=r<1,Fe z;(ﬁ)}.

Z warunku (1.2) wynika, ze dla kazdej funkeji F € z; (p) istnieje funkeja
p € P taka, ze dla kazdego z € K zachodzi ré6wnoé:

2@ /3(1 P (2)
f[1+——F,(z) ] = [(1—a)p(2)+ol— = -f—a

Stad i z poprzedniej réwnosci na podstawie [3] mamy:

(2:2) w(r) = min{re [((l—a)p*(z)—[—oc)ﬁ—W] lel=r<1, p*e P}

gdzie: P, jest klasg funkeji postaci:

142 14+e2z  1—2 14ep
giR T e

@) =

przy czym —1 < A < 1, |g| = [&| = 1.

Korzystajac z lematu 11 2 (por. [1] str. 70) i przyjmujac b = I %
otrzymujemy: 5
Lor p*(z)-‘rh) (P*ErP-1) (02—110*(2)—612)?7,]
(2.3) w(r)= mm{re [( 1% ﬁ2( *(z)—l—h) +8 e th
izi =r<l1, p*ePg},

z (2.2)
o

gdzie: z=1é?% 0<r<1, 0<op<2zn

1472 2r
2. R
(2 1—r2 e 1—r2
oraz 1) = 1), 7, PIZy Czym
1—g e r
= 81;9"”W: k= 12;e] = |eg| = 1.
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Przyjmujac p*(re’?)+h = s'i korzystajac z nieréwnosei re(e=*-9) > —1
oraz z réwnosci

2 |se—h—c|2 = 2 hscost-}2cscost—s2—hP—2hc—1
@

z (2.3) otrzymamy
w(r) =20 L(s, t)

gdzie funkcja:
sfoosft  1—h2— s2 L R2 L2 he+-1
2.5) L = — —_— h -
(2.5) L(s, t) e + - ost - fh—f (h--c)cost-+-p =
jest okreélona w kole D,, przy czym
e {(s, #): 82— 9s (6 B) cost-- B2 2he-1 < —3;- <t <%,

c+h—p < s < c+h+tp}

Bezposérednie wyliczenia (por. np. [4] str. 524) pozwalaja stwierdzié, ze funkcja
L(s, t) moze osiaggnaé minimum w kole D, tylko na érednicy ¢ = 0.
Problem wyznaczenia minimum funkcp o(r) sprowadza sie wiec do wy-
znaczenia minimum funkji I, (s) = L(s, 0) na przedziale [c+h—p, c+h+-0]
Zachodza nastepujace lcmaty

Lemat 1. Funkcja
1-+ke

sP
(1—|—h‘*+ﬂ —pe

Ly(s) =
osigga w punkcie
(2.6) 8y = ot+hto
minimum absolutne na przedziale [c+h—p, c+h+p] jeéli spelniona jest
nier6wno&é s; < s,, gdzie

i =1

2.7 5, = (1+B)TFF (14-Fo) T2,
Jezeli natomiast s; > s,, to funkcja L,(s) osiaga to minimum w punlkcie s,.
Minimum to wynosi odpowiednio:

(c+h40)" P 4-B(14-R)°(1+ o)

(2.8)  My(r) = My(r; B, B) = Ah)P c+hto) e
ﬂ
7 156
(2.9) My(r) = My(r; B, ) = (1+B) ( 1:—-:) 5.

Lemat 2. Dla kazdej funkeji ¥ € z;(ﬂ) i dla kazdego ustalonego z, [z| =1,
0 < r < 1 oraz przy ustalonych « i  zachodzi dokladne oszacowanie

2F"(2) ] {Ml(f), gdy § <38,
(2.10) { [1+ ()] Z ), edy 5> s




gdzie: sy, 85, My(r), My(r) okrve§lone sa odpowiednio wzorami (2.6)—(2.9).
Réwnosei w oszacowaniu (2.10) realizuja odpowiednio funkcje postaci: - :-

L 1+(1_2m)e4f9’;)ﬂ]‘d3
(2.11) I’l(z)———z—en,pf[l—<w ?
0

(2.12) F,(z) = %expf [1—(

0

1—{—2K(l-—a)e”"”5+(l—Za)e_zi"’gz)ﬁ ds
1—e%2g2 ] =
gdzie: 0 < o < 27,
natomiast:

(sy=h) (1—r®)—(14-1?)
2r ¢

K=

3. Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Oznaczmy przez r, jedyny w przedziale (0, 1) pierwiastek
réwnania

144 7 = i
(3.1) (T) B(+7) (1—r%) 8 +(14+1%)[r*—(14-)r—p] = 0
a przez o, oznaczmy wyrazenie
(3.2) o — (14-7o)[ro2—(2B84-2)r+1]

2zo[re*—(1-+B)ro—p]
gdzie: f e (0, 1] jest dowolnie ustalong liczba.

Promien wypulklogei funkeji klasy Z; (B) okredlony jest wéwezas wzorém: o

By bl L

r, dla oc0<m<1

gdzie: 7, jest jedynym w przedziale (0, 1) pierwiastkiem réwnania
1 +ﬂ 1+p
(34 (T) (L= et n?) (L—13)— (L)1 R = 0,

7, jest jedynym w przedziale (0,1) pierwiastkiem réwnania
(3.5) (A+r+h—Rhr) P(1—r)t=P—28(1--h)Pr = 0
Ekstremalne funkeje maja odpowiednio postaé (2.12) i (2.11)

Dowdd. Z lematu 2 i wzoru (2.1) wynika, ze promiert wypullosei flinkcji
klasy Z; () nalezy wyznaczy¢ z réwnania M,(r) = 0 w przypadku, gdy spel-

niona jest nieréwnosé s; < s; lub z réwnania M,(r) = 0 w przypadku, gdy
spelniona jest nieréwnosé s; > s,.

14



Mozna wykazaé, ze wartosé «, okreslona wzorami (3.1) i (3.2) spelia dla
1
kazdego f € (0,1] nieréwnosé 5 < oy < 1 oraz, ze dla dowolnie ustalonych

B e(0,1], a€l0,a) zachodzi nier6wnosé s, > s,, dla dowolnie ustalonych
pe(0,1] i o€ (g 1) zachodzi nieréwnosé s; < s,, natomiast dla o = o, za-
chodzi réwnosé s; = s,. Rozwiazujac odpowiednie réwnania M,(r) = 0
i M,(r) = 0 otrzymujemy teze twierdzenia.

Whiosek. Przyjmujac f = I otrzymujemy z ostatniego twierdzenia pro-
mien wypuktodei funkeji klasy Z; wyznaczony przez W.A. Zmorowicza (por.
[4] str. 524), przyjmujac « = 0 otrzymujemy promien wypullodei funkeji
klasy Z' (B) dla m = 1:

o= T
natomiast w przypadku « = 0 i f = 1 otrzymujemy wynik M. Robertsona

dla Z' = = (por. [3] str. 239)
: Vo LA

(por. [1] str. 81),
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3. TIaxyuIsCKI
O rpaEEmax BEIIYKIOCTH OJHOIO KIXacca MepoMophHEIX DYHKIHWI B EAERENIHOM Kpyre
Copxeprranue
B patore ofcyskaaercsa Kuace (QyHKIuil E;(ﬁ) BeimonEgoIEX  yenosre (1.2). ITomssysich

*

CBASAMU MEKLY KIACCOM X, (f) M Kiaccom P yHKImit 0 HOJOYKATEIBHOM BEIECTBEHHON YaCTH
»

TOJIYUEHO PajiyC BBIMYKJIOCTH KIACCa Xy (B).

Z. Pachulski

On the radius of cenvexity for certain family of funcctions meromorphic in the unit dise
Summary
A class of funcions E; (f) defined by condition (1.2) was discussed. Utilizing the

relation between the class 2: (B) and the class P of functions with positive real part the
radius of convexity of the class E; (B) was determined.
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