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w kole jednostkowym
Zygmunt Pachulski

W pracy tej rozwaza sie klase funkeji Z; (B, m) zdefiniowanej warunkiem
(1.1). Korzystajac ze zwigzku miedzy funkcjami klasy z;(ﬂ, m), a klasy P
funkeji o dodatniej czeSci rzeczywiste] otrzymano oszacowanie pewnych
funkejonaléw w klasie >+ (8, m).

1. Oznaczmy przez_ﬁ klase funkeji postaci

p(2) = I+pr+pt-. ..
holomorficznych w kole K = {z: |z| < 1} i dla kazdego 2 € K spehiajacych
warunek re p(z) > 0.
Niech Z oznacza klase funkeji # meromorficznych i jednolistnych w kole
K i w otoczeniu z = 0 majacych rozwiniecie postaci:

1l
w=F(z) = ;ﬁ—ao—%—alz-‘.—a?z” Moo

Przez Z’ oraz z; oznacezaé bedziemy odpowiednio podklase rodziny Z
funkeji gwiazdzistych i gwiazdzistych rzedu «, gdzie « jest dowolnie ustalona
liczba przedzialu [0, 1)

Symbolami P (m Z(m Y (m), > (m) oznaczaé bedziemy podklasy
m — symetlycznych fu.nl\c;l odpo“ iednio klas P, Z Z Z«

Niech z;(ﬁ, m) oznacza klase funkeji F ez speliajacych dla kazdego
z € K warunek

2F'(2)

(1.1) ~ e [(1—a) p (2) +-al?,

gdzie:

peP(m)oraz 0 <« < 1,0 < B < 1 sa dowolnie ustalonymi liczbami rzeczy-
wistymi, m — dowolnle ustalona liczba naturalng a przez [(1—a)p(z)-+«]’

rozumiemy galaz gléwna odpowiedniej potegi.

Klasa Z (B, m) jest uogélnieniem takich klas jak Z (B m) i Z (8) oma- .
wianych odpowiednio w pracach [3] i [4].

W pracy tej korzystajac ze zwiazku miedzy funkejami klasy Z;(ﬁ, m)
a klasy P(m) otrzymano oszacowania pewnych funkcjonaléw w klasie

2 (B.m).
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2. Zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 2.1. Funkcja F nalezy do klasy z; (B, m) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje funkcja p € P (m) taka, ze dla kazdego z € K iz == 0 zachodzi réwnosé:

[ 1
2.1) 7(2) =iexpfiwd
z 3
0
Dowéd. Z warunku (1.1) otrzymujemy
FQ) 1 1-0-0p@+ap
F(z) ol z X

1
z

Calkujac obie strony ostatniej réwnofci wzgledem 2z, w granicy od 0 do z,
mamy

1N 5
2.2) log[2F (2)] = f M dz

0
gdzie:

log[2F(2)] oznacza jednoznaczna gataz 1(z) funkeji wieloznacznej L(z) =
= log[2F(2)], dla ktérej zachodzi réwnosé 1(0) = 0. Z réwnoséi (2.2) wynika
wzér (2.1).

Udowodnimy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.1. Obszarem wartoéei funkcjonatu
1
zF’(z)]F
F(2)

okreslonego w klasie funkcji Z (B, m), przy ustalonym ze K, |z| =r, oraz
przy ustalonych o, B, m, jest kolo

H(F) = [—

2(1—a)r™
1—p2m

=

2F'(z) F l+(1—2a>r2’”
(9 “ F(z)] 1=%n

Obieramy tu te galaz 1 (2) funkeji wieloznacznej
1
Le) [ zF'(z)]?
o) | 2=
F(2)

dla ktérej zachodzi réwnosé 1(0) = 1. Oszacowanie (2.3) jest dokladne. Znak
réwnosei w tym oszacowaniu realizuje funkeja postaci

(2.4) Fz)= %mpf [1_(M)ﬁ]_‘zﬁ
0

1o -
dla [¢] = 1.
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Dowod. Z zaleznodei (1.1) wynika, ze dla kazdego z € K zachodzi réwnosé

1
2F'(z)] ¢
[— () ] P

‘gdzie: p jest pewna funkeja rodziny P(m).
Stad, korzysta]@c ze wzoru Riesza-Herglotza, (por. np [2] str. 583), otrzymu-
jemy

= +(@1— Zm)e"‘z"‘
(2.5) [ 0 ] f =7 1 (t),
e )
gdzie: u(t) jest funkcja niemalejaca na przedziale [0, 27] i taka, ze
e
J du(t) = 1.
0

7 (2.5) oraz z twierdzen 11 2, ([1] str. 32), wynika, Ze zbiorem wartosei funkecjo-
natu

-

2F'(z) ] B
I (z)
okreglonego w klasie Z: (B, m), przy ustalonym z € K, jest wypukla otoczka
krzywej.

H(F) = [—

o 14 (1—20)e e

Tt
gdzie: 0 <t < 2.
Roéwnanie tej krzywej mozna zapisaé w postaci
w—1
o) |

gdzie: r = |z|.
Wiynika stad, ze rozwazana krzywa jest okregiem o Srodku w punkeie

2 1+(1_21)7.2m \

0= 1—s2n
i promieniu
2(1—a)rm
Ry=——1+—
1 _7.2m

Stad z kolei wnosimy, ze zbiorem wartosci badanego funkecjonalu jest kolo
domkniete okreslone nieréwnoscia (2.3).

W klasie z;(ﬁ, m) istnieje funkeja dla ktérej, w pewnym punkeie okregu
|#] = r, zachodzi znak réwnosci w oszacowaniu (2.3). Funkeje te otrzymujemy -

Y
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podstawiajac w (2.1) w miejsce p(z) funkeje

1 g2 |
Po(z) = T—a lgf=1,

ktéra jest funkeja ekstremalna wzgledem ciaglego rzeczywistego funkejonatu
F[p(z)] okreflonego w klasie P(m). W wyniku tego otrzymamy funkecje

postaci (2.4), ktéra realizuje znak réwnosci w oszacowaniu (2.3) dla z = re®,
0<r<l, 0<¢<2u przy e = e ™.

Whniosek 2.1. Jezeli F e Z; (B, m), wéwezas dla kazdego ustalonego z € K,
|z| = r, oraz przy ustalonych «, # i m, zachodza dokladne oszacowania

- (1-(1—2@%)" = [ zF’(z)] o (1+(1—2a)1’")ﬂ
2:6) 1™ SN F) 1l 1—r™ i
1—(1—20)r™ >” \ 2F'(2) 1 <l+(l—21)7‘"’)ﬁ
(25 ( 1fom = [_ F(z) ] < 1—™ ¢
2F'(z) s 2(1—a)r™
(2.8) arg [~—ﬁ—,(z——] ‘ < ﬁalcsmm

Znaki réwnoéci po lewych i prawach stronach w oszacowaniach (2.6) i (2.7)

realizuje funkecja postaci (2.4) dla z = », odpowiednio przy &= —1 oraz

& = 1, natomiast znak réwnosci w oszacowaniu (2.8) realizuje funkecja postaci

(2.4) dla z =17, ¢=¢", przy odpowiednio dobranej wartoici parametru t.
Oszacowania te sa bezposrednia konsekwencja interpretacji geometrycznej

1
FEF B
) ] okreslonego w klasie Z“(ﬂ’ m).

zbioru warto$ei funkecjonalu [—

Whniosek 2.2. Jezeli F EZ; (m), wéwezas dla kazdego ustalonego z € K,
|z| = r oraz przy ustalonych o« i m zachodza dokladne oszacowania

1—(1—2a)r™ Sre[ zF (z)] < 14 (1—2a)r™

1" F(2) 1—m
1—(1—20)r™ 2F’(z)| =z 14 (1—2a)r™
14 F(z) l = 1—r™
= [ zF’(z)] = y 2(1—a)r™
arg | — 7ol S arcsmm.

Znaki réwnosei w tych oszacowaniach realizuje funkcja postaci
2
o —(1—a)
1] __eztzm m
Fl(z):%, 0<t <2

dla z = r przy odpowiednio dobranych wartosciach parametru ¢.
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3. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Dla kazdej funkeji F e Z m) i dla dowolnie ustalo-

nego z |zl =7 0 <7 < 1 przy ustalonych « f1im. zachodzi dokladne osza-
cowanie

(31) “ex pf 2 i <

1 ’[ (1_(1 2a)e m) x
<~expj~ - —— :l—
7 1f-a™ @

0

Zmaki réwnosci po lewej i prawej stronie w powyzszym oszacowaniu realizuje
funkeja postaci (2.4) dla z = 7 odpowiednio przy e = 1ie= —1.

Dowéd. Z réwnodci Log[z F(z)] = loglz F(z)|+iarg[z F(z)] gdzie galaz
funkeji log[z F (z)] okreslamy analogicznie jak poprzednio otrzymujemy dla
z=1e%,0<7r<1,0<9<2n

zF’(z)
F(z)
Stad z kolei mamy

—1 +r-—Log|zF |+u—a1g [2F (2)].

2F'(z) é
re [_ ) ] = l—r—gLOg]zIf’(z)].

Korzystajac z (2.6) otrzymujemy:

1 14 (1—20)r™\# ) 1 1 (1—2e)r™\#:
7[1—(7 = sloeE R T ]
Calkujac stronami ostatnia nieréwnogé wzgledem 7, w granicach od 0 do 7,
otrzymujemy oszacowanie (3.1). Z postaci funkeji (2.4) wynika bezposrednio,
ze realizuje ona réwnosci po lewej i po prawej stronie oszacowania (3.1) odpo-

wiednio przy ¢ = 1ie = —1 dla z = r, co koriczy dowdd twierdzenia.

Whiosek 3.1. Jezeli F € Z; (m), wéwezas dla dowolnie ustalonego z [z| =1
0 < r < 1. przy ustalonych o i m, zachodzi dokladne oszacowanie

il 20s 1 ey
(3.2) S 1w T P ()] < = (1Lmym T,
7 "

Znaki réwnosci po lewej i prawej stronie w powyzszym oszacowaniu realizuje
funkecja postaci

(1_82”,)%(1—@
(3.3) oo e
z
odpowiednio przy ¢ = 1 oraz ¢ = —1 dla z = 7.

Oszacowanie (3.2) wydaje si¢ by¢ réwniez nowym wynikiem.
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. Wniosek 3.2. W przypadku g = 11 m = 1 otrzymujemy z (3.1) doktadne
oszacowanie

1
(3.4) — (=122 < |[F ()] < l(1+7-)20*«>
T r

w klasie funkeji z; (por. np. [5] str. 223).
W przypadku g =1 i « = 0 otrzymujemy z (3.1) dokladne oszacowanie

1
(3.5) == )m < |F@) < _(1+rm

w klasie Z'(m) (por. np. [6] str. 170).
Natomiast w przypadku o = 0 ofrzymujemy doktadne oszacowanie modutu
fankeji w klasie > (8, m) (por. tw. 3..[3] str. 66).
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3. IMaxynscku
OG ogaom x1acce MepomMopdhHEEIX GyHKIHEHE B EAHEAIHOM Kpyre
Copaeprkanme

.
B pabore oBcyxmaercs kiace Gyrxnuit X, (B, m) Bbmommaonux yerosue (L.1). ITomsayscs

*
CBASSMI MELY KIaccom 2, (f, m) 1 Kmaccom P byHKumif 0 TOI0/KUTE IBHOM BEIECTBEHHOM YacTH

*
TIOJIYUEHO ONCHKH HEeKOTOPBIX (DYHKIMOHAJIOB B Kilacce 2, (B, m)

Z. Pachulski
On some clags of meromortic functions in the unit disc
Summary

A class of functions E; (B, m) defined by condition (1.1) was descussed. Utilizing the
relation between the class 2; (B, m) and the class p of functions with positive real part

* .
the estimate of certain functionals in the X, (8, m) class was given.
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