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Streszczenie

W niniejszej pracy okreslono pojecie konsekwencji dla tréjsekwencyj-
nego rachunku predykatéw Lukasiewicza, oraz wykazano, ze wprowadzona
operacja ma wlasnosci ogdlnej operacji konsekwencji w sensie Tarskiego.

1. Preliminaria

Niech S bedzie standardowym jezykiem rachunku predykatéw pierwszego
rzedu, generowanym z formul atomicznych przy pomocy spéjnikéw logicz-
nych: negacji ~, implikacji =, koniunkeji A i alternatywy V, oraz kwanty-
fikatoréw wiazacych zmienne indywiduowe: duzego V i malego 3.

W rachunku zdan wartosci formul sa zdeterminowane przez wartosci
ich podformul. Formuly kwantyfikatorowe moga mie¢ jednak nieskonczenie
wiele podformul. Zwiazki miedzy prawdziwoscia formul kwantyfikatoro-
wych a warto$ciami ich podformul ustala sie za pomoca pewnej dodatkowe;j
funkcji zwanej niekiedy funkcjq dystrybucys.

Niech E3 = {0, 1,2} i niech
E; = (E37 {~7 =, A, V}: {2})

bedzie tréjwartosciowa, matryca Lukasiewicza, ktérej operacje okreslone sa
nastepujaco:

(a) ~z=2—z,
(b) = y=min{2,2 —z +y},

(c) z Ay = min{z,y},
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(d) zVy=maz{z,y}.

Niech D3 = P(E3) — 0 = {{0}, {1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}.
Niech funkcje g3, qv : D3 — FE3 beda funkcjami interpretujacymi od-
powiednie kwantyfikatory 3 i V. Okresla sie je w nastepujacy sposob:

g3(U) = maz U,
gv(V) =min V
dla dowolnych U,V € Ds.

Czwoérke
53 = (E37 {2}7 {Na =, A, V}: {qaa qV})

nazywa¢ bedziemy prestrukturg dla jezyka trdjwartosciowego rachunku
predykatéw Lukasiewicza.

Niech teraz U bedzie dowolnym niepustym zbiorem, zwanym dalej uni-
wersum i niech R oznacza nastepujacy uklad:

R =(U,{pi:icl},{g;:5€I},{ar: k€ N} &),

gdzie p; oraz g; sa funkcjami takimi, ze
p;: UeWw) 5 Badlaie [LICN
gj: Ua8l9i) — U dla j € J oraz
ar € U dlak € N,

tzn. aj sa pewnymi wyréznionymi elementami ze zbioru U. (W powyzszych
wzorach arg(p;) oznacza liczbe argumentéw funkcji p;, podobnie arg(g;) —
liczbe argumentéw funkcji g;).
Uklad R bedziemy nazywaé strukturq jezyka rachunku predykatow Luka-
stewicza lub krotko strukturg.

Interpretacja jezyka S w strukturze R nazywamy funkcje ¢ : S — R
spelniajaca nastepujace warunki:

(a) u(z;) €U dlaj € N,
(b) t(ck) = a dla k € N,

(c) u(P;) =ps dlaseI,ICN,
(d) «(f;) = g5 dlajeJ,

(€) u~) =,

(f) «(=) ==
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(8) «(A) =A
(h) ¢(V) =V
(i) ¢(3) = g3,
() e(V) = qv

Powiemy, ze formula « jest spelnialna w interpretacji ¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ciag b € UM taki, 7e v(a, b) = 2. Podobnie powiemy,
ze formula « jest spelnialna, jesli istnieje struktura R i interpretacja ¢, w
ktérej formula o jest spelnialna.

Formula a € § jest prawdziwa w interpretacji « wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu b € UM v(a,b) = 2, gdzie v(a,b) oznacza wartosé
formuly o na ciagu b.

Formula a € S jest tautologiq rachunku predykatow Lukasiewicza, kro-
tko tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona prawdziwa w kazdej inter-
pretacji jezyka S w dowolnej strukturze R tego jezyka S.

2. Tréjsekwencyjny rachunek predykatéw Lukasiewicza

Niech Iy, ...I'y—1 beda dowolnymi skonczonymi zbiorami formul. W szcze-
gélnosci niektore ze zbioréw I'; moga byé puste. Uporzadkowana n-tke
zbioréw formut (I'g,T'y,...,Tn—1) nazywamy n — sekwentem. Ten n-sek-
went, zlozony ze zbioréw formut I'y,...I',_1, bedziemy notowaé¢ I'g ...+
[y-1. Jezeli a jest formula i I' C S to zapis I', @ oznaczaé bedzie sume
zbioréw I' U {a}. Sekwenty bedziemy oznaczaé litera ¥, réwniez z inde-
ksami, jesli zajdzie taka koniecznoé¢. W dalszym ciagu tej pracy, jesli to
nie bedzie prowadzi¢ do nieporozumien, n-sekwenty bedziemy nazywac¢ po
prostu sekwentami.
Niech

Y=gk FIlp

I=A¢kF -k Ap
beda dwoma dowolnymi sekwentami. Sekwent ¥ zawiera sie w sekwencie
IT wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i, 0 <i<n—1, I'; CA,.
Fakt ten bedziemy notowaé¢ ¥ C II. Zapis X *II lub XII oznacza sekwent
Ag o biguy
gdzie
A =TUA; dlarradgi<n—l,
nazywamy zlozeniem sekwentéw % oraz II.
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Niech I" C § bedzie dowolnym zbiorem formul. Przez zapis I-; I' bedziemy
rozumie¢ sekwent

2=F0|—'-'F’Fn_1 taki,ie

r~—{r jedi i=j

10 jesli 4 # 5.

W szczegélnosci zapis a F; oznaczal bedzie sekwent postaci F; {a}. Z
powyzszych okreslen latwo wynika, ze dowolny sekwent ¥ = I'g F --- F
['»—1 mozna przedstawi¢ jako zlozenie n sekwentéw I'; - dla0 < j <n-—1.
Sekwent bedziemy nazywaé atomicznym jesli wszystkie formuly w nim wys-
tepujace sa atomiczne.

Sekwent ¥ = I'g F --- F ', nazywaé bedziemy sekwentem przepel-

nionym wtedy i tylko wtedy gdy, istnieja r, s takie, z2e 0 <r<n-1, 0 <
s<n—-1i. NI #0,
Sekwent ¥ nazywaé bedziemy sekwentem koricowym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest sekwentem atomicznym lub przepelionym. Sekwent atomiczny
1 nie przepelniony bedziemy nazywaé¢ sekwentem rozlozonym. W dalszym
ciagu nasze rozwazania ograniczamy do n = 3.

Schematy regut wprowadzania spéjnikéw i kwantyfikatoréw do zbioréw
formut w sekwencie maja w systemie tréjsekwencyjnym Lukasiewicza na-
stepujaca postac:

(a) requly wprowadzajace spdjniki negacyji

¢ I"CRFACID

TFAekrll
Unh rFA ~oFID

Iat AEIl
(n) rEAFIL~a

(b) reguty wprowadzajgce spdjnik implikacji

0 ,a=’5> 7

(1) D,BFA,aFILTHFABFILa
i TFA,a=BFII ’
() FabFAFILTHFA oBFILTHARILP
t)2 TFAFILa=> :

(c) reguly wprowadzajgce koniunkcje

€)o TLaABFAFII )




P. Borowik

(lC)l Fi—A,a,ﬁl—H,

CEAFIL a8
() TFAFMLaApB

(d) reguly wprowadzajgce alternatywe

FAF
(la)o 4 (?,CEV o Ha

(la) I‘,ﬁi—A,aI—H;I‘I—A,aﬁP—H,I‘,aI—Aﬁr—H
SR IT'FA,aVAF

(o), LFAFLaTFAFTLP
2 TFAFIL,aVgE

(e) reguly wprowadzajace kwantyfikatory: szczegdlowy i ogdlny
Fale) FAFII
I, dza(z) F A FID

I'-Aafa),FII; Ta(b) FAFII
'k A,3za(z) F1I A
'AFII a(a)
(B2 FEAFT, Soals)’
Fala) FAFTI
o FVzan)FAFTT
I'FAaa),FI; THAFIL ab)
(lV)1 T'FA ’
T+ AFII ofa)
I'FAFILVza(z)’

(&)

(13

(I¥)2

gdzie stala a wystepujaca w przestankach regul (13);, (I3)2, (IV), 1 (IV),
nie wystepuje odpowiednio w ich wniosku.

3. Pojecia dowodu

Drzewem dowodowym (krétko drzewem ) tréjsekwentu ¥ nazywamy drzewo
uporzadkowane D = (D, p,r, X) takie, ze

(a) D jest pewnym zbiorem tréjsekwentéw,
(b) ¥ € D,

(c) r jest relacja binarna okreslona na zbiorze tréjsekwentéw D w naste-
pujacy sposéb: (21,E9) € r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje regula
(lz) € R taka, ze tréjsekwent Xo jest jej wnioskiem, a tréjsekwent X4
jedna z jej przeslanek.
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Niech D; i Dy beda uporzadkowanymi drzewami. Powiemy, ze drzewo
Dy jest rozszerzeniem prostym drzewa D; wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo
D, powstaje z drzewa D przez zastosowanie regul, ktérych schematy naleza
do R, w ten sposéb, ze istnieje lisé ¥ drzewa Do, bedacy wnioskiem reguly
T

Wykorzystujac pojecie rozszerzenia prostego drzewa mozemy podaé
inna definicje drzewa dowodowego sekwentu Y. Powiemy wiec, ze drzewo
D jest drzewem dowodowym sekwentu ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
skonczony ciag drzew D1, Do, ..., D taki, ze Dy, = D i kazdy lis¢ drzewa Dy,
jest sekwentem przepelnionym lub atomicznym D; = ¥ oraz dla kazdego
1 < k drzewo D, jest prostym rozszerzeniem drzewa D;.

Drzewo bedziemy nazywaé przepelnionym, jesli na kazdej jego galezi
wystapl punkt bedacy sekwentem przepelnionym. Stad w szczegdlnosci,
drzewo D jest przepelnione, jesdli kazdy jego 1ié¢ jest sekwentem przepelnio-
nym.

Podamy jeszcze procedure konstrukcji systematycznego drzewa dowodo-
wego dla sekwentu 3. W dalszym ciagu, przez drzewo sekwentu ¥ bedziemy
rozumieé systematyczne drzewo dowodowe utworzone zgodnie z nizej po-
dana procedura. Ma ona nastepujaca postac:

(a) Sekwent ¥ przyjmujemy jako korzen drzewa.

(b) Zalézmy, ze zakoriczony zostal k-ty etap procedury konstrukcji drzewa.
Rozwazmy k + 1 etap. Wtedy

(1) Jezeli kazdy li$¢ skonstruowanego drzewa jest sekwentem przepelnio-
nym lub atomicznym to konczymy procedure konstrukcji drzewa.

(2) W przeciwnym przypadku, wybieramy na drzewie pierwszy od le-
wej sekwent nieatomiczny i nieprzepelniony © i uwzgledniajac pewien
priorytet w stosowaniu regul, rozszerzamy drzewo przez zastosowanie
okreslonej reguly.

Moéwiac obrazowo konstruowane drzewo ,,ro$nie” od korzenia przez
rozgalezienia do swoich lisci.

4. Konfiguracje

Niech Y C S. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
FY)={F;B:7=0,1&B€Y}
TY)={2p:8€Y},
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M(Y) = FY)UT(Y).

Niech Z C M(Y). Konfiguracja K(Z) dla ciagu sekwentéw Z (kazdy
zbior sekwentéw mozemy ustawié¢ w ciag) nazywamy drzewo skonstruowane
w nastepujacy indukcyjny sposob:

(k1) jako konfiguracje dla ciagu jednowyrazowego g bierzemy drzewo do-
wodowe,

(ko) jezeli juz mamy utworzone drzewo dla sekwentéw g, ¥q1,...,8_1,
to kazdy nie przepelmiony li§¢ © tego drzewa, o ile taki istnieje,
zastepujemy drzewem dowodowym sekwentu ©X,

(ks) konczymy procedure tworzenia drzewa, jesli takich lici nie ma.

Latwo zauwazy¢, ze problem istnienia konfiguracji K£(Z) dla calego
zbioru sekwentéw Z wiaze sie z istnieniem drzew nie przepelmionych dla
kazdego sekwentu ze zbioru Z. Jedli ciag sekwentéw Z jest nieskoficzony, to
konfiguracja moze by¢ drzewem nieskoniczonym. Ze wzgledu na to, ze kazdy
punkt drzewa K(Z) ma skonczong ilo§¢ poprzednikow, z lematu Konig'a
wynika, ze w takiej nieskonczonej konfiguracji istnieje galaz nieskonczona.

Konfiguracja K(Z) jest przepeliona, jesli na kazdej jej galezi wystapi
sekwent przepelniony. Oczywiscie, konfiguracja K(Z) jest przepeliona,
jesli kazdy jej lis¢ jest sekwentem przepelnionym.

Powiemy, ze formula a € S jest twierdzeniem w sekwencyjnym sy-
stemie tréjwartosciowego rachunku predykatéow Lukasiewicza wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja przepeinione drzewa dowodowe sekwentéw postaci i, o
dla j =0, 1.

Lemat 1
Niech Y C M(S). Jezeli konfiguracja K(Y) jest przepelmiona, to zawiera
skonczona liczbe punktéw.

Dowdéd.

Zgodnie z procedura konstrukeji konfiguracji £ (Y') ustawiamy elementy
zbioru Y w ciag C = (2¢,X1,...,%s,...) 1 realizujemy punkty (k1), (k2)
tej procedury. Zalézmy, ze konfiguracja K(Y) jest przepemiona. Z prze-
pelnienia wynika, ze na kazdej galezi K(Y) wystapi sekwent przepelniony.
Jest on lidciem i w kazdym przypadku ze wzgledu na punkt (k3) procedury,
zatrzymuje konstrukcje konfiguracji na pewnym elemencie ciagu C. =

Lemat 2
Niech Y C M (S). Jezeli konfiguracja K(Y') jest przepelniona, to istnieje
skoniczony podzbiér Z C Y taki, ze K(Z) jest przepekniona. : :

13



14 Operacja konsekwencji w trojsekwencyjnym rachunku ...

Dowdd.
Jesli zbidr Y jest skonczony, to mozna przyjac, ze Z = Y. Jesli Y
nie jest zbiorem skonczonym, to zgodnie z lematem 1 istnieje skonczony

ciag sekwentéw g, X1, ..., 1¢, ktéry przepetnia konfiguracje X(Y). Wtedy
5 = {20,21,...,2,5}. L

5. Operacja konsekwencji

Niech X C S i niech o € S. Powiemy, ze formula a jest konsekwencjq
sekwencyjna, krotko konsekwencjq zbioru formut X, co bedziemy notowac,
ze a € CsX wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje konfiguracja przepelniona dla
zbioru 7 (X) lub istnieja konfiguracje przepelnione dla zbioréw
T(X) U {f‘o Ot} i T(X) U {l—l a}.

Lemat 3
Jezeli konfiguracja zbioru 7(X) jest przepelniona, to CsX = S.

Lemat ten wynika natychmiast z definicji funkcji C's. =

Lemat 4
Jezeli X C S, to X C CsX.

Dowdd.

Niech a € X. Jesli K(7 (X)) jest przepelniona, to oczywiscie a € CsX.
Zalézmy ze konfiguracja dla 7(X) nie jest przepelniona. Konstruujac kon-
figuracje dla X ustawiamy elementy zbioru 7 (X) w ciag. Sekwent o «
wystapi w tym ciagu na m-tym miejscu. W m-tym kroku procedury kon-
strukcji konfiguracji dla 7(X) kazdy nieprzepelniony li§é © zastepujemy
drzewem dla ©x k9 o i ewentualnie kontynuujemy dalej konstrukcje konfi-
guracji. Rozwazmy konfiguracje dla zbioréw T (X)U{tp a} i T(X)U{F; a}.
Elementy tych zbioréw ustawiamy w dwa ciagi tak samo jak dla ciagu
T(X), z tym, ze miedzy wyrazami m i m + 1 wstawiamy odpowiednio
Fo a w pierwszym i F; a@ w drugim. Konfiguracje dla 7(X) U {Fo o} i
T(X) U{k1 a} tworzy sic do m — 1 kroku tak samo jak dla 7(X). W
m-tym kroku konstrukcji kazdy 1i§¢ nieprzepeliony © w obydwu konfigu-
racjach zastepujemy zlozeniem Ox k9 a traktujac o o jako drzewo jed-
nopunktowe. Oczywiscie, tak otrzymane konfiguracje nie sa przepelnione.
Nastepnie kazdy li$¢ nieprzepelniony ©x 9 a w obydwu konfiguracjach
zastepujemy zlozeniem Ox k5 ax kg a w pierwszej konfiguracji i odpo-
wiednio zlozeniem ©Ox 9 ax ; a w drugiej, rowniez traktujac sekwenty
Fo @ i k1 a jako drzewa jednopunktowe, ktére juz przepelniaja obydwie
konfiguracje. =

Lemat 5

Niech X C S. Konfiguracja (7 (CsX)) nie jest przepelniona wtedy i tylko
wtedy, gdy nie jest przepelniona konfiguracja K(7(X)). =
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Lemat 6 Niech X, Y C S. Jezeli X C Y, to CsX C CsY.

Dowdd.

Zalézmy, ze X C Y i niech a € CsX. Jezeli nie istnieje przepelniona
konfiguracja dla 7(X), to istnieja przepelione konfiguracje dla 7 (X)U{+
a} 1 T(X) U {1 a}. Jezeli konfiguracja dla 7(Y) jest przepelniona, to
oczywiscie o € CsY. Jesli nie istnieje konfiguracja przepeiniona dla 7(Y),
to latwo zauwazy¢, ze T(X) C T(Y) i tym samym 7(X) U {F; a} C
T(Y)U{F; a} dla j =0,1. Stad konfiguracje dla T(Y)U{; a} (j =0,1)
sa przepelnione. =

Lemat 7
Niech X C S i niech a € S. Jezeli o € CsX, to istnieje skonczony zbiér
Y C X taki, ze a € CsY.

Dowdéd.

Niech a € CsX. Jedli nie istnieje konfiguracja przepeliona dla 7 (X),
to istnieja przepelnione konfiguracje dla 7(X)U{rq a} oraz T (X)U{F; a}.
Poniewaz 7 (X) U {F; a} dla 7 = 0,1 sa przepelnione, wiec sa skonczone.
Zbiér Y sklada sie z tych formul, ktére wystepuja w korzeniu K(7(X) U
{F; a})dlaj=0,1 oraz w sekwentach wystepujacych w realizacji punktu
(ko) definicji procedury konstrukcji tych konfiguracji. =

Lemat 8
Jezeli X C S, to CsCsX C CsX.
Dowdd.
Niech X C S i niech a € CsCsX. Jezeli konfiguracja (7 (X)) jest

przepelniona, to o € CsX. Zalézmy wiec, ze K(7 (X)) nie jest przepetniona.

Na podstawie lematu 5 nie jest tez przepelniona konfiguracja (7 (C'sX)).
Poniewaz a € C'sCsX wiec konfiguracje (7 (C'sX)U{Fo a} i K(T(CsX)U
{F1 a}) sa przepelnione. Stad i z definicji funkcji C's przepelnione sa kon-
figuracje (7T (X) U {Fo a}) 1 K(T(X) U {F1 a}). Wobec nieprzepekienia,
konfiguracji (7 (X)), mamy a € CsX. =

Na podstawie lematéw 4 i 7 otrzymujemy:
Whniosek 1
Dla kazdego X C S;CsCsX =CsX. =
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