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W nauczaniu geometrii istnieje pewien problem z prezentacja prze-
ksztalcenia afinicznego. Cze$¢ autoréw podrecznikéw geometrii dla stu-
dentéw definiuje przeksztalcenie afiniczne podajac gotowy wzér. Inni podaja
definicje tego przeksztalcenia jako bijekcji przestrzeni afinicznej na siebie,
przeksztalcajacych proste na proste, lecz wowczas nie jest wyprowadzany
wzor. Jeszcze inna metoda polega na definiowaniu przeksztalcenia afinicz-
nego przy pomocy przeksztalcenia liniowego, co w latwy sposéb prowadzi
do odpowiedniego wzoru. Wydaje si¢, ze sposobem najbardziej naturalnym
jest sposéb drugi uzupekiony o niezbyt Zzmudne wyprowadzenie wzoréw na
przeksztalcenie. Ot6z w znanych mi podrecznikach nie spotkalam takiego
polaczenia.

W pracy niniejszej podaje, wlasnie, pewien prosty i naturalny sposéb
wyprowadzania wzoru na przeksztalcenie afiniczne uzywajac definicji prze-
ksztalcenia afinicznego jako bijekcji przeksztalcajacej proste na proste.

Niech X bedzie dwuwymiarowsa przestrzenia afiniczna o przestrzeni we-
ktorowej V' (rzeczywistej). Przyjmujemy nastepujaca definicje

Definicja 1. Bijekcje f : X — X przeksztalcajaca proste na proste
nazywamy przeksztalceniem afinicznym.

Uwaga 1.
Z definicji tej wynika, ze przeksztalcenie afiniczne proste rownolegle prze-
ksztalca na proste réwnolegle, natomiast proste przecinajace przechodza
na proste przecinajace. Ponadto, poniewaz Srodek odcinka @b jest punk-
tem przeciecia si¢ odpowiednio skonstruowanego réwnolegloboku, wiec z
powyzszych uwag wynika, ze srodek odcinka @b przy przeksztalceniu afinicz-
nym f przechodzi na $rodek odcinka wyznaczonego przez punkty f(a) i f(b).

Definicja 2. Niech a,b,c € X beda punktami wspélliniowymi i niech
a 3 b e, 4
Stosunkiem pojedyniczego podzialu punktéw a, b punktem c nazywamy taka
liczbe A, ze
3
ac = Abc

i oznaczamy symbolem s(a, b;c) = A.
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Uwaga 2.
Z definicji stosunku wynika, ze
s(a,b;c) # 1.
Ponadto, jesli ¢ # a # b # ¢, to

Przy pomocy stosunku pojedynczego podzialu mozemy podaé warunki
réwnowazne na odcinek i srodek odcinka. Zachodza mianowicie nastepujace
lematy

Lemat 1. Niech a # b. Wéwczas punkt ¢ nalezy do odcinka ab wtedy
i tylko wtedy, gdy

s(a,b;c) < 0.

Lemat 2. Niech a # b. Wéwczas punkt c jest srodkiem odcinka ab
wtedy i tylko wtedy, gdy
s(a,b;c) = -1.
Zachodzi rowniez

Lemat 3. Niech a # b. Wéwczas zachodza nastepujace warunki

1) Jesli A€ IR i 0# X\ # 1, to istnieje dokladnie jeden punkt taki, ze
s(a,b;c) = .

2) Jeslia # c# b, to
s(a,c;b) =1 — s(a,b;c).

3) Jesli s(a,b;¢) <0 i s(a,c;p) <0, to
s(a, b;¢c) < s(a,b;p)

4) Jedli s(a,b;c) <0 i s(a,c;p) <0, to
s(a, b;p) < 0.

5) Jesli punkty a,b, c,p sa wspélliniowe i rézne oraz s(a,b;p) <0, to
s(a,c;p) < 0 albo s(c,b;p) < 0.
6) Jedli a # b # c # a oraz
s(a,b;c) = A2, s(a,b;p) = =X, i s(a,b59) = A, to
3(p, q; C) = —1.
7) Jedlia#b+#q#a oraz s(a,bjq) =X A# -1

s(a,b;p) = =X i s(p,g;c) =—1, to
s(a,b;c) = A2
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Dowdéd. Wlasnosci 1) - 7) sa ogdlnie znane.
Pokaze prawdziwo$¢é warunku 6).
Z zalozen mamy

— - -
ac = \2bec, ap = —\bp, ag = \bq.

Z tych réwnosci otrzymujemy nastepujace zwiazki:
- - = -~ —
ab = ac + cb = A%bc + cb = (1 — A?)cb,
- — — - = —
ab = ap + pb = —Abp + pb = (1 + A\)pb,
-, o - = -
ab=aq+ qgb= Abg+qgb= (1 — A)gb

Zatem
mck - — _'A -
pc=pb+ bc= -2 ab

oraz

- —
cq =ch+bg= —1—_—)\A2ab.
Stad FC =3 C_(},
a wiec s(p, q;c) = —1.
Dowéd wlasnosci 7) przebiega analogicznie.

Pokaze, ze stosunek pojedynczego podzialu jest niezmiennikiem przeksztalcen
afinicznych. W tym celu skorzystam z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech a # b. Przy przeksztalceniu afinicznym f obra-
zem kazdego punktu ¢ nalezacego do odcinka ab jest punkt f(c) nalezacy
do odcinka wyznaczonego przez punkty f(a) i f(b).

Twierdzenie to mozna znalezé w [1].
Poniewaz jest to malo znane twierdzenie, wiec przytocze dowdd tego twier-
dzenia.

Dowdéd.

Zalézmy najpierw, ze punkt ¢ wspélliniowy z punktami @ i b nie nalezy
do odcinka ab, a # ¢ # b.

Oznaczmy przez A2 = s(a, b; c)
Z wlasnosci stosunku pojedynczego podzialu istnieja punkty p i g takie,
7e

s(a,b;p) = =, s(a,b;9) =X i s(p,g;¢) = —1.

Poprowadzimy przez punkty a i b dwie proste réwnolegle L; i Lg. Na
prostej L; obieramy dowolny punkt a’ # a. Nastepnie przez punkty ¢ i o’
prowadzimy prosta K’ i oznaczmy przez b’ punkt przeciecia prostej K' z
prosta Lo (patrz rys. 1).
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Stosujac twierdzenie Talesa do prostych przecinajacych si¢ K' i L
(L - prosta zawierajaca punkty a,b,c) i prostych réwnoleglych L; i Lo
otrzymujemy
) laal ol
b6’ bl
Przez punkty @' i p prowadzimy prosta L3. Oznaczmy przez b” punkt

przeciecia sie tej prostej z prosta Lo. Stosujac ponownie twierdzenie Talesa
do prostych Lz i L oraz prostych réwnoleglych L; i L, otrzymujemy

73] _ [ap| _
SR e
Stad i z (1) mamy |b7b| = |b'b|, a wiec b jest §rodkiem odcinka b'd".
Przez punkt b’ i p prowadzimy prosta Ls.
Oznaczmy przez a” punkt przeciecia sie prostej L4 z prosta L. Stosujac, tak
jak poprzednio, twierdzenie Talesa do odpowiednich prostych otrzymamy,
ze punkt a jest srodkiem odcinka wyznaczonego przez punkty o’ i a”.
Ponadto punkty punkty a”,b” i g sa wspélliniowe. W ten sposéb skon-
struowana figura (rys. 1.) przy przeksztalceniu afinicznym f zachowa swoj
ksztalt (patrz Uwaga 1). Jesli, przy tym, jeden z punktéw f(p) lub f(q)
nalezy do odcinka wyznaczonego przez punkty f(a) i f(b), to drugi punkt
do tego odcinka nie nalezy. Niech np. punkt f(p) nalezy do odcinka wy-
znaczonego przez punkty f(a) i f(b).
Oznaczmv przez

~X = s(f(a), f(b); f(P)),
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gdzie A’ > 0. Stosujac twierdzenie Talesa do przeksztalconej figury otrzy-
mamy

s(f(a), £(b); f(q)) = X

Ponadto punkt f(c) jest érodkiem odcinka wyznaczonego przez punkty

flp) i f(q), a wiec s(f(p), f(q); f(c)) = —1. Stosujac teraz wlasnoéé 7) z
lematu 3 otrzymamy

s(f(a), £(b); f(c)) = X"

co oznacza, ze punkt f(c) nie nalezy do odcinka f(a)f(b). Stad i z zalozenia,
ze f jest bijekcja otrzymamy teze twierdzenia 1. m
Konsekwencja tego twierdzenia jest

Twierdzenie 2. Stosunek pojedynczego podzialu jest niezmienni-
kiem przeksztalcen afinicznych.
Dowdd.

Niech f : X — X bedzie przeksztalceniem afinicznym i niech a # b.
Zauwazmy, ze jesli odcinek ab podzielimy na n réwnych czesci punktami
P1=0,P2y...yPn—-1~ ba to

s(a, b;p;) = s(f(a), f(b); f(pi))

dla i = 2,...,n — 2. Bowiem punkty p; (i = 2,...,n — 2) sa $rodkami
odcinkéw p;—1pi+1-
Zatem, jesli s(a, b;c) jest liczba wymierna, to

s(a,b;c) = s(f(a), f(b); f(c)).
Bowiem, jesli np.
S(G,b;C) 3 _%1 a}ﬁ & IN»
to dzielimy odcinek ab na a+8 réwnych czeéci punktami p; = a, p2,...,Pot+s-1-

Woéwczas punkt ¢ = pq,.
Zalézmy wiec, ze

(3) s(a,b;c)=AeR-Q i A<O.
Przypusémy, ze
s(f(a), f(b); f(c)) > s(a,b;c).

Punkt f(c) na mocy poprzedniego twierdzenia nalezy do odcinka wzynaczo-
nego przez punkty f(a) i f(b). Ponadto z wlasnosci stosunku otrzymujemy
istnienie punktu d' takiego, ze

(4)  s(f(a),f(b);d) = A (rys. 2.)



46 Przeksztalcenie afiniczne

Di
a c b
Di
f(a) f(c) d f(b)
rys. 2.

Podzielimy odcinek f(a)f(b) na n réwnych czeéci i wezmiemy n tak duze
aby jeden z punktéw podzialu p; nalezal do odcinka wyznaczonego przez
punkty f(c) i d' (rys. 2). Stad punkt p; = f~!(p;) nalezy do odcinka ab
oraz

(5) s(a,b;pi) = s(f(a), f(b); Pi)-
Réwniez z wlasnosci stosunku pojedyniczego podzialu otrzymujemy, ze punkt
pi nalezy do odcinka wyznaczonego przez punkty f(c) i f(b), a wiec punkt
p; nalezy do odcinka cb. Stosujac ponownie wlasnosci stosunku mamy

s(a,b; pi) < s(a,b; c)

Stad i z réwnosci (3), (4) i (5) mamy

s(f(a), £(b); i) < s(f(a), f(b);d),

co jest sprzeczne z tym, ze p; nalezy do odcinka wyznaczonego przez f(c) i d'.

Zatem s(f(a), f(b); f(c)) = s(a,b;c) dla 5(a., b;c) < 0.
Jesli s(a, b;c) > 0, to stosujac lemat 2 i Uwage 2 otrzymujemy
s(b,c;a) <0 lub s(a,c;b) <0
Powtarzajac piszemy czeSc tezy dla tych stosunkéw i stosujac wlasnodci
stosunku mamy

s(f(a), £(b); f(c)) = s(a,b; ).
Twierdzenie 3. Jezeli f: X — X jest przeksztalceniem afinicznym,
to odwzorowanie f : V — V zdefiniowane wzorem
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jest przeksztalceniem liniowym.
Dowdd. L

Zauwazmy, ze 7y = z'y’ wtedy i tylko wtedy, gdy $rodek odcinka z'y
pokrywa. sie ze srodkiem odcinka zy’. Zatem, jesli

i e N 1 [
zy =y, to f(z)f(y) = f(z")f({Y),
a wiec odwzorowanie f jest poprawnie zdefiniowane. Niech z,y,z',1y € X.
_)

7 definicji przestrzeni afinicznej istnieje punkt z € X taki, ze yz = z'y'.
Stad

1 — — —
TYy+ Ty =2Y+yYz =122,
A wiec
~ ﬁ ~
f@y+a'y) = f(@2) = fl@)f(2) =

= f@)f@W) + W) = f(zy)+f(vz) =
= f(zy) + f(2'y).
zatem f jest odwzorowaniem addytywnym.
Pokazemy teraz, ze dla kazdego A € IR i dla kazdych z,y € X zachodzi

A 2=
(6) f(Aay) = 7f(ay).
Zauwazmy, ze jesli A =0 lub X =1, to réwnosé jest oczywista. Zalézmy

wiec,ze 0 A #1 1 z#uy.
Woéwczas istnieje punkt z € Z taki, ze

z_g);=)\:c_f/,

tzn. s(z,z;y) = A
Stosujac twierdzenie 2 mamy

s(f(2), f(z); f(y))
stad, zgodnie z definicja 1, otrzymujemy

A

>
> >
.

f(2)f(y) =X f(z)f(y)

Stosujac teraz definicje odwzorowania f mamy

fOay) = f(zy) = F(@f@) ==X F@)f @) =M (zh)-
A wiec f jest jednorodne. Poniewaz f jest bijekcja, wiec f tez jest bijekcja.
Zatem f jest przeksztalceniem liniowym. m

Teraz korzystajac z tego twierdzenia wyprowadzimy wzor na przeksztalcenie
afiniczne f.
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Ustalmy uklad wspélrzednych afinicznych wyznaczony przez punkt 0 i baze
e_{,e_ﬁ. Dla f istnieje macierz nieosobliwa A = (aij) %,j = 1,2 taka, ze

przeksztalcenie f wektorowi u = [u}, u})], gdzie

(7) 'u.’l = aji1u] + ajau2
uhb = ag1uj + agua.

Niech punkt f(0) ma wspélrzedne (a1, a2). Oznaczmy wspoélrzedne punktu
z przez (z1,T2), za§ wspolrzedne punktu f(z) przez (z},z5). Wéwczas ko-
rzystajac z definicji wspélrzednych afinicznych i wzorédw (7) otrzymamy
zwiazki

/ =
Ty —a1 = an¥i+ap2T
!
Tg —a1 = G217+ a22T2.
Stad otrzymujemy wzor na przeksztalcenie afiniczne f
) = anz +a12z2 +ay
.'L"g = Q@911 + Q22%2 + Q2.

Uwaga 3 Podobne rozumowanie zawarte w tej pracy mozna prze-
prowadzi¢ dla przeksztalcenia afinicznego dowolnej skonczenie wymiarowe;]
przestrzeni afinicznej w siebie.
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