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Abstra
t

The super
ondu
ting state o

urring in phosphor under the pressure at p ∈
{20, 30, 40, 70} GPa and in hydrogen under the pressure at 802 GPa and 3.5 TPa has

been subje
ted to the theoreti
al analysis in the presented do
toral dissertation. Due to

the fa
t that the super
ondu
ting phase is indu
ed by the ele
tron-phonon intera
tion, the


al
ulations have been 
ondu
ted in the framework of the 
lassi
al Eliashberg formalism,

whi
h is the natural generalization of the mean-�eld BCS theory.

The properties of the high-temperature super
ondu
ting state indu
ing in 
uprates

have been des
ribed in the framework of the generalized Eliashberg method. The pairing

me
hanism has been reprodu
ed with the help of the Hamiltonian, whi
h models the

e�e
tive ele
tron-phonon intera
tion and the ele
tron-ele
tron-phonon intera
tion, whereas

the 
al
ulations have been 
ondu
ted for s symmetry. The presented work dis
usses also the

properties of the high-temperature super
ondu
ting state of d symmetry on the example

of the following 
ompounds: Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ and La1.96−xSrxHo0.04CuO4.

In parti
ular, it has been shown that the relatively not-high values of the 
riti
al tem-

perature in phosphor ([TC ]
max
p=30 GPa = 8.45 K) result from the low values of the ele
tron-

phonon 
oupling 
onstant and from the very strong Coulomb depairing intera
tions. Slight

strong-
oupling and retardation e�e
ts for
e the other thermodynami
 parameters of the

super
ondu
ting state, su
h as: the order parameter, the spe
i�
 heat and the thermody-

nami
 
riti
al �eld, to take the values 
lose to the values predi
ted by the BCS theory.

For the 
ase of the metalli
 atomi
 hydrogen under the pressure at 802 GPa, the values

of the 
riti
al temperature (TC ∈ 〈259.4, 332.7〉 K) and the order parameter (∆(0) ∈
〈50.4, 67.3〉 meV) in the dependen
e on the Coulomb pseudopotential µ⋆ ∈ 〈0.1,0.2〉 have
been 
al
ulated. Due to the signi�
ant strong-
oupling and retardation e�e
ts, the values

of the order parameter, the thermodynami
 
riti
al �eld and the di�eren
e between the

spe
i�
 heat of the super
ondu
ting state and the spe
i�
 heat of the normal state are

signi�
antly di�erent from the predi
tions of the 
lassi
al BCS theory. As a result, the

dimensionless parameter: R∆, RH and RC take the following values: R∆ (µ⋆) ∈ 〈4.51, 4.70〉,
RH (µ⋆) ∈ 〈0.130, 0.132〉 and RC (µ⋆) ∈ 〈2.50, 2.57〉.

This dissertation also determines the thermodynami
 properties of the super
ondu
-

ting state for the metalli
 hydrogen under the pressure at 3500 GPa. A wide range of the
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Coulomb pseudopotential (µ⋆ ∈ 〈0.1,0.3〉) has been taken into a

ount, so the destru
tive

e�e
t of the ele
tron 
orrelations on the super
ondu
ting phase might be pre
isely 
ha-

ra
terized. After 
ondu
ting the numeri
al 
al
ulations it has been found that the 
riti
al

temperature is able to 
hange in the range from 312 K to 447 K and R∆ (µ⋆) ∈ 〈4.61,4.88〉,
RC (µ⋆) ∈ 〈2.37,2.47〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0.133,0.135〉. Then, it was pointed out that the other

thermodynami
 quantities, su
h as: the order parameter, the spe
i�
 heat of the super-


ondu
ting state and the thermodynami
 
riti
al �eld, very signi�
antly deviate from the

predi
tions of the 
lassi
al BCS theory. On the basis of the fun
tion TC (µ⋆) and the lite-

rature values of the 
riti
al temperature estimated for the lower pressures, the dependen
e

TS on p was 
al
ulated, where TS denotes the value of the temperature of the e�e
tive

surfa
e layer of the planet of the Jovian-type, for whi
h - for given p and µ⋆
- the super-


ondu
ting state would indu
e in the inner layer of hydrogen. It has been shown that the

rotating planet � after the indu
tion of the super
ondu
ting state � would be a sour
e of

the very weak magneti
 �eld with an indu
tion of ∼ 10−11
Gs.

The 
al
ulations based on the generalized Eliashberg formalism enabled to explain some

of the 
omplex properties of the high-temperature super
ondu
ting state in 
uprates. The

thermodynami
 equations set determining the order parameter fun
tion (ϕ), the wave

fun
tion renormalization fa
tor (Z) and the band energy shift fun
tion (χ) was derived

in the �rst step. It has been shown that the simpli�ed form of the Eliashberg equations

boiled down to an integral equation for the order parameter generalizes the model based

on 
anoni
al transformation, whi
h in the quantitatively way linked with ea
h other the

value of the 
riti
al temperature (TC), the Nernst temperature (T ⋆⋆
) and ϕ for T = 0 K.

The 
ondu
ted analysis allowed additionally to designate a diagram TC-T
⋆⋆
. It has been

shown that the existing experimental data 
on�rm its form. On the basis of the diagram,

a limit on the maximum value of the Nernst temperature for the very low TC was set and

also a limitation from the bottom for T ⋆⋆
- appearing for the 
riti
al temperatures higher

than 150 K. At the level of the Eliashberg equations it has been proven that in the 
ase of

the high value of the ele
tron-ele
tron-phonon potential, the order parameter as a fun
tion

of the donation has a 
ourse analogous to the one observed experimentally. It has been

found that the energy gap observed in the ele
tron density of states in the range of the

temperature's values from 0 K to T ⋆
(the so-
alled: �pseudogap temperature�) is indu
ed

by the fun
tions des
ribing the properties of the normal state (Z and χ).

The in�uen
e of the hole density, the in-between- and inner-plane disorder and

the isotopi
 mass of the oxygen on the value of the energy gap on the Fermi sur-

fa
e (2∆ (0)) for the example of the super
ondu
tors: Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ and

La1.96−xSrxHo0.04CuO4 has been analyzed in the last step. All the 
al
ulations have been

performed in the framework of the theory, whi
h assumes that the pairing me
hanism

in 
uprates is indu
ed by the ele
tron-phonon intera
tion and the ele
tron-ele
tron inte-

ra
tion, whi
h is renormalized by the virtual phonons. Additionally, through appropriate
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sele
tion of the band energy of the ele
trons, the signi�
ant in�uen
e of the quasi-two-

dimensionality of the 
opper-oxygen planes on the physi
al properties of the tested systems

has been taken into a

ount. On the basis of the analysis of the fundamental thermody-

nami
 equation that determines the properties of the high-temperature super
ondu
ting

state of d symmetry it has been found that independently of the type of the studied ma-

terial, the energy gap is stri
tly 
orrelated with the pseudogap's temperature T ⋆
. On the

other hand, the 
orrelation between 2∆ (0) and the 
riti
al temperature has not been ob-

served. The obtained results allowed to determine the values of the dimensionless ratios

R∆ and R∆⋆
.



Stresz
zenie

W rozprawie doktorskiej analizie teorety
znej poddany zostaª stan nadprzewodz¡
y,

wyst�puj¡
y w fosforze pod 
i±nieniem p ∈ {20, 30, 40, 70} GPa oraz w wodorze pod 
i-

±nieniem 802 GPa oraz 3,5 TPa. Ze wzgl�du na fakt, »e faza nadprzewodz¡
a indukowana

jest przez oddziaªywanie elektron-fonon, ra
hunki przeprowadzono w rama
h klasy
znego

formalizmu Eliashberga, który stanowi naturalne uogólnienie ±redniopolowej teorii BCS.

W rama
h uogólnionej metody Eliashberga opisano wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego

stanu nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w miedziana
h. Me
hanizm paruj¡
y odtwo-

rzono przy pomo
y hamiltonianu, który modeluje efektywne oddziaªywanie elektron-fonon

i elektron-elektron-fonon, przy 
zym ra
hunki przeprowadzono dla symetrii typu s. W

pra
y przeanalizowano tak»e wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡-


ego o symetrii typu d na przykªadzie zwi¡zków Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ

i La1.96−xSrxHo0.04CuO4. W sz
zególno±
i wykazano, »e w fosforze stosunkowo niskie war-

to±
i temperatury kryty
znej ([TC ]
max
p=30 GPa = 8,45 K) wynikaj¡ z niski
h warto±
i staªej

sprz�»enia elekton-fonon oraz bardzo silny
h deparuj¡
y
h oddziaªywa« kulombowski
h.

Niezna
zne efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe powoduj¡, »e pozostaªe parametry

termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego, takie jak parametr porz¡dku, 
iepªo wªa±
iwe

i termodynami
zne pole kryty
zne, przyjmuj¡ warto±
i bliskie warto±
iom przewidywa-

nym przez teori� BCS. W przypadku metali
znego atomowego wodoru pod 
i±nieniem 802

GPa obli
zono warto±
i temperatury kryty
znej (TC ∈ 〈259,4; 332,7〉 K) oraz parametru

porz¡dku (∆(0) ∈ 〈50,4; 67,3〉 meV) w zale»no±
i od pseudopoten
jaªu kulombowskiego

µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,2〉. Ze wzgl�du na zna
zne efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe warto±
i

parametru porz¡dku, termodynami
znego pola kryty
znego i ró»ni
y 
iepªa wªa±
iwego

pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym zna
z¡
o ró»ni¡ si� od przewidywa«

klasy
znej teorii BCS. W rezulta
ie bezwymiarowe parametry R∆, RH i RC przyjmuj¡

warto±
i: R∆ (µ⋆) ∈ 〈4,51; 4,70〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0,130; 0,132〉 oraz RC (µ⋆) ∈ 〈2,50; 2,57〉.

W rozprawie wyzna
zono równie» wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡-


ego dla metali
znego wodoru pod dziaªaniem 
i±nienia 3500 GPa. Wzi�to pod uwag�

szeroki zakres pseudopoten
jaªu kulombowskiego (µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉) tak, by mo»na byªo

±
i±le s
harakteryzowa¢ destruktywny wpªyw korela
ji elektronowy
h na faz� nadprze-

wodz¡
¡. Po przeprowadzeniu obli
ze« numery
zny
h stwierdzono, »e temperatura kry-

ty
zna mo»e si� zmienia¢ w zakresie od 312 K do 447 K oraz R∆ (µ⋆) ∈ 〈4,61; 4,88〉,
RC (µ⋆) ∈ 〈2,37; 2,47〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0,133; 0,135〉. Nast�pnie zwró
ono uwag�, »e pozostaªe
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wielko±
i termodynami
zne, takie jak parametr porz¡dku, 
iepªo wªa±
iwe stanu nadprze-

wodz¡
ego i termodynami
zne pole kryty
zne, bardzo istotnie odbiegaj¡ od przewidywa«

klasy
znej teorii BCS. Na podstawie funk
ji TC (µ⋆) oraz literaturowy
h warto±
i tempe-

ratury kryty
znej osza
owany
h dla ni»szy
h 
i±nie« obli
zono zale»no±¢ TS od p, gdzie TS

ozna
za warto±¢ temperatury efektywnej warstwy powierz
hniowej planety typu Jowisza,

dla której dla danego p i µ⋆
w warstwie wewn�trznej wodoru wyindukuje si� stan nadprze-

wodz¡
y. Wykazano, »e rotuj¡
a planeta, po przej±
iu do stanu nadprzewodz¡
ego, b�dzie

¹ródªem bardzo sªabego pola magnety
znego o induk
ji ∼ 10−11
Gs.

Obli
zenia bazuj¡
e na uogólnionym formalizmie Eliashberga pozwoliªy wyja±ni¢ nie-

które zªo»one wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego w miedzia-

na
h. W pierwszym kroku wyprowadzono ukªad równa« termodynami
zny
h, determinu-

j¡
y funk
j� parametru porz¡dku (ϕ), 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ (Z) oraz

funk
j� przesuni�
ia energii pasmowej (χ). Wykazano, »e uprosz
zona posta¢ równa« Elia-

shberga, sprowadzaj¡
a si� do równania 
aªkowego na parametr porz¡dku uogólnia model,

bazuj¡
y na transforma
ji kanoni
znej, który w sposób ilo±
iowy wi¡zaª ze sob¡ warto±¢

temperatury kryty
znej (TC), temperatury Nernsta (T ⋆⋆
) i ϕ dla T = 0 K. Przeprowadzona

analiza pozwoliªa dodatkowo wyzna
zy¢ diagram TC-T
⋆⋆
. Wykazano, »e istniej¡
e dane eks-

perymentalne potwierdzaj¡ jego posta¢. Na podstawie diagramu wyzna
zono ograni
zenie

na maksymalne warto±
i temperatury Nernsta dla bardzo niski
h TC oraz ograni
zenie

od doªu dla T ⋆⋆
- wyst�puj¡
e dla temperatur kryty
zny
h wy»szy
h ni» 150 K. Na po-

ziomie równa« Eliashberga udowodniono, »e w przypadku wysokiej warto±
i poten
jaªu

elektron-elektron-fonon parametr porz¡dku w funk
ji dotowania ma przebieg analogi
zny

do obserwowanego eksperymentalnie. Stwierdzono, »e przerwa energety
zna, obserwowana

w elektronowej g�sto±
i stanów w zakresie warto±
i temperatury od 0 K do T ⋆
(tzw. tem-

peratura pseudosz
zeliny), jest indukowana przez funk
je opisuj¡
e wªa±
iwo±
i stanu nor-

malnego (Z i χ).

W ostatnim kroku przeanalizowano wpªyw g�sto±
i dziur, nieporz¡dku mi�dzy-

i wewn¡trzpªasz
zyznowego oraz masy izotopowej tlenu na warto±¢ przerwy ener-

gety
znej na powierz
hni Fermiego (2∆ (0)) na przykªadzie nadprzewodników

Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ i La1.96−xSrxHo0.04CuO4. Wszystkie ra
hunki przepro-

wadzono w rama
h teorii, która zakªada, »e me
hanizm paruj¡
y w miedziana
h

indukowany jest przez oddziaªywanie elektron-fonon i zrenormalizowane przez wirtualne

fonony oddziaªywanie elektron-elektron. Dodatkowo poprzez odpowiednie dobranie

energii pasmowej elektronów uwzgl�dniono istotny wpªyw quasi-dwumymiarowo±
i pªasz-


zyzn miedziowo-tlenowy
h na wªa±
iwo±
i �zy
zne badany
h ukªadów. Na podstawie

analizy fundamentalnego równania termodynami
znego, determinuj¡
ego wªa±
iwo±
i

wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego o symetrii typu d, stwierdzono, »e

niezale»nie od rodzaju badanego materiaªu przerwa energety
zna jest ±
i±le skorelowana z

temperatur¡ pseudosz
zeliny T ⋆
. Nie zaobserwowano natomiast »adnej korela
ji pomi�dzy
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2∆ (0) a temperatur¡ kryty
zn¡. Uzyskane rezultaty pozwoliªy wyzna
zy¢ warto±
i

bezwymiarowy
h stosunków R∆ i R∆⋆
.



Wst�p

W rama
h rozprawy doktorskiej omówiono wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nad-

przewodz¡
ego, indukowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon [1℄, [2℄, jak równie»

elektron-elektron-fonon w nadprzewodnika
h o symetrii typu s oraz typu d [3℄, [4℄, [5℄,

[6℄, [7℄, [8℄, [9℄. W rozwa»ania
h uwzgl�dniono przede wszystkim pierwiastki i zwi¡zki 
he-

mi
zne posiadaj¡
e wysokie warto±
i temperatury kryty
znej [10℄, [11℄, [12℄, [13℄, [14℄.

Obli
zenia przeprowadzono w rama
h formalizmu Eliashberga, który stanowi uogólnienie

teorii BCS [3℄, [4℄, [15℄.

Rozprawa doktorska skªada si� z siedmiu rozdziaªów.

W rozdziale pierwszym omówiono wysokotemperaturowy stan nadprzewodz¡
y, in-

dukuj¡
y si� w pierwiastka
h i zwi¡zka
h 
hemi
zny
h. Rozdziaª drugi uzasadnia wy-

brane kierunki bada«. W rozdziale trze
im przedstawiono 
harakterystyk� klasy
znego

elektronowo-fononowego formalizmu Eliashberga na przykªadzie wysoko
i±nieniowego

stanu nadprzewodz¡
ego, indukuj¡
ego si� w fosforze. Jednym z gªówny
h 
elów zapre-

zentowany
h rozwa»a« jest zapoznanie 
zytelnika z formalizmem wykorzystywanym w

dalszej 
z�±
i pra
y. Kolejne dwa rozdziaªy zawieraj¡ opis wªa±
iwo±
i stanu nadprzewo-

dz¡
ego w atomowym metali
znym wodorze dla 
i±nie« 802 GPa oraz 3,5 TPa. Ra
hunki

przeprowadzono przy u»y
iu klasy
znego formalizmu Eliashberga. Zna
zne efekty retarda-


yjne i silno-sprz�»eniowe pozwoliªy uzyska¢ wyniki istotne, odbiegaj¡
e od przewidywa«

teorii BCS. W rozdziale szóstym dokonano analizy wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego

stanu nadprzewodz¡
ego w miedziana
h. U»yto uogólnionego podej±
ia Eliashberga. Me-


hanizm paruj¡
y odtworzono przy pomo
y hamiltonianu, który modeluje efektywne od-

dziaªywanie elektron-fonon i elektron-elektron-fonon. Rozdziaª siódmy prezentuje rezultaty

otrzymane w wyniku analizy korela
ji pomi�dzy warto±
i¡ przerwy energety
znej a war-

to±
i¡ temperatury pseudosz
zeliny dla nadprzewodników Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ

i La1.96−xSrxHo0.04CuO4. Rozwa»ania zaprezentowane w pra
y ko«
zy podsumowanie, za-

wieraj¡
e najwa»niejsze uzyskane wyniki.

Rozprawa doktorska zawiera 
ztery dodatki (A-D) oraz spis literatury naukowej, do-

ty
z¡
y omawiany
h zagadnie«.



Rozdziaª 1

Wysokotemperaturowy stan

nadprzewodz¡
y

Nadprzewodni
two przez zna
zn¡ 
z�±¢ naszego stule
ia stanowiªo zagadk� naukow¡

[16℄. Jego odkry
ie 25 pa¹dziernika 1911 roku przez Heike Kamerlingha Onnes'a pod
zas

bada« prowadzony
h nad oporem rt�
i daªo silny impuls rozwojowy �zy
e niski
h tempe-

ratur. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e nagªy spadek rezystan
ji do warto±
i równej zero, poni»ej


harakterysty
znej temperatury, zwanej temperatur¡ kryty
zn¡, zaobserwowano nie tylko

w rt�
i, ale równie» w wielu inny
h pierwiastka
h i zwi¡zka
h 
hemi
zny
h [9℄, [17℄, [18℄. W

roku 1933 nast¡piªo odkry
ie drugiej podstawowej 
e
hy stanu nadprzewodz¡
ego, tak zwa-

nego efektu Meissnera-O
hsenfelda [19℄. Charakteryzuje si� on wypy
haniem zewn�trznego

pola magnety
znego z wn�trza materiaªu znajduj¡
ego si� w stanie nadprzewodz¡
ym.

Zanik oporu elektry
znego oraz efekt Meissnera-O
hsenfelda stanowi¡ dwie podstawowe


e
hy fazy nadprzewodz¡
ej. Obe
nie uznaje si�, »e istniej¡ trzy przy
zyny, które mog¡

doprowadzi¢ do powstawania stanu nadprzewodz¡
ego o bardzo wysokiej temperaturze

kryty
znej. Du»e warto±
i TC mo»na najprawdopodobniej uzyska¢ w ukªada
h znajduj¡-


y
h si� pod dziaªaniem wysokiego 
i±nienia m.in. w wodorze oraz zwi¡zka
h zawieraj¡
y
h

wodór [6℄, [7℄. Wysokotemperaturowy stan nadprzewodz¡
y jest równie» indukowany przez

me
hanizm parowania, który wyst�puje w miedziana
h [8℄, [9℄. Nale»y dodatkowo zazna-


zy¢, »e wysokie warto±
i TC zaobserwowano w nadprzewodnika
h, 
harakteryzuj¡
y
h si�

du»¡ anizotropi¡ oddziaªywania elektron-fonon m.in. w MgB2, który nadprzewodzi w tem-

peraturze 39,4 K [20℄. W rozprawie doktorskiej pod uwag� wzi�to zagadnienia zwi¡zane z

dwiema pierwszymi przy
zynami, odpowiedzialnymi za powstawanie wysokotemperaturo-

wego stanu nadprzewodz¡
ego.

Wodór jest najprostszym i najbardziej rozpowsze
hnionym pierwiastkiem we wsze
h-

±wie
ie. Jego wªa±
iwo±
i pod wysokim 
i±nieniem okre±laj¡ pro
esy �zy
zne we wn�trzu

du»y
h planet gazowy
h (Jowisz), jak równie» inny
h obiektów astro�zy
zny
h [21℄, [22℄,

[23℄, [24℄. Charakterysty
zne wªa±
iwo±
i �zy
zne i 
hemi
zne wodoru, w sz
zególno±
i
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mo»liwo±¢ jego metaliza
ji pod wpªywem wysokiego 
i±nienia, staªy si� jednym z pod-

stawowy
h kierunków bada« w �zy
e materii skondensowanej [25℄. Przypadek wodoru

zasªuguje na sz
zególn¡ uwag�, gdy» obli
zenia teorety
zne sugeruj¡ wyst�powanie stanu

nadprzewodz¡
ego o maksymalnie wysokiej warto±
i temperatury kryty
znej po±ród ukªa-

dów o 
zysto elektronowo-fononowym me
hanizmie parowania. Ma to zwi¡zek z minimaln¡

mas¡ j¡dra atomu wodoru, która jest równa masie pojedyn
zego protonu (mp), 
o ozna
za

anomalnie wysok¡ warto±¢ 
z�sto±
i Debey'a: ω0 ∼ 1√
mp

. Nie bez zna
zenia jest równie»

brak wewn�trzny
h powªok elektronowy
h, 
o przy
zynia si� do wzrostu staªej oddziaªy-

wania elektron-fonon [26℄, [27℄. History
znie pierwsz¡ publika
j¡ na temat metali
znego

wodoru byªa pra
a napisana przez Wignera i Huntingtona w roku 1935 [28℄. Autorzy

przewidzieli w niej, »e pod wpªywem wysokiego 
i±nienia faza molekularna wodoru (izola-

tor) przejdzie w stan metali
zny. Najnowsze osza
owania sugeruj¡, »e 
i±nienie metaliza
ji

dla wodoru wynosi okoªo 400 GPa [29℄, [30℄. Na mo»liwo±¢ induk
ji stanu nadprzewodz¡-


ego w metali
znym wodorze zwró
iª uwag� po raz pierwszy Ash
roft w roku 1968 [6℄.

W 
i¡gu nast�pny
h lat �zy
y, zajmuj¡
y si� teorety
zn¡ stron¡ omawianego zagadnie-

nia, potwierdzili sªuszno±¢ tej hipotezy. W sz
zególno±
i obli
zenia ab initio sugeruj¡, »e

stan nadprzewodz¡
y w molekularnym wodorze pojawi si� dla p ≃ 400 GPa [31℄, [32℄. Naj-

prawdopodobniej b�dzie to stan silnie anizotropowy o temperaturze kryty
znej wynosz¡
ej

okoªo 80 K [1℄, [33℄, [34℄, [35℄. Przy dalszym wzro±
ie 
i±nienia, dla warto±
i wynosz¡
ej

∼ 500 GPa, nast¡pi dyso
ja
ja fazy molekularnej wodoru w faz� atomow¡ [36℄. Jak wyka-

zaªy zaawansowane obli
zenia numery
zne tu» powy»ej 
i±nienia dyso
ja
ji (p = 539 GPa)

warto±¢ temperatury kryty
znej b�dzie równa 360 K, 
o ma równie» zwi¡zek ze sªabymi

deparuj¡
ymi korela
jami elektronowymi, które modelowane byªy przez pseudopoten
jaª

kulombowski [37℄. W zakresie 
i±nie« od 550 GPa do 800 GPa nale»y si� spodziewa¢

warto±
i TC rz�du 330 K [36℄. Dla jesz
ze wy»szy
h 
i±nie« osza
owanie temperatury kry-

ty
znej zostaªo przeprowadzone przez M
Mahona i Ceperleya [10℄. Autorzy omawianej

pra
y ustalili, »e w zakresie 
i±nie« od 1000 GPa do 3500 GPa temperatura kryty
zna

powinna rosn¡¢ od okoªo 360 K do 425 K. Nale»y jednak podkre±li¢ dwa istotne fakty:

(i) obli
zenia przeprowadzone w pra
y [10℄ bazuj¡ na zaªo»eniu sªaby
h deparuj¡
y
h od-

dziaªywa« elektronowy
h (µ⋆ ≃ 0,1) oraz (ii) nie prezentuj¡ wyników dla przedziaªu od

1500 GPa do 2500 GPa (errata do pra
y [12℄). Nawi¡zuj¡
 do omawiany
h rezultatów,

warto w tym miejs
u wspomnie¢ o publika
ji Maksimova i Savrasova [26℄ oraz pra
y [27℄.

Przedstawione tam wyniki wskazuj¡, »e dla p = 2000 GPa temperatura kryty
zna osi¡ga

bardzo wysok¡ warto±¢ TC (µ⋆) ∈ 〈413,631〉 K, przy 
zym µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,5〉.
Omówione doty
h
zas wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego wodoru doty
zyªy tempe-

ratury kryty
znej. Nie mo»na jednak zapomina¢ o pozostaªy
h wielko±
ia
h termodyna-

mi
zny
h, taki
h jak parametr porz¡dku, który bezpo±rednio zwi¡zany jest z istnieniem

przerwy energety
znej na powierz
hni Fermiego, 
ieple wªa±
iwym stanu nadprzewodz¡-


ego oraz termodynami
znym polu kryty
znym. W odniesieniu do poruszonego powy»ej

problemu rezultaty zawarte w pra
a
h [27℄, [32℄, [33℄, [37℄ wyra¹nie dowodz¡, »e warto-
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±
i omawiany
h wielko±
i termodynami
zny
h bardzo silnie odbiegaj¡ od przewidywa«

klasy
znej teorii BCS [3℄, [4℄. Z �zy
znego punktu widzenia fakt ten wynika z istnienia

zna
zny
h efektów retarda
yjny
h i silno-sprz�»eniowy
h w metali
znym wodorze. Podsta-

wowe prametry termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego wodoru dla reprezentatywny
h

warto±
i 
i±nienia i pseudopoten
jaªu kulombowskiego zebrano w tabeli 1.1.

Warto w tym miejs
u wspomnie¢ o rodzinie zwi¡zków wodorowany
h poddany
h dzia-

ªaniu wysokiego 
i±nienia [7℄, [40℄, [41℄, [42℄, [43℄, [44℄, [45℄. W rozpatrywanym przypadku,

przewidywania teorety
zne równie» sugeruj¡ bardzo wysokie warto±
i TC , tyle »e przy

zna
znie ni»szy
h warto±
ia
h 
i±nienia ni» w przypadku 
zystego wodoru. Wynika to z

dodatkowej kompresji 
hemi
znej wodoru, która jest wywoªana przez sie¢ krystali
zn¡


i�»szy
h pierwiastków. W sz
zególno±
i dla CaH6 pod 
i±nieniem 150 GPa maksymalna

warto±¢ temperatury kryty
znej powinna wynosi¢ a» 243 K [46℄, [47℄. Wynik ten nie zo-

staª jesz
ze zwery�kowany do±wiad
zalnie, to jednak w grudniu 2014 roku przedstawiono

najnowsze dane eksperymentalne, doty
z¡
e odkry
ia kondensatu nadprzewodz¡
ego o

ekstremalnie wysokiej warto±
i temperatury kryty
znej w H2S oraz H3S [48℄, [49℄. Wyniki

potwierdziªy prawdziwo±¢ w
ze±niejszy
h bada« teorety
zny
h [50℄, [51℄, [52℄. Dla zwi¡zku

H2S przy 
i±nienia
h z zakresu od 115 GPa do 200 GPa temperatura kryty
zna zmienia

si� od 31 K do 150 K, natomiast w przypadku zwi¡zku H3S dla 
i±nienia przekra
zaj¡
ego

150 GPa uzyskano temperatur� kryty
zn¡ wynosz¡
a okoªo 200 K. Nadprzewodni
two

w zwi¡zka
h tlenków miedzi (miedziana
h) zostaªo odkryte w roku 1986 przez Bedno-

rza i Müllera [8℄, [9℄. Obe
nie wiadomo, »e w rodzinie miedzianów wyst�puj¡ zwi¡zki


hemi
zne o wysoki
h warto±
ia
h temperatury kryty
znej. Na przykªad w nadprzewod-

niku HgBa2Ca2Cu3O8+δ, znajduj¡
ym si� pod dziaªaniem 
i±nienia 31 GPa, stwierdzono

warto±¢ TC wynosz¡
¡ okoªo 164 K [53℄. Jednak Takeshita et al. donosz¡, »e poprawna

maksymalna warto±¢ temperatury kryty
znej dla HgBa2Ca2Cu3O8+δ jest nie
o ni»sza i

wyst�puje przy zna
znie mniejszym 
i±nieniu (153 K pod dziaªaniem 
i±nienia 15 GPa)

[54℄. Pozostaªe zwi¡zki 
hemi
zne, nale»¡
e do rodziny miedzianów, 
harakteryzuj¡ si�

zna
znie ni»szym TC . Niemniej jednak niektóre z ni
h maj¡ temperatur� kryty
zn¡ wy»-

sz¡ ni» temperatura wrzenia 
iekªego azotu (np. maksymalna temperatura kryty
zna dla

YBa2Cu3O7−y wynosi 93,78 K [55℄, [56℄).

Termodynamika wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego w miedziana
h

istotnie odbiega od przewidywa« klasy
znej teorii BCS, poniewa» opró
z wysokiej warto±
i

TC wyst�puje jesz
ze przynajmniej jedna 
harakterysty
zna temperatura, zwana tempera-

tur¡ pseudosz
zeliny (T ⋆
). Uzna¢ mo»na za kontrowersyjny równie» me
hanizm parowania

w miedziana
h, nie istnieje bowiem ogólnie ak
eptowana teoria, która wyja±niaªaby, w jaki

sposób indukuje si� wysokotemperaturowy stan nadprzewodz¡
y. W zasadzie dominuj¡

dwa pogl¡dy na ten temat. Wedªug 
z�±
i u
zony
h za powstawanie stanu nadprzewodz¡-


ego odpowiedzialne jest oddziaªywanie gazu elektronowego z sie
i¡ krystali
zn¡ [57℄, [58℄.

Z kolei inni dopatruj¡ si� zwi¡zku me
hanizmu parowania z 
zystymi korela
jami elektro-

nowymi, które mo»na modelowa¢ za pomo
¡ hamiltonianu Hubbarda [59℄, [60℄. Interesu-
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Tabela 1.1: Podstawowe parametry termodynami
zne dla stanu nadprzewodz¡
ego w wo-

dorze. Wzi�to pod uwag� wybrane warto±
i 
i±nienia oraz pseudopoten
jaªu

kulombowskiego [1℄, [10℄, [12℄, [21℄, [26℄, [27℄, [31℄, [32℄, [33℄, [34℄, [35℄, [36℄, [37℄,

[38℄, [39℄. Dokªadne de�ni
je staªej sprz�»enia λ i bezwymiarowy
h parametrów

R∆, RH oraz RC znajduj¡ si� w rozdziale trze
im.

p [GPa℄ λ µ⋆ TC [K℄ R∆ RH RC

414 formalizm formalizm 84 3,53; 3,96; 5,55 - -

trójpasmowy trójpasmowy

428 1,2 〈0,08; 0,15〉 〈141,179〉 〈3,60; 4,71〉 [0,140]µ⋆=0,1 [2,39]µ⋆=0,1

450 formalizm formalizm 242 -

trójpasmowy trójpasmowy

539 2,03 0,1 360 4,95 0,126 2,78

802 1,7 〈0,1; 0,2〉 〈259,4; 332,7〉 〈4,51; 4,70〉 〈0,130; 0,132〉 〈2,50; 2,57〉

1000 5,88 〈0,1; 0,3〉 〈352; 466〉 - - -

1500 4,71 〈0,1; 0,3〉 〈301,414〉 - - -

2000 7,32 〈0,1; 0,5〉 〈413,631〉 〈6,17; 6,63〉 [0,162]min 〈1,68; 1,82〉

2500 2,42 〈0,1; 0,3〉 〈308,437〉 - - -

3500 3 〈0,1; 0,3〉 〈312,447〉 〈4,61; 4,88〉 〈0,133; 0,135〉 〈2,37; 2,47〉
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j¡
ym rozwi¡zaniem wydaje si� poª¡
zenie ze sob¡ dwó
h prze
iwstawny
h dot¡d podej±¢.

Dodatkowo w 2012 roku zasugerowano, »e przy wykorzystaniu rozszerzonego hamiltonianu

typu Fröhli
ha mo»na w zaskakuj¡
o dobry sposób modelowa¢ wysokotemperaturowy stan

nadprzewodz¡
y, indukuj¡
y si� w miedziana
h [55℄.



Rozdziaª 2

Motywa
ja do prowadzenia bada«

Badania nad wysokotemperaturowym stanem nadprzewodz¡
ym nale»¡ do najbardziej

fas
ynuj¡
y
h w dziedzinie �zyki 
iaªa staªego. Obe
nie przyjmuje si�, »e kondensat nad-

przewodz¡
y o ekstremalnie wysokiej warto±
i temperatury kryty
znej mo»e si� tworzy¢ w

wodorze, znajduj¡
ym si� pod dziaªaniem wysokiego 
i±nienia, w zwi¡zka
h wodorowany
h

oraz w miedziana
h. W przypadku wodoru wyzna
zenie wªa±
iwo±
i termodynami
zny
h

(w sz
zególno±
i warto±
i temperatury kryty
znej) stanu nadprzewodz¡
ego wydaje si�

stosunkowo proste z uwagi na fakt, »e me
hanizm odpowiedzialny za powstawanie par Co-

opera zwi¡zany jest z klasy
znym oddziaªywaniem elektron-fonon [61℄, [62℄. Z tego powodu

do opisu wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego mo»na zastosowa¢ formalizm Eliashberga,

który pozwala uzyska¢ wyniki na poziomie ilo±
iowym [15℄, [17℄. O
zywi±
ie nale»y zdawa¢

sobie spraw�, »e wymagana analiza numery
zna musi by¢ przeprowadzona bardzo staran-

nie, 
o wymusza zastosowanie zaawansowany
h pro
edur numery
zny
h [63℄. Niemniej

jednak mo»na dokªadnie okre±li¢ TC , a wi�
 przewidzie¢ istnienie lub nieistnienie wyso-

kotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego dla z góry zadanego 
i±nienia zewn�trznego.

Warto podkre±li¢ fakt, »e obe
nie tego typu badania odgrywaj¡ w �zy
e stanu nadprzewo-

dz¡
ego fundamentaln¡ rol� z uwagi na odkry
ie kondensatu par Coopera o ekstremalnie

wysokiej warto±
i TC (∼ 150 K, ∼ 200 K) w zwi¡zka
h H2S i H3S.

Opis stanu nadprzewodz¡
ego w miedziana
h jest du»o bardziej skomplikowany, gdy»

wiadomo, »e klasy
zne oddziaªywanie elektron-fonon nie mo»e by¢ samodzielnie odpowie-

dzialne za zaobserwowane anomalne wªa±
iwo±
i kondensatu (np. staªa zale»no±¢ przerwy

energety
znej od temperatury w obszarze optymalnie domieszkowanym lub niedomieszko-

wanym oraz istnienie pseudosz
zeliny) [18℄, [64℄. Z tego powodu, analizuj¡
 wªa±
iwo±
i

stanu nadprzewodz¡
ego w miedziana
h, nale»y w pierwszym kroku zde
ydowa¢ si� na

okre±lony me
hanizm paruj¡
y. W rozprawie doktorskiej zastosowany zostaje me
hanizm

parowania oparty na klasy
znym oddziaªywaniu elektron-fonon oraz nieklasy
znym od-

dziaªywaniu typu elektron-elektron-fonon. Wybór umotywowano wynikami zawartymi w

publika
ja
h [55℄, [56℄, [65℄, [66℄, [67℄, [68℄, [69℄, [70℄, [71℄, [72℄, [73℄, [74℄, [75℄, [76℄, [77℄,

które dowodz¡, »e brany pod uwag� s
enariusz parowania pozwala powi¡za¢ ze sob¡ dane

eksperymentalne na poziomie ilo±
iowym. Nie bez zna
zenia jest równie» fakt, »e dla od-
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dziaªywania elektron-fonon i elektron-elektron-fonon mo»na wyprowadzi¢ uogólnione rów-

nania Eliashberga. Istnieje zatem du»e prawdopodobie«stwo, »e uzyskane przewidywania

teorety
zne b�d¡ stosunkowo dokªadne.



Rozdziaª 3

Charakterystyka

elektronowo-fononowego formalizmu

Eliashberga na przykªadzie

wysoko
i±nieniowego stanu

nadprzewodz¡
ego w fosforze

W rozdziale omówiono wªa±
iwo±
i termodynami
zne wysoko
i±nieniowego stanu nad-

przewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w fosforze: p ∈ {20, 30, 40, 70} GPa. Ra
hunki przepro-

wadzono w rama
h elektronowo-fononowego formalizmu Eliashberga, który stanowi na-

turalne uogólnienie ±redniopolowej teorii BCS. W odniesieniu do stanu nadprzewodz¡-


ego w fosforze wykazano, »e: (i) stosunkowo niewysokie warto±
i temperatury kryty
z-

nej ( [TC ]
max

p=30 GPa = 8,45 K) wynikaj¡ z niski
h warto±
i staªej sprz�»enia elektron-fonon

oraz bardzo silny
h deparuj¡
y
h oddziaªywa« kulombowski
h, (ii) niezna
zne efekty re-

tarda
yjne i silno-sprz�»eniowe powoduj¡, »e pozostaªe parametry termodynami
zne stanu

nadprzewodz¡
ego, takie jak parametr porz¡dku, 
iepªo wªa±
iwe i termodynami
zne pole

kryty
zne przyjmuj¡ warto±
i bliskie warto±
iom przewidywanym przez teori� BCS.

3.1 Hamiltonian i fundamentalne równania modelu

BCS oraz formalizmu Eliashberga

Pierwsza mikroskopowa teoria stanu nadprzewodz¡
ego zostaªa sformuªowana w roku

1957 przez Bardeena, Coopera i S
hrie�era (tzw. model BCS) [3℄, [4℄. W rama
h metody

drugiego kwantowania hamiltonian BCS mo»na zapisa¢ wzorem [78℄, [79℄:

H =
∑

kσ

ε
k

c†
kσckσ − V

∑

kk

′

′

c†
k↑c

†
−k↓c−k

′↓ck′↑, (3.1)



Charakterystyka elektronowo-fononowego formalizmu Eliashberga na przykªadzie

wysoko
i±nieniowego stanu nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w fosforze 24

gdzie funk
ja ε
k

to elektronowa energia pasmowa, V jest efektywnym poten
jaªem paruj¡-


ym, którego warto±¢ wyzna
zona jest przez elementy ma
ierzowe oddziaªywania elektron-

fonon, elektronow¡ energi� pasmow¡ oraz fononow¡ rela
j� dyspersyjn¡. Standardowo,

symbole c†
kσ oraz c

kσ reprezentuj¡ elektronowy operator krea
ji i anihila
ji w reprezenta
ji

p�dowej (k) dla spinu σ ∈ {↑ , ↓}. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e sum� ozna
zon¡ przez znak

′

powinno si� obli
zy¢ tylko po ty
h warto±
ia
h p�dów, dla który
h speªniony jest warunek:

−ω0 < ε
k

< ω0. W rozpatrywanym przypadku efektywny poten
jaª paruj¡
y jest dodatni,


o umo»liwia utworzenie si� kondensatu nadprzewodz¡
ego.

Fundamentalne równanie teorii BCS na parametr porz¡dku (∆ ≡ V
∑

k

′〈c−k↓ck↑〉)
wyprowadza si� wprost z hamiltonianu (3.1), stosuj¡
 przybli»enie ±redniego pola do 
zªonu

oddziaªywania. W rezulta
ie mo»na otrzyma¢:

1 = V
∑

k

′ 1

2
√

ε2
k

+ |∆(T )|2
tanh

√

ε2
k

+ |∆(T )|2
2kBT

, (3.2)

gdzie kB to staªa Boltzmanna.

Równania (3.2) nie mo»na rozwi¡za¢ anality
znie. Jakkolwiek w przypadka
h grani
z-

ny
h T → TC oraz T → 0 K stosunkowo proste obli
zenia pozwalaj¡ uzyska¢ wzory na

temperatur� kryty
zn¡ i warto±¢ parametru porz¡dku:

kBTC = 1,13ω0 exp

[

−1

λ

]

, (3.3)

∆(0) = 2ω0 exp

[

−1

λ

]

, (3.4)

gdzie staªa sprz�»enia elektron-fonon (λ) dana jest przy pomo
y formuªy λ ≡ ρ (0)V (wiel-

ko±¢ ρ (0) reprezentuje elektronow¡ g�sto±¢ stanów na powierz
hni Fermiego). Teoria BCS

przewiduje istnienie uniwersalny
h stosunków termodynami
zny
h, które zde�niowane zo-

staj¡ poni»ej:

R∆ ≡ 2∆ (0)

kBTC
= 3,53, (3.5)

RH ≡ TCC
N (TC)

H2
C (0)

= 0,168 (3.6)

oraz

RC ≡ CS (TC)− CN (TC)

CN (TC)
= 1,43. (3.7)

Symbole wyst�puj¡
e we wzora
h (3.6) i (3.7) ozna
zaj¡ odpowiednio: (CN
) 
iepªo wªa-

±
iwe stanu normalnego, (CS
) 
iepªo wªa±
iwe stanu nadprzewodz¡
ego oraz (HC) termo-

dynami
zne pole kryty
zne. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e przewidywania teorii BCS zgadzaj¡

si� ilo±
iowo z danymi eksperymentalnymi jedynie w grani
y sªabego sprz�»enia elektron-

fonon (λ ≤ 0,3).

Elektronowo-fononowy formalizm Eliashberga stanowi naturalne uogólnienie modelu
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BCS. Punktem startu teorii jest hamiltonian, który jawnie modeluje liniowe sprz�»enie

pomi�dzy podukªadem elektronowym i fononowym [61℄, [80℄:

H =
∑

kσ

ε
k

c†
kσckσ +

∑

q

ω
q

b†
q

b
q

+
∑

kσ

g
k,k+q

c†
k+qσckσ

(

b†−q

+ b
q

)

. (3.8)

Symbol ω
q

reprezentuje fononow¡ rela
j� dyspersyjn¡, g
k,k+q

to elementy ma
ierzowe od-

dziaªywania elektron-fonon. Operatory b†
q

oraz b
q

kreuj¡ lub anihiluj¡ stan fononowy

o p�dzie q. Opieraj¡
 si� na operatorze (3.8) oraz wykorzystuj¡
 formalizm termodyna-

mi
zny
h funk
ji Greena typu Matsubary mo»na wyprowadzi¢ równania Eliashberga na

osi urojonej (i ≡
√
−1) [15℄, [17℄:

∆nZn = πkBT
M
∑

m=−M

[K (iωn − iωm)− µ⋆ (ωm)]
√

ω2
m +∆2

m

∆m (3.9)

oraz

Zn = 1 + πkBT

M
∑

m=−M

K (iωn − iωm)
√

ω2
m +∆2

m

ωm

ωn
Zm. (3.10)

Wielko±¢ ∆n ≡ ∆(iωn) ozna
za parametr porz¡dku, natomiast Zn ≡ Z (iωn) to 
zyn-

nik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡. Symbol ωn to fermionowa 
z�sto±¢ Matsubary: ωn ≡
πkBT (2n− 1), gdzie n = 0,± 1,± 2, . . . ,±M .

Warto±
i j¡dra paruj¡
ego nale»y obli
zy¢ na podstawie wzoru:

K (z) ≡ 2

∫ ω0

0

dω
ω

ω2 − z2
α2F (ω) . (3.11)

Ozna
zenie α2F (ω) reprezentuje tzw. funk
j� Eliashberga, która modeluje ilo±
iowo od-

dziaªywanie elektron-fonon. Funk
j� α2F (ω) mo»na wyzna
zy¢ korzystaj¡
 z dany
h eks-

perymentu tunelowego lub odwoªuj¡
 si� do obli
ze« z pierwszy
h zasad:

α2F (ω) ≡ 1

ρ (0)

∑

k,k′,ν

δ (ε
k

) δ (ε
k

′) δ
(

ω − ων
k−k

′

) ∣

∣gν
k,k′

∣

∣

2
, (3.12)

gdzie wska¹nik ν ozna
za kolejn¡ gaª¡¹ fononow¡.

W klasy
znym formalizmie Eliashberga deparuj¡
e korela
je elektronowe uwzgl�dnione

zostaj¡ w sposób parametry
zny: µ⋆ (ωn) ≡ µ⋆θ (ωC − |ωn|), przy 
zym µ⋆
nosi nazw�

pseudopoten
jaªu kulombowskiego, symbol θ to funk
ja Heaviside'a, a ωC ozna
za tzw.


z�sto±¢ od
i�
ia, której warto±¢ zazwy
zaj jest kilkukrotnie wy»sza od warto±
i ω0. Rów-

nania Eliashberga na osi urojonej pozwalaj¡ dokªadnie obli
zy¢ temperatur� kryty
zn¡ i

ró»ni
� energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym. Nie mo»na

natomiast przy i
h pomo
y wyzna
zy¢ ±
isªy
h warto±
i parametru porz¡dku i masy efek-

tywnej elektronu. W tym 
elu równania Eliashberga na osi urojonej nale»y anality
znie



Charakterystyka elektronowo-fononowego formalizmu Eliashberga na przykªadzie

wysoko
i±nieniowego stanu nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w fosforze 26

kontynuowa¢ tak, by uzyska¢ równania w reprezenta
ji mieszanej (okre±lone jedno
ze±nie

na osi urojonej i rze
zywistej):

φ (ω + iδ) = πkBT

M
∑

m=−M

[K (ω − iωm)− µ⋆ (ωm)]
φm

√

ω2
mZ

2
m + φ2

m

(3.13)

+ iπ

∫ +∞

0

dω
′

α2F
(

ω
′

)

[

[

fBE

(

ω
′

)

+ fFD

(

ω
′ − ω

)]

× φ
(

ω − ω
′

+ iδ
)

√

(ω − ω′)2 Z2 (ω − ω′ + iδ)− φ2 (ω − ω′ + iδ)

]

+ iπ

∫ +∞

0

dω
′

α2F
(

ω
′

)

[

[

fBE

(

ω
′

)

+ fFD

(

ω
′

+ ω
)]

× φ
(

ω + ω
′

+ iδ
)

√

(ω + ω′)2 Z2 (ω + ω′ + iδ)− φ2 (ω + ω′ + iδ)

]

oraz

Z (ω + iδ) = 1 +
i

ω
πkBT

M
∑

m=−M

K (ω − iωm)
ωmZm

√

ω2
mZ

2
m + φ2

m

(3.14)

+
iπ

ω

∫ +∞

0

dω
′

α2F
(

ω
′

)

[

[

fBE

(

ω
′

)

+ fFD

(

ω
′ − ω

)]

×
(

ω − ω
′
)

Z
(

ω − ω
′

+ iδ
)

√

(ω − ω′)2 Z2 (ω − ω′ + iδ)− φ2 (ω − ω′ + iδ)

]

+
iπ

ω

∫ +∞

0

dω
′

α2F
(

ω
′

)

[

[

fBE

(

ω
′

)

+ fFD

(

ω
′

+ ω
)]

×
(

ω + ω
′
)

Z
(

ω + ω
′

+ iδ
)

√

(ω + ω′)2 Z2 (ω + ω′ + iδ)− φ2 (ω + ω′ + iδ)

]

,

gdzie symbole fBE (ω) oraz fFD (ω) reprezentuj¡ odpowiednio funk
j� Bosego-Einsteina

oraz funk
j� Fermiego-Dira
a. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e na osi rze
zywistej parametr po-

rz¡dku zde�niowany jest w nast�puj¡
y sposób: ∆(ω) ≡ φ (ω) /Z (ω).

W pozostaªej 
z�±
i rozdziaªu opisano sposób u»y
ia formalizmu Eliashberga do 
ha-

rakterystyki stanu nadprzewodz¡
ego indukowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon.

Wszystkie istotne zagadnienia przedyskutowano na przykªadzie fazy nadprzewodz¡
ej two-

rz¡
ej si� w fosforze, który zostaje poddany dziaªaniu wysokiego 
i±nienia.
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Rysunek 3.1: Wpªyw 
i±nienia na warto±¢ temperatury kryty
znej w fosforze (najnowsze

dane eksperymentalne [91℄, [92℄).

3.2 Stan wiedzy na temat wªa±
iwo±
i termodynami
z-

ny
h fazy nadprzewodz¡
ej w fosforze

W fosforze, w przedziale od 
i±nienia normalnego do 262 GPa, mo»na zaobserwowa¢

pi�¢ strukturalny
h przej±¢ fazowy
h. W warunka
h normalny
h fosfor 
zarny posiada

struktur� Cm
a, która jest stabilna do warto±
i 
i±nienia 5 GPa [81℄, [82℄. Powy»ej wyka-

zano istnienie struktury R3m, która zanika przy 
i±nieniu 11,1 GPa, prze
hodz¡
 w faz�

metali
zn¡ (s
) [83℄. W zakresie od 103 GPa do 137 GPa najprawdopodobniej stabilna jest

struktura Cmmm [84℄. Powy»ej, a» do 
i±nienia 262 GPa, zaobserwowano prost¡ struktur�

sh. Natomiast dla p > 262 GPa stwierdzono stabilno±¢ struktury b

 [84℄, [85℄. Stan nad-

przewodz¡
y w fosforze zostaª po raz pierwszy zaobserwowany okoªo pi�¢dziesi�
iu lat

temu [86℄, [87℄. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e do dnia dzisiejszego dokªadna zale»no±¢ tem-

peratury kryty
znej od 
i±nienia nie jest w peªni znana, gdy» zmiany warto±
i TC s¡ silnie

skorelowane z przebyt¡ drog¡ na diagramie p-T [88℄, [89℄. Wyniki z roku 1985 sugeruj¡,

»e warto±¢ temperatury kryty
znej wynosi okoªo 6 K i sªabo zale»y od 
i±nienia [89℄. Z

drugiej strony dane eksperymentalne zawarte w pra
y [90℄ wskazuj¡ na istnienie dwó
h


harakterysty
zny
h maksimów w przebiegu funk
ji TC (p), przy 
zym najwy»sza warto±¢

temperatury kryty
znej wynosi okoªo 10 K (p = 23 GPa). Najnowsze wyniki s¡ zupeªnie

inne i sugeruj¡ istnienie pojedyn
zego maksimum temperatury kryty
znej (TC = 9,5 K),

zlokalizowanego w pobli»u 
i±nienia 32 GPa, 
o zostaje zaprezentowane na rysunku 3.1 [91℄.

Odnosz¡
 si� do przewidywa« teorety
zny
h nale»y zauwa»y¢, »e zostaj¡ one zazwy
zaj

uzyskane przy zastosowaniu zna
zny
h przybli»e«. Przykªadowo w pra
y [93℄ stwierdzono

istnienie maksimum TC , znajduj¡
ego si� blisko drugiego eksperymentalnego maksimum

temperatury kryty
znej omawianego w pra
y [90℄. Jednak, brana pod uwag� pra
a teore-

ty
zna zupeªnie pomija wpªyw 
i±nienia na spektrum fononowe. Podobnie w publika
ji [94℄
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brak dokªadnego okre±lenia ewolu
ji spektrum fononowego wraz ze wzrostem 
i±nienia nie

przeszkadza 
o prawda osza
owa¢ warto±
i temperatury kryty
znej, jednak nie uzyskano

ju» poprawnego przebiegu funk
ji TC (p). Stosunkowo nowe wyniki (rok 2010) zebrane w

pra
y [95℄ sugeruj¡ bardzo sªab¡ zale»no±¢ temperatury kryty
znej od 
i±nienia - 
o zgadza

si� z danymi eksperymentalnymi, zaprezentowanymi w pra
y [89℄. Jednak jest to w jawnej

sprze
zno±
i z najnowszymi wynikami do±wiad
zalnymi [91℄. Warto równie» wspomnie¢

o rozprawie doktorskiej Nixona [96℄, w której przewidziano wzrost temperatury kryty
z-

nej (TC ∈ 〈8,5; 11〉 K) wraz ze wzrostem 
i±nienia (p ∈ 〈10,35〉 GPa). Niemniej jednak

warto±
i temperatury Debye'a oparto jedynie na warto±
ia
h wspóª
zynnika spr�»ysto±
i

obj�to±
iowej.

W prezentowanym rozdziale, analizuj¡
 stan nadprzewodz¡
y w fosforze, wzi�to pod

uwag� warto±
i 
i±nienia, wynosz¡
e odpowiednio: 20 GPa, 30 GPa, 40 GPa oraz 70 GPa,

przy 
zym odpowiednie funk
je Eliashberga zostaªy wyzna
zone w pra
y [97℄. Warto za-

uwa»y¢, »e wymagane obli
zenia dla elektronowej struktury pasmowej, spektrum fonono-

wego oraz oddziaªywania elektron-fonon zostaªy przeprowadzone w peªnym s
hema
ie ab

initio. Niestety w ten sam sposób nie wyzna
zono deparuj¡
y
h korela
ji elektronowy
h.

Z tego powodu warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego dobrano na podstawie naj-

nowszy
h dany
h eksperymentalny
h, doty
z¡
y
h przebiegu temperatury kryty
znej od


i±nienia [91℄.

3.3 Termodynamika wysoko
i±nieniowego stanu nad-

przewodz¡
ego w fosforze: formalizm Eliashberga

Równania Eliashberga na osi urojonej zostaj¡ rozwi¡zane dla tysi¡
a stu 
z�sto±
i

Matsubary (M = 1100). Z matematy
znego punktu widzenia ozna
za to, »e funk
je ∆n

i Zn s¡ stabilne dla temperatury wy»szej ni» T0 = 1,5 K. Przyj�to, »e 
z�sto±¢ od
i�
ia

wynosi ωC = 5ω0, gdzie dokªadne warto±
i 
z�sto±
i Debye'a zebrano w tabeli 3.1.

W pierwszym kroku nale»aªo obli
zy¢ �zy
zne warto±
i pseudopoten
jaªu kulombow-

skiego (µ⋆
f ), odpowiadaj¡
e danemu 
i±nieniu. W tym 
elu skorzystano z warunku, który

»¡da, by w temperaturze kryty
znej parametr porz¡dku równaª si� zero. W formali-

zmie Eliashberga wystar
zy, by za
hodziªo: [∆n=1 (µ
⋆
f )]T=TC

= 0, gdy» ∆n=1 reprezen-

tuje maksymaln¡ warto±¢ parametru porz¡dku. Na rysunku 3.2 zaprezentowano peªn¡

zale»no±¢ parametru porz¡dku od pseudopoten
jaªu kulombowskiego w temperaturze kry-

ty
znej. Uzyskane wyniki numery
zne dowodz¡, »e parametr µ⋆
f przyjmuje bardzo wy-

sokie warto±
i (patrz równie» tabela 3.1) w stosunku do warto±
i zazwy
zaj obserwo-

wany
h w obli
zenia
h, bazuj¡
y
h na formalizmie Eliashberga (µ⋆ ∼ (0,1 − 0,2)). Na-

le»y zwró
i¢ uwag�, »e jest to sytua
ja 
z�sto wyst�puj¡
a pod
zas analizy wysoko
i-

±nieniowego stanu nadprzewodz¡
ego. Przykªadowo, dla litu �zy
zna warto±¢ pseudopo-

ten
jaªu kulombowskiego wynosi: [µ⋆
f ]

(Li)
p=29,7 GPa = 0,36 [98℄. Co 
iekawe, równie wysokie

µ⋆
f spotyka si� w zwi¡zka
h zawieraj¡
y
h w�giel, jednak nie znajduj¡ si� one pod dzia-
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Rysunek 3.2: Maksymalne warto±
i parametru porz¡dku w funk
ji pseudopoten
jaªu ku-

lombowskiego dla wybrany
h 
i±nie«. Dokªadne warto±
i temperatury kry-

ty
znej zebrano w tabeli 3.1 [92℄.

ªaniem wysokiego 
i±nienia: [µ⋆
f ]
(K3C60) = 0,39 oraz [µ⋆

f ]
(Rb3C60) = 0,33 [99℄, [100℄. Ano-

malnie wysokie warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego mo»na wytªuma
zy¢, ana-

lizuj¡
 wpªyw efektów retarda
yjny
h na warto±¢ niezrenormalizowanego pseudopoten-


jaªu kulombowskiego (µ ≡ Uρ (0)) w drugim rz�dzie ra
hunków wzgl�dem µ, gdzie

U ≡
∫ ∫

d3r1d
3r2|Φi (r1) |2VC (r1 − r2) |Φi (r2) |2, a Φi (r) to funk
ja Wanniera. W roz-

patrywanym przypadku efekty retarda
yjne prowadz¡ do reduk
ji: µ → µ⋆
, jednak nie

tak zna
znej jak to zostaªo przewidziane przez klasy
zn¡ teori� Morela i Andersona, która

ograni
zaªa si� do liniowego rz�du wzgl�dem µ [101℄. W sz
zególno±
i Bauer, Han i Gun-

narsson otrzymali [102℄:

[µ⋆]BHG =
µ+ aµ2

1 + µ ln
[

ωe

ωf

]

+ aµ2 ln
[

αωe

ωf

] , (3.15)

gdzie a = 1,38 oraz α = 0,10. Warto zauwa»y¢, »e Morel i Anderson uzyskali wynik:

[µ⋆]MA ≡ µ

1 + µ ln
(

ωe

ωf

) . (3.16)

Symbole ωe oraz ωf ozna
zaj¡ odpowiednio 
harakterysty
zn¡ 
z�sto±¢ elektronow¡ i fo-

nonow¡. W najprostszym przypadku, bior¡
 pod uwag� grani
� µ → +∞ oraz przyjmuj¡


[µ⋆]BHG = µ⋆
f , otrzymuje si� nast�puj¡
e warto±
i stosunku ωe/ωf : 149, 314, 406 i 356.

Opieraj¡
 si� na uzyskany
h dany
h, w grani
y niesko«
zenie du»ego naw�zªowego od-

py
hania kulombowskiego, model Morela i Andersona przewiduje nast�puj¡
e warto±
i

pseudopoten
jaªu kulombowskiego: 0,2, 0,173, 0,166 oraz 0,17. Porównuj¡
 wyniki Morela

i Andersona z wynikami modelu Bauera, Hana i Gunnarssona, ªatwo mo»na zauwa»y¢

ró»ni
� pomi�dzy reduk
j¡ warto±
i µ w drugim i pierwszym rz�dzie ra
hunku.
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Tabela 3.1: Wybrane parametry okre±laj¡
e wªa±
iwo±
i termodynami
zne wysoko
i±nie-

niowego stanu nadprzewodz¡
ego w fosforze.

Wielko±¢ Jednostka 20 GPa 30 GPa 40 GPa 70 GPa

ω0 meV 59,4 62,3 64,8 74

TC K 6,39 8,45 8,05 5,4

µ⋆
f - 0,37 0,29 0,27 0,28

λ - 0,795 0,771 0,739 0,676

ωln meV 36,0 38,3 39,3 40,5

√
ω2 meV 6,2 6,4 6,6 6,9

Na rysunku 3.3 zaprezentowano posta¢ parametru porz¡dku i 
zynnika renormalizuj¡-


ego funk
j� falow¡ na osi urojonej dla wybrany
h warto±
i 
i±nienia i temperatury. Mo»na

zauwa»y¢, »e obie funk
je malej¡ wraz ze wzrostem 
z�sto±
i Matsubary, przy 
zym za-

le»no±¢ temperaturowa ∆n i Zn jest zupeªnie inna. Najwygodniej jest s
harakteryzowa¢

wpªyw temperatury na parametr porz¡dku i 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡, wy-

kre±laj¡
 zale»no±
i ∆n=1 (T ) i Zn=1 (T ). Na podstawie dany
h zebrany
h na rysunku 3.4

wida¢, »e parametr porz¡dku wyzna
za krzywe typowe dla przej±
ia fazowego drugiego ro-

dzaju. Z drugiej strony 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ niezna
znie ro±nie wraz ze

wzrostem temperatury, osi¡gaj¡
 maksymaln¡ warto±¢ dla T = TC . Z �zy
znego punktu

widzenia ozna
za to, »e masa efektywna elektronu jest najwi�ksza w temperaturze kryty
z-

nej. W przypadku fosforu maksymaln¡ warto±¢ parametru porz¡dku i 
zynnika renorma-

lizuj¡
ego funk
j� falow¡ mo»na stosunkowo dokªadnie odtworzy¢ przy pomo
y wzorów:

∆n=1 (T,p,µ
⋆) = ∆n=1 (p,µ

⋆)

√

1−
(

T

TC

)Γ

, (3.17)

Zn=1 (T,p,µ
⋆) = Zn=1 (p,µ

⋆) + [Zn=1 (TC)− Zn=1 (p,µ
⋆)]

(

T

TC

)Γ

, (3.18)

gdzie: Γ = 3,1. Wielko±
i ∆n=1 (p,µ
⋆) oraz Zn=1 (p,µ

⋆) zale»¡ jawnie jedynie od 
i±nienia i

pseudopoten
jaªu kulombowskiego:

∆n=1 (p,µ
⋆) = A∆ (p) [µ⋆]3 +B∆ (p) [µ⋆]2 + C∆ (p)µ⋆ +D∆ (p) , (3.19)
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Rysunek 3.3: Parametr porz¡dku (A)-(D) i 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ (E)-(H)

na osi urojonej. Przyj�to wybrane warto±
i temperatury.

Zn=1 (p,µ
⋆) = AZ (p) [µ⋆]3 +BZ (p) [µ⋆]2 + CZ (p)µ⋆ +DZ (p) . (3.20)

Dodatkowo:

A∆ (p) ≡ −51997,5, (3.21)

B∆ (p) ≡ 48289,2,

C∆ (p) ≡ −14804,3,

D∆ (p) ≡ 1501,6

oraz

AZ (p) ≡ −8876,3, (3.22)

BZ (p) ≡ 8242,3,

CZ (p) ≡ −2525,5,

DZ (p) ≡ 257,5.

Nast�pnie Zn=1 (TC) mo»na osza
owa¢ przy pomo
y wzoru:

Zn=1 (TC) = 1 + λ, (3.23)

przy 
zym staªa sprz�»enia elektron-fonon ma posta¢:

λ ≡ 2

∫ ω0

0

dω
α2F (ω)

ω
. (3.24)

W literaturze przybli»on¡ warto±¢ temperatury kryty
znej 
z�sto obli
za si� przy po-
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Rysunek 3.4: Wpªyw temperatury na maksymaln¡ warto±¢ parametru porz¡dku (A) i mak-

symaln¡ warto±¢ 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ (B) [92℄.

mo
y wzoru wyprowadzonego przez M
Millana [103℄:

kBTC =
ωln

1,2
exp

[ −1,04 (1 + λ)

λ− µ⋆ (1 + 0,62λ)

]

, (3.25)

gdzie ωln nosi nazw� 
z�sto±
i logarytmi
znej, której warto±¢ wyzna
zy¢ nale»y przy po-

mo
y formuªy:

ωln ≡ exp

[

2

λ

∫ ω0

0

dω
α2F (ω)

ω
ln (ω)

]

. (3.26)

W 
elu osza
owania TC stosowany jest równie» zmody�kowany wzór M
Millana (Allen

i Dynes [104℄). Popraw� zgodno±
i pomi�dzy przewidywaniami teorety
znymi a danymi

eksperymentalnymi uzyskano poprzez dodanie dwó
h funk
ji koryguj¡
y
h f1 oraz f2:

kBTC = f1f2
ωln

1,2
exp

[ −1,04 (1 + λ)

λ− µ⋆ (1 + 0,62λ)

]

, (3.27)

gdzie:

f1 ≡
[

1 +

(

λ

Λ1

)
3
2

]
1
3

(3.28)

oraz

f2 ≡ 1 +

(√
ω2

ωln
− 1
)

λ2

λ2 + Λ2
2

. (3.29)

Pozostaªe parametry wynosz¡ odpowiednio:

Λ1 ≡ 2,46(1 + 3,8µ⋆) (3.30)
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Rysunek 3.5: Warto±
i temperatury kryty
znej przewidywane na podstawie wzorów M
Mil-

lana oraz Allena-Dynesa w funk
ji 
i±nienia [92℄, [103℄, [104℄. Dodatkowo za-

prezentowano wyniki dany
h eksperymentalny
h [91℄, [97℄.

oraz

Λ2 ≡ 1,82(1 + 6,3µ⋆)

√
ω2

ωln
. (3.31)

Cz�sto±¢ ω2 zostaªa zde�niowana wzorem:

ω2 ≡
2

λ

∫ ω0

0

dωα2F (ω)ω. (3.32)

Nale»y wyra¹nie podkre±li¢, »e formuªa M
Millana lub Allena-Dynesa stosunkowo popraw-

nie odtwarza dane eksperymentalne jedynie dla niski
h warto±
i pseudopoten
jaªu kulom-

bowskiego (µ⋆ ∼ 0,1). W przypadku fosforu, gdzie deparuj¡
e korela
je elektronowe s¡

bardzo silne, oba wzory zna
znie zani»aj¡ TC , 
o zostaje zaprezentowane na rysunku 3.5.

W formalizmie Eliashberga ró»ni
� energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym

i normalnym nale»y obli
zy¢ na podstawie formuªy [3℄:

∆F ≡ F (S) − F (N)
(3.33)

= −2πkBTρ (0)

M
∑

n=1

[

√

ω2
n + (∆n)

2 − |ωn|][Z(S)
n − Z(N)

n

|ωn|
√

ω2
n + (∆n)

2
].

W nast�pnym kroku wyzna
za si� termodynami
zne pole kryty
zne oraz ró»ni
� 
iepªa

wªa±
iwego pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym:

HC =
√
−8π∆F (3.34)

oraz

∆C ≡ CS − CN = −T
d2∆F

dT 2
, (3.35)



Charakterystyka elektronowo-fononowego formalizmu Eliashberga na przykªadzie

wysoko
i±nieniowego stanu nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w fosforze 34

2 4 6 8 10

0

4

8

2 4 6 8 10

0

4

8

2 4 6 8 10

0

4

8

2 4 6 8 10

0

4

8

 

 

 Hc/( (0))1/2 [meV]

 F/ (0) [meV2]

20 GPa 30 GPa

 

 

40 GPa

 

 

T [K]

70 GPa

 

 

T [K]

Rysunek 3.6: Ró»ni
a energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym

w funk
ji temperatury (dolne panele). Termodynami
zne pole kryty
zne w

funk
ji temperatury (górne panele) [92℄.

gdzie: CN = γT , przy 
zym staªa Sommerfelda wynosi: γ ≡ 2
3
π2k2

Bρ(0) (1 + λ). Na dolny
h

panela
h rysunku 3.6 wykre±lono peªn¡ posta¢ funk
ji ∆F (T ). Bardzo wyra¹nie wida¢, »e

ró»ni
a energii swobodnej przyjmuje warto±
i ujemne w 
aªym zakresie temperatury a» do

TC , 
o ±wiad
zy o stabilno±
i termodynami
znej fazy nadprzewodz¡
ej. Warto zauwa»y¢,

»e w przypadku fosforu najni»sz¡ 
o do warto±
i bezwzgl�dnej warto±¢ ró»ni
y energii

swobodnej uzyskano dla 30 GPa (∆F (T0) /ρ (0) = −1,4 meV2
), natomiast najwy»sz¡ dla

70 GPa (∆F (T0) /ρ (0) = −0,47 meV2
). Od strony �zy
znej uzyskany wynik zwi¡zany jest

z rozkªadem warto±
i staªej sprz�»enia elektron-fonon i pseudopoten
jaªu kulombowskiego,

który zostaª sz
zegóªowo omówiony we w
ze±niejszej 
z�±
i rozdziaªu.

Przebieg funk
ji ∆F (T ) bezpo±rednio wpªywa na warto±
i termodynami
znego pola

kryty
znego i 
iepªa wªa±
iwego. Odpowiednie wyniki zaprezentowano na górny
h panela
h

rysunku 3.6 oraz rysunku 3.7. Fizy
zn¡ warto±¢ parametru porz¡dku nale»y wyzna
zy¢

posªuguj¡
 si� równaniem:

∆(T ) = Re [∆ (ω = ∆(T ) ,T )] , (3.36)

przy 
zym posta¢ funk
ji parametru porz¡dku na osi rze
zywistej wyzna
zono, rozwi¡zuj¡


równania Eliashberga w reprezenta
ji mieszanej. Przykªadowe przebiegi zostaªy zebrane

na rysunku 3.8. Analizuj¡
 za
howanie parametru porz¡dku na osi rze
zywistej, nale»y

zwró
i¢ uwag� na fakt, »e dla niski
h 
z�sto±
i niezerowe warto±
i przyjmuje tylko 
z�±¢

rze
zywista funk
ji ∆(ω). Z �zy
znego punktu widzenia ozna
za to istnienie niesko«
ze-

nie dªugo »yj¡
y
h par Coopera. Przy wy»szy
h 
z�sto±
ia
h niezerowa jest równie» 
z�±¢
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Rysunek 3.7: Ciepªo wªa±
iwe stanu nadprzewodz¡
ego i normalnego w funk
ji temperatury

[92℄.

urojona parametru porz¡dku, 
o o
zywi±
ie determinuje sko«
zony 
zas »y
ia pary elek-

tronowej. Zwra
a uwag� równie» fakt, »e sz
zególnie du»e zmiany w warto±
ia
h parametru

porz¡dku s¡ bardzo ±
i±le skorelowane z 
harakterysty
zn¡ grup¡ maksimów, wyst�puj¡-


y
h w przebiegu funk
ji Eliashberga. Maksymalne warto±
i parametru porz¡dku zebrano

w tabeli 3.2. Warto±
i parametru porz¡dku warto równie» wykre±li¢ na pªasz
zy¹nie ze-

spolonej (rysunek 3.9). Wida¢, »e funk
ja ∆(ω) tworzy 
harakterysty
zne zdeformowane

spirale o malej¡
ym wraz ze wzrostem temperatury rozmiarze.

Nast�pnie obli
zono mas� efektywn¡ elektronu (m⋆
e) na podstawie wzoru:

m⋆
e = Re [[Z (T )]ω=0]me, (3.37)

gdzie symbol me ozna
za mas� pasmow¡ elektronu. Posta¢ 
zynnika renormalizuj¡
ego

funk
j� falow¡ na osi rze
zywistej dla T = TC wykre±lono na rysunku 3.10. Ze wzgl�du na

bardzo sªab¡ zale»no±¢ funk
ji Z (ω) od temperatury zaprezentowano wyniki dla T = TC .

Uzyskane rezultaty dla masy efektywnej elektronu zebrano w tabeli 3.2.

W ostatnim kroku obli
zono bezwymiarowe stosunki R∆, RC oraz RH . Uzyskane warto-

±
i dowodz¡, »e nie ró»ni¡ si� one zna
znie od warto±
i przewidywany
h przez teori� BCS.

Najwi�ksze odst�pstwa rz�du kilku pro
ent stwierdzono dla 
i±nienia 30 GPa. Powy»szy

wynik zwi¡zany jest z niezna
znymi efektami retarda
yjnymi i silno-sprz�»eniowymi, które


harakteryzuje stosunek: r ≡ kBTC/ωln. W grani
y BCS równania Eliashberga przewiduj¡:

r → 0. Dla p = 30 GPa otrzymano: r = 0,02.
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Rysunek 3.8: Parametr porz¡dku na osi rze
zywistej dla wybrany
h warto±
i tempe-

ratury. Dodatkowo wykre±lono ksztaªt przeskalowanej funk
ji Eliashberga

(6α2F (ω)).

Tabela 3.2: Warto±
i termodynami
znego pola kryty
znego, skoku 
iepªa wªa±
iwego w

temperaturze kryty
znej, parametru porz¡dku i masy efektywnej elektronu dla

wysoko
i±nieniowego stanu nadprzewodz¡
ego w fosforze.

Wielko±¢ Jednostka 20 GPa 30 GPa 40 GPa 70 GPa

HC (0) /
√

ρ (0) meV 4,33 5,54 5,64 3,45

∆C (TC) /kBρ (0) meV 8,9 13,1 10,7 7,3

∆(0) meV 0,98 1,31 1,26 0,82

m⋆
e me 1,80 1,77 1,74 1,68
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Rysunek 3.9: Parametr porz¡dku na pªasz
zy¹nie zespolonej dla wybrany
h warto±
i tem-

peratury. Linie z symbolami reprezentuj¡ warto±
i parametru porz¡dku uzy-

skane dla przedziaªu 
z�sto±
i od 0 do ω0. Linie otrzymano dla ω ∈ 〈ω0, ωc〉.
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Rysunek 3.10: Czynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ na osi rze
zywistej dla T = TC . Do-

datkowo wykre±lono ksztaªt przeskalowanej funk
ji Eliashberga (6α2F (ω)).
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3.4 Uwagi ko«
owe i podsumowanie uzyskany
h wyni-

ków

W rozdziale omówiono formalizm Eliashberga, który zostaje wyprowadzony w 
elu ilo-

±
iowego opisu wªa±
iwo±
i termodynami
zny
h stanu nadprzewodz¡
ego, indukowanego

przez oddziaªywanie elektron-fonon. Sz
zegóªowe rozwa»ania zilustrowano na przykªadzie

kondensatu nadprzewodz¡
ego, tworz¡
ego si� w fosforze, znajduj¡
ym si� pod dziaªaniem

wysokiego 
i±nienia. W odniesieniu do rozpatrywanego ukªadu �zy
znego stwierdzono, »e

temperatura kryty
zna przyjmuje niskie warto±
i, 
o zwi¡zane jest z niewysokimi warto-

±
iami staªej sprz�»enia elektron-fonon oraz zna
znymi oddziaªywaniami deparuj¡
ymi.

Dodatkowo wykazano, »e niskie efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe nie powoduj¡

istotny
h odst�pstw warto±
i pozostaªy
h parametrów termodynami
zny
h od warto±
i

przewidywany
h przez teori� BCS. Zaprezentowany klasy
zny formalizm Eliashberga sta-

nowi, w rama
h rozprawy doktorskiej, gªówne narz�dzie sªu»¡
e do opisu wysokotempera-

turowego stanu nadprzewodz¡
ego, indukowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon. W

sz
zególno±
i u»yto go do 
harakterystyki stanu nadprzewodz¡
ego metali
znego wodoru,

znajduj¡
ego si� pod wpªywem wysokiego 
i±nienia.



Rozdziaª 4

Opis wªa±
iwo±
i stanu

nadprzewodz¡
ego w atomowym

wodorze pod 
i±nieniem 802 GPa

Równania Eliashberga zostaªy wykorzystane do wyzna
zenia wªa±
iwo±
i termodyna-

mi
zny
h stanu nadprzewodz¡
ego w metali
znym atomowym wodorze pod 
i±nieniem 802

GPa. Wykazano, »e temperatura przej±
ia w stan nadprzewodz¡
y zmienia si� w zakresie

od 259,4 K do 332,7 K w zale»no±
i od przyj�tej warto±
i pseudopoten
jaªu kulombow-

skiego: µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,2〉. Ze wzgl�du na zna
zne efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe

warto±
i parametru porz¡dku, termodynami
znego pola kryty
znego i ró»ni
y 
iepªa wªa-

±
iwego pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym zna
z¡
o ró»ni¡ si� od przewidy-

wa« klasy
znej teorii BCS. W rezulta
ie bezwymiarowe parametry R∆, RH i RC przyjmuj¡

warto±
i: R∆ (µ⋆) ∈ 〈4,51; 4,70〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0,130; 0,132〉 oraz RC (µ⋆) ∈ 〈2,50; 2,57〉.

4.1 Uwagi wst�pne

Ze wzgl�du na du»e zainteresowanie nadprzewodni
twem w wodorze w pierwszym

kroku przebadano stan nadprzewodz¡
y pod 
i±nieniem 802 GPa. Nale»y podkre±li¢, »e

802 GPa reprezentuje maksymaln¡ warto±¢ 
i±nienia (potwierdzone przez dwie niezale»ne

grupy badaw
ze), dla którego struktura krystali
zna (I41md) jest dynami
znie stabilna

[12℄, [36℄. W rozwa»anym przypadku uzyskano warto±
i temperatury kryty
znej równe

w przybli»eniu 282,5 K oraz 260,3 K, odpowiednio dla µ⋆ = 0,1 oraz µ⋆ = 0,13 [36℄.

Jednak»e wy»sze warto±
i TC (∼ 330 K) zostaªy przewidziane w pra
y [12℄. W obydwu

przypadka
h temperatura kryty
zna jest osza
owana za pomo
¡ wyra»enia anality
znego,

które nie okre±la TC w dokªadny sposób. Z tego powodu w prezentowanym rozdziale obli-


zono dokªadne warto±
i temperatury kryty
znej w rama
h formalizmu Eliashberga [15℄.

Dodatkowo wyzna
zono pozostaªe parametry termodynami
znego stanu nadprzewodz¡-
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ego.

4.2 Parametry wej±
iowe do równa« Eliashberga

Stabilno±¢ rozwi¡za« równa« Eliashberga uzyskano dla M = 1100 oraz T ≥ T0 = 10

K. Funk
j� spektraln¡ dla monoatomowego metali
znego wodoru pod 
i±nieniem 802 GPa

otrzymano w pra
y [36℄ przy pomo
y obli
ze« ab initio. Wybrano najstabilniejsz¡ struk-

tur� krystali
zn¡ (I41md) przewidzian¡ przez Pi
karda i Needsa [105℄. Warto zauwa»y¢,

»e struktura rozwa»anego ukªadu �zy
znego zostaªa równie» potwierdzona w pra
y [106℄.

W rozwa»anym przypadku maksymalna 
z�sto±¢ fononowa jest równa ω0 = 427,5 meV

[107℄. Wzi�to pod uwag� nast�puj¡
y zakres pseudopoten
jaªu kulombowskiego: µ⋆ ∈
〈0,1; 0,2〉, ponadto (ωc = 3ω0).

4.3 Rezultaty

Po skorzystaniu z metod numery
zny
h, opisany
h i wykorzystany
h w pra
a
h [58℄

i [63℄, uzyskane wyniki zostaj¡ przedstawione na rysunku 4.1. Mo»na zauwa»y¢, »e war-

to±
i parametru porz¡dku silnie malej¡ wraz ze wzrostem warto±
i pseudopoten
jaªu ku-

lombowskiego (rysunek 4.1 (A) i (B)). Z drugiej strony wpªyw warto±
i µ⋆
na 
zynnik

renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ (rysunek 4.1 (D) i (E)) jest zna
znie sªabszy. Na rysunku

4.1 (C) i (F) zaprezentowano przebieg parametru porz¡dku i 
zynnika renormalizuj¡
ego

funk
j� falow¡ od temperatury dla n = 1. Wzi�to pod uwag� wybrane warto±
i pseudopo-

ten
jaªu kulombowskiego. Warto±
i temperatury kryty
znej (TC (µ⋆) ∈ 〈259,4; 332,7〉 K),
otrzymane dla wybrany
h warto±
i µ⋆

, s¡ zna
znie wy»sze ni» te przewidywane w pra
y

[36℄, gdzie na przykªad dla µ⋆ = 0,1 temperatura kryty
zna jest równa 282,5 K. Powy»-

sza sytua
ja wynika z faktu, »e w pra
y [36℄ temperatura kryty
zna zostaªa obli
zona ze

wzoru Allena-Dynesa [103℄, [104℄. Bazuj¡
 na najnowszy
h pra
a
h, mo»na wywnioskowa¢,

»e opis wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego wymaga du»ej ostro»no±
i przy

stosowaniu anality
zny
h wzorów [108℄, [109℄. W rozwa»anym przypadku wzór z pra
y

[37℄ jest bardziej odpowiedni (TC (µ⋆ = 0,1) = 335,2 K) ni» klasy
zne formuªy Allena-

Dynesa lub M
Millana. Dodatkowo funk
ja Zn=1(T ) wzrasta wraz z temperatur¡ i osi¡ga

maksymaln¡ warto±¢ w TC , któr¡ mo»na równie» obli
zy¢ za pomo
¡ prostej formuªy anali-

ty
znej: Zn=1(TC) = λ+1, gdzie λ = 1,7. Pozostaªe parametry termodynami
zne, takie jak

ró»ni
a energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i normalnym, termodyna-

mi
zne pole kryty
zne oraz ró»ni
� 
iepªa wªa±
iwego pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym

i normalnym, obli
zono przy pomo
y wzorów (3.33), (3.34), (3.35) [17℄, [110℄.

Posta¢ funk
ji ∆F/ρ (0) zostaªa przedstawiona na rysunku 4.2. Z �zy
znego punktu

widzenia ujemne warto±
i ró»ni
y energii swobodnej ±wiad
z¡ o stabilno±
i termodyna-
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Rysunek 4.1: Parametr porz¡dku (A-B) i 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ (D-E)

na osi urojonej dla wybrany
h warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego

(zaprezentowano pierwsze 200 warto±
i ∆n i Zn). Zale»no±¢ maksymalnej

warto±
i parametru porz¡dku (C) i 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡

(F) od temperatury [39℄.
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Rysunek 4.2: Zale»no±¢ ró»ni
y energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym i

normalnym od temperatury dla wybrany
h warto±
i µ⋆
[39℄.



Wodór pod 
i±nieniem 802 GPa 42

50 100 150 200 250 300 350
0

70

140

210

280

350

 

 

H
C
/(

(0
))1/

2  [m
eV

]

T [K]

 *=0,1
 *=0,2

Rysunek 4.3: Zale»no±¢ termodynami
znego pola kryty
znego od temperatury dla wybra-

ny
h warto±
i µ⋆
[39℄.

mi
znej fazy nadprzewodz¡
ej do temperatury kryty
znej.

Rysunek 4.3 przedstawia wpªyw temperatury na stosunek HC/
√

ρ (0). Termodyna-

mi
zne pole kryty
zne maleje wraz ze wzrostem temperatury, przyjmuj¡
 zerow¡ warto±¢

dla T = TC . Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e maksymalne warto±
i rozwa»anej funk
ji s¡ równe:

335 meV dla µ⋆ = 0,1 oraz 259 meV dla µ⋆ = 0,2. Zale»no±¢ 
iepªa wªa±
iwego od tem-

peratury przedstawiono na rysunku 4.4. Charakterysty
zny skok 
iepªa, który pojawia si�

w temperaturze kryty
znej, zna
z¡
o maleje wraz ze wzrostem warto±
i pseudopoten
jaªu

kulombowskiego. W sz
zególno±
i [∆C (TC)]µ⋆=0,2 / [∆C (TC)]µ⋆=0,1 ≃ 0,76. Dokªadn¡ war-

to±¢ parametru porz¡dku i masy efektywnej elektronu uzyskuje si� na podstawie rozwi¡-

za« równa« (3.13) oraz (3.14) [111℄. Parametr porz¡dku i 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j�

falow¡ na osi rze
zywistej dla wybrany
h warto±
i temperatury i pseudopoten
jaªu kulom-

bowskiego przedstawiono odpowiednio na rysunku 4.5 (A)-(B) i rysunku 4.5 (C). Zakres


z�sto±
i zostaª wybrany od 0 do ω0. Dla niski
h 
z�sto±
i warto±
i niezerowe posiada je-

dynie 
z�±¢ rze
zywista funk
ji ∆(ω) oraz Z(ω). Z �zy
znego punktu widzenia ozna
za

to brak efektów tªumienia w rozpatrywanym przedziale 
z�sto±
i. Dla wi�kszy
h warto±
i

ω omawiane funk
je 
harakteryzuj¡ si� skomplikowanym przebiegiem zwªasz
za w niski
h

temperatura
h. Parametr porz¡dku dla temperatury T bliskiej zeru (T0 = 10 K) zostaª

obli
zony na podstawie równania (3.36). Warto±
i parametru porz¡dku ∆(0) ≡ ∆(T0)

zna
z¡
o zmniejszaj¡ si� od 67,3 meV do 50,4 meV, przy wzro±
ie pseudopoten
jaªu ku-

lombowskiego od 0,1 do 0,2.

W nast�pnym kroku obli
zono mas� efektywn¡ elektronu. Stwierdzono, »e m⋆
e dla wo-

doru pod dziaªaniem 
i±nienia 802 GPa przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ 3me w tempera-

turze kryty
znej (niezale»nie od warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego).

Przeprowadzona analiza pozwala okre±li¢ bezwymiarowe parametry: R∆ (µ⋆) ∈
〈4,51; 4,70〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0,130; 0,132〉 oraz RC (µ⋆) ∈ 〈2,50; 2,57〉 dla µ⋆ = 0,1 oraz
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Rysunek 4.4: Ciepªo wªa±
iwe stanu nadprzewodz¡
ego i normalnego w funk
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Rysunek 4.5: (A)-(B) Parametr porz¡dku i (C) 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡

na osi rze
zywistej dla wybrany
h warto±
i temperatury i pseudopoten
jaªu

kulombowskiego [39℄. W tle przeskalowana funk
ja Eliashberga.
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µ⋆ = 0,2. Uzyskane rezultaty zna
z¡
o odbiegaj¡ od przewidywa« klasy
znej teorii BCS.

Z �zy
znego punktu widzenia stan ten wynika z silny
h efektów retarda
yjny
h i silno-

sprze»eniowy
h. Wyniki uzyskane dla atomowego wodoru pod 
i±nieniem 802 GPa porów-

nano z innymi danymi literaturowymi (patrz tabela 1.1). Wzi�to pod uwag� 
i±nienia z

zakresu od 414 GPa do 3500 GPa dla ró»ny
h warto±
i µ⋆
. Wszystkie termodynami
zne

parametry zostaj¡ obli
zone w rama
h formalizmu Eliashberga, poniewa» warto±
i staªej

sprz�»enia elektron-fonon w ka»dym z przypadków przyjmuj¡ du»e warto±
i. Na podsta-

wie dany
h z tabeli 1.1 mo»na zauwa»y¢, »e warto±
i temperatury kryty
znej s¡ bardzo

wysokie niezale»nie od przyj�ty
h warto±
i µ⋆
dla molekularnego (p < 500 GPa) jak i

atomowego (p > 500 GPa) wodoru. Wy»ej wymienione wyniki s¡ w jawnej sprze
zno±
i

z przewidywaniami teorii BCS, gdzie: [TC ]max ∼ 30 K. Ze wzgl�du na wysokie warto±
i

staªej sprz�»enia elektron-fonon pozostaªe parametry termodynami
zne równie» zna
znie

odbiegaj¡ od przewidywa« teorii BCS. Fakt ten mo»na ªatwo zauwa»y¢ na przykªadzie

warto±
i bezwymiarowy
h parametrów: R∆, RH i RC .

Ogólnie, otrzymane warto±
i parametrów termodynami
zny
h dla atomowego wodoru

pod 
i±nieniem 802 GPa s¡ zgodne z danymi teorety
znymi przedstawionymi w literaturze.

4.4 Podsumowanie

W rozdziale omówiono wªa±
iwo±
i termodynami
zne metali
znego atomowego wodoru

pod 
i±nieniem 802 GPa. W sz
zególno±
i w rama
h formalizmu Eliashberga dla szero-

kiego zakresu pseudopoten
jaªu kulombowskiego (µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,2〉) dokªadnie przewidziano
warto±¢ temperatury kryty
znej (TC ∈ 〈259,4; 332,7〉 K), warto±
i parametru porz¡dku

(∆(0) ∈ 〈50,4; 67,3〉 meV) oraz pozostaªe funk
je termodynami
zne, które pozwalaj¡ okre-

±li¢ bezwymiarowe parametry: R∆, RH orazRC . Ze wzgl�du na zna
zne efekty retarda
yjne

i silno-sprz�»eniowe uzyskane rezultaty zna
z¡
o odbiegaj¡ od przewidywa« klasy
znej teo-

rii BCS.



Rozdziaª 5

Termodynamika stanu

nadprzewodz¡
ego w atomowym

wodorze dla ekstremalnie wysokiej

warto±
i 
i±nienia 3,5 TPa

W ko«
owym etapie ewolu
ji termi
znej, we wn�trzu planety skªadaj¡
ej si� przede

wszystkim z wodoru (planety typu jowiszowego), wyindukuje si� wysokotemperaturowy stan

nadprzewodz¡
y. W sz
zególno±
i dla efektywnej temperatury planety (TS), wynosz¡
ej

okoªo 5 K, faza nadprzewodz¡
a wodoru pojawi si� w pobli»u warto±
i 
i±nienia p1 ≡ 500

GPa i p2 ≡ 2000 GPa. Wraz z dalszym obni»aniem si� temperatury stan nadprzewodz¡
y

indukowaª si� b�dzie w warstwa
h wodoru o 
i±nieniu 
oraz bardziej odlegªym od p1 i p2.

Ostatnia nadprzewodz¡
a warstwa utworzy si� dla p ≃ 400 GPa w 
hwili, gdy TS spadnie

do okoªo 1,3 K. Dodatkowo wykazano, »e rotuj¡
a planeta, w której wyindukowaª si� stan

nadprzewodz¡
y b�dzie ¹ródªem bardzo sªabego pola magnety
znego o induk
ji ∼ 10−11
Gs.

Uzyskane wyniki otrzymano na podstawie analizy wªa±
iwo±
i termodynami
zny
h stanu

nadprzewodz¡
ego wodoru znajduj¡
ego si� pod dziaªaniem ekstremalnie wysokiego 
i±nie-

nia wynosz¡
ego 3500 GPa (blisko j¡dra hipotety
znej planety) oraz dany
h literaturowy
h

opisuj¡
y
h faz� nadprzewodz¡
¡ wodoru przy ni»szy
h 
i±nienia
h.

5.1 Uwagi wst�pne

We wszystki
h zwery�kowany
h eksperymentalnie przypadka
h elektronowy stan nad-

przewodz¡
y tworzy si� ra
zej w niski
h temperatura
h. Niezwykªe wªasno±
i fazy nad-

przewodz¡
ej wodoru (przede wszystkim bardzo wysoka warto±¢ TC) rodz¡ pytanie 
zy

omawianego stanu nie mo»na uzyska¢ w laboratorium. Najprawdopodobniej b�dzie to

bardzo skomplikowane, poniewa» najwi�kszy problem zwi¡zany jest z trudno±
iami te
h-

ni
znymi w uzyskaniu ekstremalnie wysoki
h 
i±nie«.
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Z drugiej strony sama natura dostar
za nam obiektów (planety olbrzymy zbudowane

przede wszystkim z wodoru), w który
h omawiany zakres 
i±nie« (p ∈ 〈400,3500〉 GPa)
jest osi¡galny. W przypadku Ukªadu Sªone
znego tak¡ planet¡ jest Jowisz. Badania nad

budow¡ wewn�trzn¡ Jowisza trwaj¡ od wielu lat [22℄. Obe
nie uwa»a si�, »e Jowisz skªada

si� gªównie z wodoru (∼ 75 %) oraz z okoªo 20 % helu (wyniki uzyskane przez sond�

Galileo). Domieszki 
i�»szy
h pierwiastków skupione s¡ najprawdopodobniej w niewielkim

j¡drze planety [23℄, [24℄, [112℄. Temperatura efektywna warstwy powierz
hniowej Jowisza

wynosi∼ 170K, a panuj¡
e 
i±nienie ma warto±¢ 100 kPa. Warstw� powierz
hniow¡ tworzy

przede wszystkim wodór i hel w stanie gazowym ze ±ladowymi ilo±
iami metanu, wody

i amoniaku. Poni»ej, a» do 
i±nienia 200 GPa, roz
i¡ga si� warstwa molekularnego wodoru,

która ko«
zy si� stosunkowo 
ienk¡ warstw¡ niehomogeni
zn¡ o temperaturze ∼ 6500 K.

Gª�bsz¡ warstw� tworzy metali
zny wodór. Grani
zy on z j¡drem planety, które rozgrzane

jest do temperatury ∼ 21000 K przy 
i±nieniu wynosz¡
ym okoªo 4000 GPa.

Przedstawiona powy»ej analiza dowodzi, »e obe
nie we wn�trzu planet typu jowiszo-

wego stan nadprzewodz¡
y nie mo»e si� indukowa¢ ze wzgl�du na panuj¡
e tam ekstremal-

nie wysokie temperatury. Niemniej jednak, wraz z upªywem 
zasu, temperatura wn�trza

planety b�dzie ulega¢ powolnemu obni»eniu, 
o w konsekwen
ji doprowadzi do induk
ji

stanu nadprzewodz¡
ego w wodorze. Przewidywania teorety
zne sugeruj¡, »e stanie si� to

w okresie poprzedzaj¡
ym ±mier¢ termi
zn¡ Wsze
h±wiata, wtedy, gdy temperatura efek-

tywna planety spadnie do warto±
i kilku Kelvinów [99℄. W prezentowanym rozdziale prze-

analizowany zostaª pro
es induk
ji stanu nadprzewodz¡
ego w warstwa
h wodoru planety

typu jowiszowego. Przewidywania bazuj¡ na wªa±
iwo±
ia
h termodynami
zny
h wodoru

w zakresie 
i±nie« od ∼ 400 GPa do 3500 GPa. W rozpatrywanym przypadku temperatura

kryty
zna przej±
ia fazowego stan normalny-nadprzewodz¡
y zale»y od paruj¡
ego oddzia-

ªywania elektron-fonon i deperuj¡
y
h oddziaªywa« kulombowski
h, które mog¡ bardzo

istotnie obni»y¢ warto±¢ TC .

Nale»y zauwa»y¢, »e w niniejszym rozdziale bardzo dokªadnie obli
zono wªa±
iwo±
i ter-

modynami
zne warstwy wodoru, znajduj¡
ej si� najbli»ej j¡dra planety (p = 3500 GPa).

Uzyskane rezultaty pozwol¡ Czytelnikowi zapozna¢ si� z wªa±
iwo±
iami stanu nadprzewo-

dz¡
ego, znajduj¡
ego si� pod wpªywem skrajnie wysokiego 
i±nienia. Nale»y zazna
zy¢,

»e warstwa ta 
harakteryzuje si� mi�dzy innymi jedn¡ z najwy»szy
h temperatur kryty
z-

ny
h.

5.2 Parametry wej±
iowe do równa« Eliashberga

Do wyzna
zenia wªa±
iwo±
i termodynami
zny
h fazy nadprzewodz¡
ej wodoru przy


i±nieniu 3500 GPa u»yto równa« Eliashberga, zde�niowany
h na osi urojonej i w re-

prezenta
ji mieszanej [15℄, [111℄, które zostaªy dokªadnie omówione w rozdziale trze
im.

Stabilno±¢ rozwi¡za« równa« uzyskano dla M = 1100 oraz T ≥ T0 = 30 K. Dla wodoru

pod 
i±nieniem 3500 GPa funk
ja Eliashberga zostaªa okre±lona w pra
y [10℄. W rozpatry-
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wanym przypadku maksymalna 
z�sto±¢ fononowa (ω0) jest równa 733,68 meV. Ponadto

wzi�to pod uwag� nast�puj¡
y zakres pseudopoten
jaªu kulombowskiego: µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉
oraz ωc = 5ω0.

5.3 Parametry termodynami
zne

W pierwszym kroku rozwi¡zano równania Eliashberga na osi urojonej. Na rysunku 5.1

(A) i (B) zaprezentowano przebieg parametru porz¡dku i 
zynnika renormalizuj¡
ego funk-


j� falow¡ od temperatury (n = 1). Wzi�to pod uwag� wybrane warto±
i pseudopoten
jaªu

kulombowskiego. �atwo mo»na zauwa»y¢, »e wzrost deparuj¡
y
h oddziaªywa« elektro-

nowy
h powoduje spadek warto±
i funk
ji ∆n=1. Od strony �zy
znej uzyskany rezultat

ozna
za, »e korela
je elektronowe mog¡ istotnie obni»y¢ warto±¢ temperatury kryty
znej.

Na podstawie warunku ∆n=1 (TC) = 0 stwierdzono, »e temperatura kryty
zna zmienia si�

w przedziale od 312 K do 447 K dla µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉.
W przypadku 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ wzrost warto±
i Zn=1, spowo-

dowany elektronowymi korela
jami deparuj¡
ymi, wymusza wzrost masy efektywnej elek-

tronu. Dodatkowo, na podstawie wyników zamiesz
zony
h na rysunku 5.1 (B) stwierdzono,

»e niezale»nie od przyj�tej warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego masa efektywna

osi¡ga maksimum wynosz¡
e 3me w temperaturze kryty
znej. Powy»szy rezultat bardzo

dobrze koreluje ze ±
isªym wynikiem anality
znym, który mo»na uzyska¢ dla T = TC .

W rozpatrywanym przypadku: [Zn=1]T=TC
= 1 + λ = 3.

Peªn¡ posta¢ funk
ji ∆n=1 (T ) i Zn=1 (T ) mo»na sparametryzowa¢ przy pomo
y wzo-

rów:

∆n=1 (T,µ
⋆) = ∆n=1 (µ

⋆)

√

1−
(

T

TC

)Γ

(5.1)

oraz

Zn=1 (T,µ
⋆) = [Zn=1 (TC)− Zn=1 (µ

⋆)]

(

T

TC

)Γ

+ Zn=1 (µ
⋆) , (5.2)

gdzie Γ = 3,25. Funk
je pomo
ni
ze maj¡ posta¢:

∆n=1 (µ
⋆) = 331,03 (µ⋆)2 − 281,64µ⋆ + 114,5 (5.3)

i

Zn=1 (µ
⋆) = −1,136 (µ⋆)2 + 1,04µ⋆ + 2,561. (5.4)

Korzystaj¡
 z rozwi¡za« równa« Eliashberga na osi urojonej, mo»na stosunkowo prosto

obli
zy¢ ró»ni
� energii swobodnej pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym a normalnym [5℄.

Uzyskane rezultaty wykre±lono na rysunku 5.2 (dolny panel). Wida¢ wyra¹nie, »e wraz ze
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Rysunek 5.1: Zale»no±¢ maksymalnej warto±
i parametru porz¡dku (A) i 
zynnika renor-

malizuj¡
ego funk
j� falow¡ (B) od temperatury dla wybrany
h warto±
i

pseudopoten
jaªu kulombowskiego [21℄.

wzrostem deparuj¡
y
h korela
ji elektronowy
h modelowany
h przez parametr µ⋆
maleje

warto±¢ ró»ni
y energii swobodnej. W sz
zególno±
i rF ≡ [∆F (0)]µ⋆=0,1 / [∆F (0)]µ⋆=0,3

wynosi 2,09, gdzie F (0) ≡ F (T0). Z �zy
znego punktu widzenia powy»szy fakt ozna
za,

»e deparuj¡
e oddziaªywania elektronowe mog¡ zna
znie zdestabilizowa¢ stan nadprzewo-

dz¡
y w wodorze. Nast�pnie obli
zono zale»no±¢ termodynami
znego pola kryty
znego od

temperatury. Wyzna
zone przebiegi wykre±lono na rysunku 5.2 (górny panel). Stwierdzono,

»e wraz ze wzrostem temperatury termodynami
zne pole kryty
zne maleje, osi¡gaj¡
 war-

to±¢ zero w TC . Destruktywny wpªyw deparuj¡
y
h korela
ji elektronowy
h na HC najpro-

±
iej mo»na s
harakteryzowa¢ przy pomo
y stosunku rH ≡ [HC (0)]µ⋆=0,1 / [HC (0)]µ⋆=0,3,

gdzie HC (0) ≡ HC (T0). W rozpatrywanym przypadku parametr rH przyjmuje warto±¢

1,45.

W kolejnym kroku wyzna
zono zale»no±¢ 
iepªa wªa±
iwego od temperatury. Rezultaty

obli
ze« numery
zny
h wykre±lono na rysunku 5.3, gdzie 
harakterysty
zny skok 
iepªa

wªa±
iwego w temperaturze kryty
znej zostaª ozna
zony przez pionow¡ lini�.

Analizuj¡
 wyniki zaprezentowane na rysunku 5.3 stwierdzono, »e, podobnie jak to ma

miejs
e dla termodynami
znego pola kryty
znego, wzrost pseudopoten
jaªu kulombow-

skiego powoduje silny spadek warto±
i 
iepªa wªa±
iwego dla stanu nadprzewodz¡
ego,


o w konsekwen
ji skutkuje spadkiem warto±
i skoku 
iepªa w temperaturze kryty
znej:

rC ≡ [∆C (TC)]µ⋆=0,1 / [∆C (TC)]µ⋆=0,3 = 1,48.

Dokªadn¡ warto±¢ parametru porz¡dku i masy efektywnej elektronu obli
zono przy po-

mo
y równa« Eliashberga w reprezenta
ji mieszanej. W rozpatrywanym przypadku para-

metrami wej±
iowymi s¡ rozwi¡zania równa« Eliashberga z osi urojonej (∆n i Zn), funk
ja

Eliashberga oraz warto±¢ pseudopoten
jaªu kulombowskiego. Posta¢ parametru porz¡dku

na osi rze
zywistej (∆(ω)) dla T = T0 i wybrany
h µ⋆
zostaje zaprezentowana na rysunku

5.4. Mo»na zauwa»y¢, »e dla niski
h 
z�sto±
i (ω) niezerowe warto±
i przyjmuje tylko 
z�±¢
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Rysunek 5.3: Ciepªo wªa±
iwe stanu nadprzewodz¡
ego i normalnego w funk
ji temperatury

dla wybrany
h warto±
i parametru µ⋆
[21℄.

rze
zywista funk
ji ∆(ω). Z �zy
znego punktu widzenia ozna
za to brak efektów tªumie-

nia w rozpatrywanym przedziale 
z�sto±
i, gdy» tªumienie modelowane jest przez 
z�±¢

urojon¡ parametru porz¡dku [113℄. Dodatkowo stwierdzono, »e wzrost parametru µ⋆
po-

woduje silne obni»enie po
z¡tkowy
h warto±
i funk
ji ∆(ω). Na rysunku 5.4 wykre±lono

równie» ksztaªt przeskalowanej funk
ji Eliashberga. Zwra
a uwag� wyra¹na korela
ja po-

mi�dzy przebiegiem funk
ji Re(∆ (ω)) oraz ksztaªtem funk
ji Eliashberga.

Warto podkre±li¢, »e wraz ze wzrostem temperatury zale»no±¢ parametru porz¡dku

od 
z�sto±
i staje si� 
oraz mniej skomplikowana. W rezulta
ie w wy»szy
h temperatura
h

warto±
i ∆(ω) najwygodniej jest wykre±li¢ na pªasz
zy¹nie zespolonej. Uzyskane rezultaty,

dla przypadku µ⋆ = 0,1, przedstawiono na rysunku 5.5. Mo»na zauwa»y¢, »e parametr

porz¡dku tworzy 
harakterysty
znie zdeformowane spirale, który
h po
z¡tkowe rozmiary
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Rysunek 5.4: Parametr porz¡dku na osi rze
zywistej dla T = T0 i wybrany
h warto-

±
i pseudopoten
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lowan¡ funk
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Rysunek 5.5: Parametr porz¡dku na pªasz
zy¹nie zespolonej dla wybrany
h warto±
i tem-

peratury. Linie z symbolami reprezentuj¡ rozwi¡zania dla ω ∈ 〈0,ω0〉, nato-
miast zwykªe linie odpowiadaj¡ rozwi¡zaniom ω ∈ 〈ω0, ωc〉 [21℄.

wyra¹nie malej¡ wraz ze wzrostem temperatury. Nast�pnie na podstawie wyzna
zony
h

funk
ji ∆(ω) obli
zono dokªadn¡ warto±¢ parametru porz¡dku dla najni»szej rozpatrywa-

nej w pra
y temperatury (∆(0) = ∆ (T0)). Uzyskany rezultat ma posta¢: ∆(0) ∈ 〈62,94〉
meV, dla µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉.

Drugie rozwi¡zanie równa« Eliashberga, 
zyli 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡,

pozwala obli
zy¢ dokªadn¡ warto±¢ masy efektywnej elektronu. Na podstawie analizy nu-

mery
znej stwierdzono, »em⋆
e sªabo zale»y od T oraz µ⋆

. Niemniej jednak nale»y zazna
zy¢,

»e najwy»sz¡ (niezale»n¡ od µ⋆
) warto±¢ masa efektywna elektronu przyjmuje w tempe-

raturze kryty
znej ([m⋆
e]max = 3,05me). Z tego powodu na rysunku 5.6 zaprezentowano

sz
zegóªow¡ zale»no±¢ 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ od 
z�sto±
i dla T = TC .

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e podobnie jak to miaªo miejs
e dla parametru porz¡dku, w za-

kresie niski
h 
z�sto±
i niezerowe warto±
i przyjmuje tylko 
z�±¢ rze
zywista funk
ji Z (ω).

Wido
zna jest równie» korela
ja pomi�dzy ksztaªtem Re(Z (ω)) a funk
j¡ Eliashberga.
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Rysunek 5.6: Czynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ na osi rze
zywistej dla T = TC .

Dodatkowo zaprezentowano przeskalowan¡ funk
j� Eliashberga (4α2F (ω))
[21℄.

Wyzna
zone w rozdziale funk
je termodynami
zne pozwalaj¡ na obli
zenie warto±
i bez-

wymiarowy
h parametrów: R∆, RC oraz RH . Po przeprowadzeniu odpowiedni
h ra
hun-

ków uzyskano nast�puj¡
e rezultaty: R∆ (µ⋆) ∈ 〈4,61; 4,88〉, RC (µ⋆) ∈ 〈2,37; 2,47〉 oraz

RH (µ⋆) ∈ 〈0,133; 0,135〉 dla µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉. Jak ju» o tym wspomniano, w rama
h teorii

BCS stosunki R∆, RC i RH reprezentuj¡ staªe uniwersalne modelu o warto±
ia
h: 3,53,

1,43 i 0,168 [3℄. Na tej podstawie ªatwo mo»na zauwa»y¢, »e wªa±
iwo±
i termodynami
zne

stanu nadprzewodz¡
ego w wodorze, znajduj¡
ym si� pod dziaªaniem 
i±nienia 3500 GPa,

bardzo istotnie odbiegaj¡ od przewidywa« klasy
znej teorii BCS.

Z �zy
znego punktu widzenia ró»ni
e pomi�dzy przewidywaniami formalizmu Eliash-

berga a rezultatami teorii BCS wynikaj¡ z istnienia zna
zny
h efektów retarda
yjny
h

i silno-sprz�»eniowy
h w fazie nadprzewodz¡
ej wodoru. W przypadku formalizmu Eliash-

berga efekty te mog¡ zosta¢ s
harakteryzowane przy pomo
y parametru kBTC/ωln [114℄.

Dla wodoru uzyskano: kBTC/ωln ∈ 〈0,139; 0,199〉, gdy µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉. Warto przypomnie¢,

»e równania Eliashberga w grani
y BCS przewiduj¡: kBTC/ωln = 0.

5.4 Propaga
ja stanu nadprzewodz¡
ego we wn�trzu

planety typu zimnego Jowisza

Zaprezentowane dane posªu»yªy nast�pnie do obli
zenia warto±
i temperatury efek-

tywnej warstwy powierz
hniowej planety (TS), w której dla danego pint i µ
⋆
w warstwie

wewn�trznej wodoru wyindukuje si� stan nadprzewodz¡
y. W tym 
elu skorzystano ze
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Rysunek 5.7: Zale»no±¢ temperatury TS od p. Niedokªadno±
i wyzna
zaj¡ wpªyw pseudo-

poten
jaªu kulombowskiego na warto±¢ TS [21℄.

wzoru:

TS =

(

pS
pint

)η

TC , (5.5)

gdzie wspóª
zynnik adiabaty
zny (η) wynosi 0,275 oraz pS = 100 kPa [99℄. Uzyskane re-

zultaty wykre±lono na rysunku 5.7. Na podstawie otrzymany
h wyników mo»na zauwa»y¢,

»e pod
zas obni»ania si� warto±
i temperatury planety w pierwszym kroku stan nadprze-

wodz¡
y wyindukuje si� w warstwa
h, znajduj¡
y
h si� pod dziaªaniem 
i±nienia p1 ∼ 500

GPa oraz p2 ∼ 2000 GPa. Nast�pnie w stan nadprzewodz¡
y prze
hodzi¢ b�d¡ warstwy

o 
i±nienia
h 
oraz bardziej odlegªy
h od p1 i p2. W ostatnim etapie nadprzewodni
two

pojawi si� w warstwie przypowierz
hniowej (p ∼ 400 GPa). Nale»y zauwa»y¢, »e faza nad-

przewodz¡
a we wn�trzu planety typu jowiszowego za
znie si� indukowa¢ w okresie po-

przedzaj¡
ym ±mier¢ termi
zn¡ Wsze
h±wiata [115℄. Z tego powodu stan zimnego Jowisza

(planety, w której wyindukowaªo si� nadprzewodni
two) nale»y traktowa¢ jako ko«
owy

etap ewolu
ji termi
znej planet olbrzymów zbudowany
h przede wszystkim z wodoru.

5.5 Efekt induk
ji zewn�trznego pola magnety
znego

W ostatnim kroku zwró
ono uwag� na fakt, »e zimny rotuj¡
y Jowisz o promieniu R

b�dzie ¹ródªem zewn�trznego pola magnety
znego. Warto±¢ nat�»enia pola mo»na wyzna-


zy¢, rozwi¡zuj¡
 równania Londona dla pustej nadprzewodz¡
ej sfery obra
aj¡
ej si� ze

staª¡ pr�dko±
i¡ k¡tow¡ (ω) (patrz rysunek 5.8). Ko«
owy rezultat ma posta¢ [116℄, [117℄,
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Rysunek 5.8: Ukªad wspóªrz�dny
h dla zimnego, obra
aj¡
ego si� Jowisza [21℄.

[118℄:

hr =
2ML

r3
cos θ, (5.6)

hθ =
ML

r3
sin θ,

hφ = 0,

gdzie warto±¢ momentu Londona dana jest wzorem:

ML =
mc

e
ωR3

[

1 +
3

γ2
LR

2
− 3

γLR

cosh (γLR)

sinh (γLR)

]

(5.7)

≃ mc

e
ωR3.

Symbol m to masa elektronu w pró»ni, c ozna
za warto±¢ pr�dko±
i ±wiatªa, e reprezen-

tuje ªadunek elektronu. Wielko±¢ γL zde�niowana jest wzorem: γL ≡ 1/λL, gdzie λL jest

fenomenologi
znym parametrem Londona, mierz¡
ym gª�boko±¢ wnikania pola magne-

ty
znego w nadprzewodniku: λL = λ0/
√

1− (T/TC)
4
[119℄. Przyjmuj¡
 pr�dko±¢ obrotu

planety wokóª wªasnej osi identy
zn¡ jak dla Jowisza, mo»na pokaza¢, »e maksymalna

induk
ja pola magnety
znego na powierz
hni planety b�dzie wynosiªa okoªo 2 · 10−11
Gs.

Ozna
za to istnienie bardzo sªabego le
z mierzalnego pola magnety
znego.

5.6 Podsumowanie uzyskany
h wyników

W rozdziale przedyskutowano mo»liwo±¢ wyst�powania stanu nadprzewodz¡
ego

w planeta
h giganta
h, zbudowany
h przede wszystkim z wodoru. Odpowiednie obli
zenia

przeprowadzono przy u»y
iu klasy
znego formalizmu Eliashberga. Nale»y podkre±li¢, »e
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wzi�to pod uwag� szeroki zakres pseudopoten
jaªu kulombowskiego (µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉) tak,
by mo»na byªo ±
i±le wyzna
zy¢ destruktywny wpªyw korela
ji elektronowy
h na faz�

nadprzewodz¡
¡.

W pierwszym kroku wyzna
zono wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡-


ego, indukuj¡
ego si� w metali
znym wodorze pod dziaªaniem 
i±nienia 3500 GPa. Roz-

patrywana warto±¢ 
i±nienia zostaªa wybrana z dwó
h powodów. Po pierwsze, reprezentuje

ona skrajne 
i±nienia, jakie dziaªaj¡ na metali
zny wodór, znajduj¡
y si� w pobli»u j¡dra

planety o rozmiara
h Jowisza. Po drugie, dla p = 3500 GPa stan nadprzewodz¡
y posiada

jedn¡ z najwy»szy
h warto±
i temperatury kryty
znej. Po przeprowadzeniu obli
ze« nu-

mery
zny
h stwierdzono, »e w zale»no±
i od przyj�tej warto±
i µ⋆
temperatura kryty
zna

mo»e si� zmienia¢ w zakresie od 312 K do 447 K. Zwró
ono równie» uwag�, »e pozostaªe

wielko±
i termodynami
zne, takie jak parametr porz¡dku, 
iepªo wªa±
iwe stanu nadprze-

wodz¡
ego i termodynami
zne pole kryty
zne, bardzo istotnie odbiegaj¡ od przewidywa«

klasy
znej teorii BCS. Jak si� okazuje, powy»szy rezultat wynika z istnienia zna
zny
h

efektów retarda
yjny
h i silno-sprz�»eniowy
h w fazie nadprzewodz¡
ej wodoru. Na pod-

stawie wyzna
zony
h funk
ji TC (µ⋆) oraz literaturowy
h warto±
i temperatury kryty
znej,

osza
owany
h dla ni»szy
h 
i±nie«, obli
zono zale»no±¢ TS od p. Stwierdzono, »e pod
zas

obni»ania si� temperatury efektywnej planety w pierwszym kroku stan nadprzewodz¡
y

wyindukuje si� w pobli»u 
i±nie« p1 = 500 GPa oraz p2 = 2000 GPa. Nast�pnie w stan

nadprzewodz¡
y przejd¡ warstwy wodoru o 
i±nienia
h 
oraz bardziej odbiegaj¡
y
h od p1

i p2. W ko«
owym etapie faza nadprzewodz¡
a pojawi si� w warstwie przypowierz
hniowej

(p ∼ 400 GPa). Nale»y podkre±li¢, »e ze wzgl�du na powolny pro
es stygni�
ia planet ol-

brzymów w pó¹niejszym etapie i
h ewolu
ji termi
znej, stan nadprzewodz¡
y w tego typu


iaªa
h niebieski
h pojawi si� w okresie poprzedzaj¡
ym ±mier¢ termi
zn¡ Wsze
h±wiata.

Dodatkowo w pra
y wykazano, »e zimny Jowisz, posiadaj¡
y niezerow¡ pr�dko±¢ obrotu

wokóª wªasnej osi, b�dzie ¹ródªem bardzo sªabego pola magnety
znego o induk
ji rz�du

10−11
Gs.



Rozdziaª 6

Analiza wªa±
iwo±
i

wysokotemperaturowego stanu

nadprzewodz¡
ego w miedziana
h:

uogólnione podej±
ie Eliashberga

W rama
h uogólnionej metody Eliashberga wyzna
zono wªa±
iwo±
i wysokotemperaturo-

wego stanu nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w miedziana
h. Me
hanizm paruj¡
y odtwo-

rzono przy pomo
y hamiltonianu, który modeluje efektywne oddziaªywanie elektron-fonon

(EF) i elektron-elektron-fonon (EEF). W pierwszym kroku wyprowadzono ukªad równa«

termodynami
zny
h, determinuj¡
y funk
j� parametru porz¡dku (ϕ), 
zynnik renormali-

zuj¡
y funk
j� falow¡ (Z) oraz funk
j� przesuni�
ia energii pasmowej (χ). Wykazano, »e

skrajnie uprosz
zone równania Eliashberga uogólniaj¡ model, bazuj¡
y na transforma
ji

kanoni
znej, który w sposób ilo±
iowy wi¡»e ze sob¡ warto±¢ temperatury kryty
znej (TC),

temperatury Nernsta (T ⋆⋆
) i ϕ dla T = 0 K. Przeprowadzona analiza pozwala dodatkowo

wyzna
zy¢ diagram TC-T
⋆⋆
. Na poziomie równa« Eliashberga udowodniono, »e w przypadku

wysokiej warto±
i poten
jaªu EEF parametr porz¡dku (∆ ≡ ϕ/Z) w funk
ji dotowania ma

przebieg analogi
zny do obserwowanego eksperymentalnie. Dodatkowo wykazano, »e prze-

rwa energety
zna obserwowana w elektronowej g�sto±
i stanów w zakresie warto±
i tem-

peratury od 0 K do T ⋆
(tzw. temperatura pseudosz
zeliny) jest indukowana przez funk
je,

opisuj¡
e wªa±
iwo±
i stanu normalnego (Z i χ). Wkªad do przerwy energety
znej po
ho-

dz¡
y od ϕ jest znikomy.

6.1 Sªowo wst�pne

Klasy
zne nadprzewodniki, w który
h kondensat par Coopera indukowany jest przez

oddziaªywanie elektron-fonon, modelowane s¡ przy u»y
iu operatora Fröhli
ha [61℄, [62℄,

[80℄.
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Wy
hodz¡
 z hamiltonianu Fröhli
ha, przy wykorzystaniu transforma
ji kanoni
znej,

eliminuj¡
ej fononowe stopnie swobody, mo»na otrzyma¢ efektywny hamiltonian teorii

BCS [3℄, [4℄, [62℄. Nast�pnie wyprowadza si� równanie na parametr porz¡dku (∆) [78℄. Na-

le»y zazna
zy¢, »e wskutek zastosowany
h przybli»e« omawiany model umo»liwia ilo±
iowy

opis wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego jedynie w grani
y sªabego sprz�»enia elektron-

fonon, a wi�
 w do±¢ w¡skiej grupie nadprzewodników niskotemperaturowy
h [17℄, [114℄.

Istotn¡ alternatyw¡ dla opisywanego powy»ej s
hematu analizy jest podej±
ie zastosowane

przez Eliashberga [15℄. W rozwa»anym przypadku ukªad równa«, determinuj¡
y wªa±
iwo-

±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego (równania Eliashberga), uzyskuje si� wprost

z operatora Fröhli
ha. Wymagane ra
hunki wykonuje si� przy pomo
y ma
ierzowy
h funk-


ji Greena. Nast�pnie, na poziomie drugiego rz�du równa« ru
hu otrzymuje si� formuª�

Dysona, która pozwala zastosowa¢ pro
edur� samouzgodnienia [114℄, [120℄.

W wersji najbardziej ogólnej równania Eliashberga mo»na podzieli¢ na trzy grupy. Pierw-

sza pozwala wyzna
zy¢ funk
j� parametru porz¡dku (ϕ
k

(iωn)), druga sªu»y do obli
zenia

warto±
i 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ (Z
k

(iωn)), trze
ia determinuje funk
j�

przesuni�
ia energii pasmowej (χ
k

(iωn)). Ukªad Eliashberga uzupeªnia si� równaniem na

poten
jaª 
hemi
zny. Wielko±¢ k ozna
za p�d elektronu.

Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e w formalizmie Eliashberga parametr porz¡dku zde�niowany

jest przy pomo
y wzoru: ∆
k

(iωn) ≡ ϕ
k

(iωn) /Zk

(iωn). Funk
ja Z
k

(iωn) okre±la stosunek

masy efektywnej elektronu do masy pasmowej elektronu. Natomiast wielko±¢ χ
k

(iωn) bez-

po±rednio renormalizuje energi� pasmow¡ elektronu. Wielk¡ zalet¡ podej±
ia zaproponowa-

nego przez Eliashberga jest fakt, i» w rama
h omawianego s
hematu wªa±
iwo±
i termody-

nami
zne stanu nadprzewodz¡
ego mo»na okre±li¢ dla dowolnej warto±
i staªej sprz�»enia

elektron-fonon. Nale»y przy tym wyra¹nie zazna
zy¢, »e uzyskane rezultaty zazwy
zaj

gwarantuj¡ ilo±
iow¡ zgodno±¢ pomi�dzy przewidywaniami teorety
znymi a danymi eks-

perymentalnymi [17℄, [98℄, [121℄, [122℄, [123℄. Klasy
zne równania Eliashberga redukuj¡

si� do modelu BCS, przy 
zym nale»y pomin¡¢ efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe:

∆
k

(iωn) → ∆
k

, Z
k

(iωn) = 1 oraz χ
k

(iωn) = 0.

W roku 2012 zasugerowano, »e stan nadprzewodz¡
y o wysokiej warto±
i temperatury

kryty
znej, indukuj¡
y si� w miedziana
h [8℄, [9℄, mo»e by¢ modelowany przy u»y
iu roz-

szerzonego hamiltonianu typu Fröhli
ha [55℄. Uogólnione podej±
ie polega na uwzgl�dnie-

niu dodatkowej staªej sprz�»enia dla oddziaªywania elektron-elektron-fonon, powi¡zanej z

kulombowskim poten
jaªem oddziaªywania naw�zªowego [59℄. Analiza wªa±
iwo±
i termo-

dynami
zny
h wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego przeprowadzona w pra
y

[55℄ polega na wyprowadzeniu równania na parametr porz¡dku, przy 
zym bazowano na

transforma
ji kanoni
znej, eliminuj¡
ej fononowe stopnie swobody [62℄. Pomimo dalszy
h

przybli»e«, zwi¡zany
h z zaniedbaniem efektów retarda
yjny
h i silno-sprz�»eniowy
h 
zy

zastosowaniem przybli»enia skªadanego ±redniego pola do 
zªonu opisuj¡
ego efektywne

oddziaªywanie 
zterofermionowe, uzyskano bardzo interesuj¡
e wyniki na poziomie ilo-

±
iowym. W sz
zególno±
i wykazano, »e otrzymane równanie pozwala na podstawie znajo-
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mo±
i warto±
i temperatury kryty
znej i temperatury Nernsta obli
zy¢ poprawnie przerw�

energety
zn¡ w temperaturze zera Kelvinów. Nale»y zazna
zy¢, »e odpowiednie ra
hunki

przeprowadzono dla bardzo du»ej li
zby zwi¡zków 
hemi
zny
h, ka»dorazowo uzyskuj¡


wyniki zgodne z danymi eksperymentalnymi. W nast�pny
h lata
h opublikowano dalsze

rezultaty oparte na zaproponowanym s
hema
ie. Warto w tym miejs
u zwró
i¢ uwag� na

pra
e [56℄, [65℄, [66℄, w który
h udowodniono, »e w rama
h omawianego modelu mo»na z

powodzeniem interpretowa¢ dane eksperymentalne, otrzymane przy pomo
y metody AR-

PES [124℄, [125℄, [126℄, [127℄, [128℄. Dodatkowej uwagi wymaga pra
a, w której analizowano

wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego o ekstremalnie wysoki
h warto-

±
ia
h temperatury kryty
znej [67℄ oraz pra
a [68℄ na temat zwi¡zku pomi�dzy warto±
i¡

przerwy energety
znej a temperatur¡ pseudosz
zeliny.

Pomysª, by do opisu wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego wykorzy-

sta¢ hamiltonian, jawnie uwzgl�dniaj¡
y fononowe stopnie swobody, nie jest nowy.

Pierwsze zaawansowane próby w tym kierunku dla nadprzewodników La2−xSrxCuO4,

(Y1−xPrx)Ba2Cu3O7−y oraz YBa2−xLaxCu3O7 zostaªy przeprowadzone przez Kima i Te-

sanovi
a w roku 1993 [69℄. Wykazano wtedy, »e silne korela
je kulombowskie nie mog¡


aªkowi
ie wygasi¢ fononowego me
hanizmu parowania w szerokim zakresie dotowania.

Dodatkowo zwró
ono uwag�, »e efekt izotopowy jest odwrotnie skorelowany z TC . Otrzy-

mane rezultaty dowodz¡, »e niska warto±¢ wspóª
zynnika izotopowego w miedziana
h nie

musi konie
znie ozna
za¢ sªabego oddziaªywania elektron-fonon. W zwi¡zku z tym nie

mo»na wyklu
zy¢ parowania typu fononowego w nadprzewodnika
h wysokotemperaturo-

wy
h, opieraj¡
 si� jedynie na silny
h korela
ja
h kulombowski
h.

Bardzo 
iekawe wyniki uzyskali równie» Hir
h, Marsiglio oraz Teshima. Autorzy oparli

swoj¡ analiz� na tzw. dynami
znym modelu Hubbarda (formalnie bardzo podobnym do

operatora z pra
y [55℄), który opisuje renormaliza
j� odpy
hania hubbardowskiego przez

bozonowe stopnie swobody [70℄, [71℄, [72℄. Najwa»niejszy rezultat, jaki uzyskano, dowo-

dziª, »e temperatura kryty
zna wzrasta wraz ze spadkiem warto±
i 
z�sto±
i bozonowej

oraz maksimum TC wyst�puje dla dotowania, odpowiadaj¡
ego warto±
i eksperymental-

nej. Wyrugowanie fononowy
h stopni swobody przy u»y
iu transforma
ji kanoni
znej

z rozszerzonego hamiltonianu typu Fröhli
ha zawsze prowadzi do pojawienia si� 
zªonu,

opisuj¡
ego efektywne 
zterofermionowe oddziaªywanie elektronowe [55℄. Co 
iekawe, for-

malnie identy
zne oddziaªywanie (jednak o innej staªej sprz�»enia) mo»na równie» uzy-

ska¢, bior¡
 pod uwag� pomini�te 
zªony w klasy
znej transforma
ji Fröhli
ha [73℄. Warto

podkre±li¢, »e na mo»liwo±¢ uzupeªnienia oddziaªywania teorii BCS oddziaªywaniem 
zte-

rofermionowym po raz pierwszy zwró
iª uwag� Ri
kayzen [74℄, który motywowaª swój po-

mysª analogi¡ do �zyki j¡drowej, gdzie 
z¡ste
zka alfa reprezentuje stabilny ukªad 
ztere
h

fermionów. W kontek±
ie opisu wªa±
iwo±
i termodynami
zny
h stanu nadprzewodz¡
ego

pomysª Ri
kayzena po wielu lata
h podj�ty zostaª w pra
a
h [75℄, [76℄, [77℄. W odniesie-

niu do dany
h eksperymentalny
h, potwierdzaj¡
y
h zna
zenie oddziaªywania pomi�dzy

elektronami a drganiami sie
i krystali
znej w miedziana
h, nale»y wspomnie¢ o nast�puj¡-
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y
h rezultata
h: (i) metoda ARPES wyra¹nie wskazuje na istnienie zaªamania w widmie

energety
znym w pobli»u energii fononowej [124℄, [129℄, (ii) dodatkowo przy jej pomo
y

mo»na zaobserwowa¢ efekt izotopowy zwi¡zany z 
z�±
i¡ rze
zywist¡ energii wªasnej [130℄,

(iii) efekt izotopowy wido
zny jest równie» dla temperatury kryty
znej, zwªasz
za w ob-

szarze silnie niedomieszkowanym [131℄ oraz (iv) fonony wpªywaj¡ tak»e na gª�boko±¢ wni-

kania oraz wyniki pomiarów ramanowski
h [132℄, [133℄. Wyra¹nie nale»y podkre±li¢ fakt,

»e oddziaªywanie pomi�dzy elektronami i fononami nie mo»e mie¢ 
harakteru 
zysto kla-

sy
znego. �wiad
zy o tym zbyt niska warto±¢ staªej sprz�»enia elektron-fonon wyzna
zona

na podstawie obli
ze« ab initio [64℄. O
zywi±
ie nale»y równie» wzi¡¢ pod uwag� fakt, »e

elektrony tworz¡ ukªad silnie skorelowany [18℄, [134℄, [135℄. Przykªadowo: analiza przepro-

wadzona w rama
h modelu Hubbarda sugeruje, »e naw�zªowe odpy
hanie kulombowskie

wynosi ∼ 5 eV, a warto±¢ elektronowej 
aªki przeskoku jest równa okoªo 400 meV [136℄.

Wysoka warto±¢ naw�zªowego odpy
hania kulombowskiego powoduje, »e dla do poªowy

wypeªnionego pasma elektronowego model Hubbarda sprowadzi¢ mo»na do efektywnego

modelu Heisenberga, który poprawnie opisuje dynamik� ukªadu spinowego w miedziana
h

[18℄.

Zaprezentowany rozdziaª rozszerza ±redniopolow¡ analiz� stanu nadprzewodz¡
ego

przeprowadzon¡ w publika
ja
h [55℄, [56℄, [65℄, [66℄, [67℄, [68℄. W sz
zególno±
i w pierwszym

kroku podano formalizm, który umo»liwia opis wysokotemperaturowego stanu nadprzewo-

dz¡
ego w rama
h metody Eliashberga. W kontek±
ie prowadzony
h bada« uzasadniono

równie» posta¢ wykorzystywanego hamiltonianu, zwra
aj¡
 uwag� na sposób wprowadze-

nia operatorów fononowy
h (dodatek A). W drugim kroku zaprezentowano wyniki, ja-

kie uzyskano dla skalarny
h funk
ji Greena, determinuj¡
y
h diagonaln¡ i antydiagonaln¡


z�±¢ ma
ierzowej funk
ji Greena. �
isªe i przybli»one wyra»enia na energie wªasne zebrano

odpowiednio w dodatku B i C. Nast�pnie opisano metod� samouzgodnienia oraz przed-

stawiono anizotropowe równania Eliashberga dla wysokotemperaturowego stanu nadprze-

wodz¡
ego. Omówiono równie» przybli»enia, które pozwalaj¡ sprowadzi¢ ukªad Eliash-

berga do pojedyn
zego równania na parametr porz¡dku. Otrzymane wyra»enie okazuje si�

by¢ uogólnion¡ wersj¡ formuªy, bazuj¡
ej na transforma
ji kanoni
znej [55℄. W rozdziale

zebrano równie» uogólnione ±redniopolowe wzory, opisuj¡
e najistotniejsze parametry ter-

modynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego. Na sz
zególn¡ uwag� zasªuguje diagram, wi¡»¡
y

warto±¢ temperatury kryty
znej z warto±
i¡ temperatury Nernsta. Prezentowany rozdziaª

uzupeªnia tak»e dodatek D, w którym podano tre±¢ twierdzenia matematy
znego, doty-


z¡
ego górnej i dolnej gaª�zi parametru porz¡dku.

W ostatnim kroku zaprezentowano rozwi¡zania równa« Eliashberga dla przypadku

izotropowego. Sz
zególn¡ uwag� nale»y zwró
i¢ na zale»no±¢ funk
ji ∆(iωn), Z (iωn)

i χ (iωn) od ±redniej li
zby elektronów na w�¹le (dotowania) oraz temperatury. Uzyskane

rezultaty pozwalaj¡ równie» wyja±ni¢ po
hodzenie sz
zeliny energety
znej w elektronowej

g�sto±
i stanów.
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6.2 Formalizm

Operator statysty
zny modeluj¡
y oddziaªywanie elektron-fonon i elektron-elektron-

fonon w reprezenta
ji p�dowej ma posta¢ [55℄, [137℄:

H ≡ H(0) +H(1) +H(2), (6.1)

gdzie pierwszy 
zªon opisuje ukªad nieoddziaªuj¡
y
h elektronów i fononów:

H(0) ≡
∑

kσ

ε
k

c†
kσckσ +

∑

q

ω
q

b†
q

b
q

. (6.2)

Symbol ε
k

zde�niowany jest wzorem: ε
k

≡ ε
k

− µ, przy 
zym ε
k

to energia pasmowa

elektronów; µ ozna
za poten
jaª 
hemi
zny. Zaªo»ono, »e elektrony mog¡ si� propa-

gowa¢ w sie
i kwadratowej z 
aªk¡ przeskoku t. W rozpatrywanym przypadku ener-

gi� pasmow¡ elektronów mo»na obli
zy¢, korzystaj¡
 ze wzoru: ε
k

= −tγ (k), gdzie

γ (k) ≡ 2 [cos (kx) + cos (ky)]. Funk
ja ω
q

determinuje warto±
i energii fononów.

Operatory oddziaªywania dane s¡ przez wyra»enia:

H(1) ≡
∑

kqσ

v
(1)
k

(q) c†
k+qσckσφq

(6.3)

oraz

H(2) ≡
∑

kk

′

qlσ

v
(2)

k,k
′ (q,l) c

†
k−lσckσc

†
k

′

+l+q−σ
c
k

′−σφq

, (6.4)

gdzie φ
q

≡ b†−q

+ b
q

. Przez v
(1)
k

(q) i v
(2)

k,k
′ (q,l) ozna
zono ma
ierz dla oddziaªywania EF

oraz tensor dla oddziaªywania EEF. Warto zauwa»y¢, »e w pra
a
h [55℄, [137℄ udowodniono

i
h nast�puj¡
e wªa±
iwo±
i: v
∗(1)
k

(q) = v
(1)
k+q

(−q) oraz v
∗(2)
k,k

′ (q,l) = v
(2)

k

′

+l+q,k−l

(−q,l+ q).

Symbol

∗
ozna
za sprz�»enie zespolone.

Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e w odniesieniu do nadprzewodników wysokotemperaturowy
h

po
hodzenie 
zªonów oddziaªywania w operatorze (6.1) jest sz
zegóªowo przedyskutowane

w dodatku A.

Zde�niowano nast�puj¡
e spinory Nambu:

Ψ
k

≡
(

c
k↑

c†−k↓

)

, Ψ†
k

≡
(

c†
k↑ c−k↓

)

. (6.5)

Ma
ierzowa funk
ja Greena G
k

(iωn) ≡<< Ψ
k

|Ψ†
k

>>iωn
przyjmuje posta¢:

G
k

(iωn) =

(

<< c
k↑|c†

k↑ >>iωn
<< c

k↑|c−k↓ >>iωn

<< c†−k↓|c
†
k↑ >>iωn

<< c†−k↓|c−k↓ >>iωn

)

≡
(

g
(A)
k

(iωn) g
(B)
k

(iωn)

g
(C)
k

(iωn) g
(D)
k

(iωn)

)

.

(6.6)

Mo»na zauwa»y¢, »e elementy diagonalne ma
ierzy G
k

(iωn) opisuj¡ wªa±
iwo±
i stanu
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normalnego a elementy antydiagonalne wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego.

W pra
y [138℄ wykazano, »e spinory Nambu nie speªniaj¡ ±
i±le rela
ji antykomuta
ji.

St¡d elementy ma
ierzowe funk
ji G
k

(iωn) nale»y obli
zy¢ wprost z fundamentalnej rela
ji

dla operatorów fermionowy
h:

[

c
k1σ1 ,c

†
k2σ2

]

+
≡ c

k1σ1c
†
k2σ2

+ c†
k2σ2

c
k1σ1 = δ

k1k2δσ1σ2 , gdzie

δnm to delta Krone
kera.

6.3 Wyniki dla ra
hunków skalarny
h

Poni»ej wypisano równania dla skalarny
h funk
ji Greena:

g
(A)
k

(iωn) = g
(A)
0k (iωn) + g

(A)
0k (iωn)m

(A)
k

(iωn) g
(A)
0k (iωn) , (6.7)

g
(B)
k

(iωn) = g
(A)
0k (iωn)m

(B)
k

(iωn) g
(B)
0k (iωn) , (6.8)

g
(C)
k

(iωn) = g
(B)
0k (iωn)m

(C)
k

(iωn) g
(A)
0k (iωn) , (6.9)

g
(D)
k

(iωn) = g
(B)
0k (iωn) + g

(B)
0k (iωn)m

(D)
k

(iωn) g
(B)
0k (iωn) , (6.10)

gdzie funk
je Greena bez oddziaªywania zde�niowane zostaj¡ przy pomo
y wzorów:

g
(A)
0k (iωn) ≡

1

iωn − ε
k

(6.11)

oraz

g
(B)
0k (iωn) ≡

1

iωn + ε
k

. (6.12)

Na podstawie uzyskany
h rezultatów mo»na zauwa»y¢, »e skalarne równania Dysona otrzy-

mano tylko dla funk
ji Greena stanu normalnego. Funk
je, opisuj¡
e wªa±
iwo±
i stanu

nadprzewodz¡
ego, speªniaj¡ okrojone równania Dysona, 
o wynika z faktu istnienia kon-

densatu nadprzewodz¡
ego jedynie w przypadku niezerowego oddziaªywania paruj¡
ego.

Energie wªasne m
(A)
k

(iωn)-m
(D)
k

(iωn) posiadaj¡ skomplikowan¡ posta¢. I
h de�ni
je za-

miesz
zono w dodatku B. Nast�pnie uprosz
zono wyra»enia na m
(A)
k

(iωn)-m
(D)
k

(iωn) (od-

powiednie rezultaty prezentuje dodatek C). Po stosunkowo prosty
h przeksztaª
enia
h

uzyskano:

m
(A)
k

(iωn) ≃ − (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωm

∑

q

<< c
k−q↑|c†

k−q↑ >>iωm
(6.13)

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm),
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m
(B)
k

(iωn) ≃
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωm

∑

q

<< c
k−q↑|c−k+q↓ >>iωm

(6.14)

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm)

− 4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

[

1

N

∑

k1

<< c
k1↓|c−k1↑ >>iωm1

]

×
[

1

N

∑

k2

<< c†−k2↓|c
†
k2↑ >>iωm2

]

∑

q

<< c
k−q↑|c−k+q↓ >>iωm3

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm1−ωm2−ωm3)
,

m
(C)
k

(iωn) ≃
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωm

∑

q

<< c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>iωm

(6.15)

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm)

− 4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

[

1

N

∑

k1

<< c†−k1↑|c
†
k1↓ >>iωm1

]

×
[

1

N

∑

k2

<< c
k2↑|c−k2↓ >>iωm2

]

∑

q

<< c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>iωm3

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm1−ωm2−ωm3)
,

m
(D)
k

(iωn) ≃ − (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωm

∑

q

<< c†−k+q↓|c−k+q↓ >>iωm
(6.16)

× << φ
q

|φ−q

>>i(ωn−ωm) .

Nowe ozna
zenia wyst�puj¡
e we wzora
h (6.13)-(6.16) zde�niowane zostaj¡ w nast�puj¡
y

sposób: v
(1)
k

(q) → v1, v
(2)
k1,k2

(l1,l2) → v2
N

oraz 〈n〉 ≡ 1
N

∑

kσ

〈

c†
kσckσ

〉

.

Propagator fononowy obli
zy¢ mo»na w przybli»eniu nieoddziaªuj¡
y
h fononów:

<< φ
q

|φ−q

>>iωl
= −2

∫ ω0

0

dωF
q

(ω)
ω

ω2
l + ω2

≡ −P
q

(iωl) , (6.17)

gdzie ωl ≡ (2π/β) l. Symbol F
q

(ω) reprezentuje fononow¡ g�sto±¢ stanów.



Analiza wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego w miedziana
h:

formalizm Eliashberga 62

6.4 Zarys pro
edury samouzgodnienia oraz równania

Eliashberga

Wyniki uzyskane w poprzednim paragra�e umo»liwiaj¡ wyprowadzenie równania Dy-

sona dla ma
ierzowej funk
ji Greena:

G
k

(iωn) = G0k(iωn) +G0k(iωn)Mk

(iωn)G0k(iωn), (6.18)

gdzie G0k(iωn) ozna
za propagator dla nieoddziaªuj¡
y
h elektronów:

G0k(iωn) ≡ (iωnτ0 − ε
k

τ3)
−1 . (6.19)

Ma
ierz energii wªasnej ma posta¢:

M
k

(iωn) ≃ (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωmq

τ3Gk−q

(iωm) τ3Pq

(iωn − iωm) (6.20)

+
v22 〈n〉2

4

1

β

∑

ωmq

(τ0 − τ3)Gk−q

(iωm) (τ0 + τ3)Pq

(iωn − iωm)

+
v22 〈n〉2

4

1

β

∑

ωmq

(τ0 + τ3)Gk−q

(iωm) (τ0 − τ3)Pq

(iωn − iωm)

− v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

G∗
k1
(iωm1)

]

12

1

N

∑

k2

[G
k2 (iωm2)]12

×
∑

q

(τ0 − τ3)Gk−q

(iωm3) (τ0 + τ3)Pq

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3)

− v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

G∗
k1
(iωm1)

]

21

1

N

∑

k2

[G
k2
(iωm2)]21

×
∑

q

(τ0 + τ3)Gk−q

(iωm3) (τ0 − τ3)Pq

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3) ,

przy 
zym wykorzystano zale»no±¢: << A|B† >>iωn
= − << A†|B >>∗

iωn
. Symbole τ0-τ3

reprezentuj¡ baz� ma
ierzy Pauliego:

τ0 ≡
(

1 0

0 1

)

, τ1 ≡
(

0 1

1 0

)

, (6.21)

τ2 ≡
(

0 −i

i 0

)

, τ3 ≡
(

1 0

0 −1

)

. (6.22)

Nast�pnie zapostulowano rozkªad ma
ierzy energii wªasnej w bazie Pauliego:

M
k

(iωn) ≡ iωn (1− Z
k

(iωn)) τ0 + χ
k

(iωn) τ3 + ϕ
k

(iωn) τ1 + ϕ
k

(iωn) τ2. (6.23)
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Z drugiej strony równanie (6.18) mo»na zapisa¢ w przybli»onej formie:

G−1
k

(iωn) ≃ G−1
0k (iωn)−M

k

(iωn) . (6.24)

Wstawiaj¡
 wyra»enie (6.23) do wzoru (6.24) i obli
zaj¡
 jawn¡ posta¢ funk
ji Greena

otrzymano:

G
k

(iωn) = −D−1
k

(iωn) [iωnZk

(iωn) τ0 + (χ
k

(iωn) + ε
k

) τ3 + ϕ
k

(iωn) τ1 + ϕ
k

(iωn) τ2] ,

(6.25)

gdzie:

D
k

(iωn) ≡ (ωnZk

(iωn))
2 + (χ

k

(iωn) + ε
k

)2 + ϕ2
k

(iωn) + ϕ2
k

(iωn) . (6.26)

W kolejnym kroku wzór (6.25) nale»y wstawi¢ do wzoru (6.20). Wynik ma posta¢:

M
k

(iωn) ≃ − i (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωmq

ωmZk−q

(iωm)D
−1
k−q

(iωm)Pq

(iωn − iωm) τ0 (6.27)

− (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωmq

(χ
k−q

(iωm) + ε
k−q

)D−1
k−q

(iωm)Pq

(iωn − iωm) τ3

+
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωmq

ϕ
k−q

(iωm)D
−1
k−q

(iωm)Pq

(iωn − iωm) τ1

+
4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

ϕ
k1 (iωm1)− iϕ

k1
(iωm1)

]

D−1
k1

(iωm1)

× 1

N

∑

k2

[

ϕ
k2 (iωm2) + iϕ

k2
(iωm2)

]

D−1
k2

(iωm2)

×
∑

q

ϕ
k−q

(iωm3)D
−1
k−q

(iωm3)Pq

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3) τ1

+
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωmq

ϕ
k−q

(iωm)D
−1
k−q

(iωm)Pq

(iωn − iωm) τ2

+
4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

ϕ
k1 (iωm1)− iϕ

k1
(iωm1)

]

D−1
k1

(iωm1)

× 1

N

∑

k2

[

ϕ
k2 (iωm2) + iϕ

k2
(iωm2)

]

D−1
k2

(iωm2)

×
∑

q

ϕ
k−q

(iωm3)D
−1
k−q

(iωm3)Pq

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3) τ2,

przy 
zym wykorzystano rela
je pomi�dzy ma
ierzami Pauliego, które zebrano w tabeli

6.1.
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Tabela 6.1: Ilo
zyny ma
ierzy Pauliego [139℄.

× τ0 τ3 τ1 τ2

τ0 τ0 τ3 τ1 τ2

τ3 τ3 τ0 iτ2 -iτ1

τ1 τ1 -iτ2 τ0 iτ3

τ2 τ2 iτ1 -iτ3 τ0

Porównuj¡
 ze sob¡ wzór (6.23) i (6.27) otrzymuje si� równania Eliashberga:

Z
k

(iωn) = 1 + (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωmq

ωm

ωn
P
q

(iωn − iωm)D
−1
k−q

(iωm)Zk−q

(iωm) , (6.28)

χ
k

(iωn) = − (v1 + v2 〈n〉)2
1

β

∑

ωmq

P
q

(iωn − iωm)D
−1
k−q

(iωm) [εk−q

+ χ
k−q

(iωm)] , (6.29)

ϕ
k

(iωn) =
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωmq

P
q

(iωn − iωm)D
−1
k−q

(iωm)ϕk−q

(iωm) (6.30)

+
4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

ϕ
k1 (iωm1)− iϕ

k1
(iωm1)

]

D−1
k1

(iωm1)

× 1

N

∑

k2

[

ϕ
k2 (iωm2) + iϕ

k2
(iωm2)

]

D−1
k2

(iωm2)

×
∑

q

P
q

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3)D
−1
k−q

(iωm3)ϕk−q

(iωm3) ,
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ϕ
k

(iωn) =
(

v21 + 2v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

ωmq

P
q

(iωn − iωm)D
−1
k−q

(iωm)ϕ
k−q

(iωm) (6.31)

+
4v22
β3

∑

ωm1∼ωm3

1

N

∑

k1

[

ϕ
k1 (iωm1)− iϕ

k1
(iωm1)

]

D−1
k1

(iωm1)

× 1

N

∑

k2

[

ϕ
k2 (iωm2) + iϕ

k2
(iωm2)

]

D−1
k2

(iωm2)

×
∑

q

P
q

(iωn − iωm1 − iωm2 − iωm3)D
−1
k−q

(iωm3)ϕk−q

(iωm3) .

Poten
jaª 
hemi
zny nale»y obli
zy¢ na podstawie wyra»enia:

〈n〉 = 1− 2

β

∑

ωmq

D−1
q

(iωm) [εq + χ
q

(iωm)] . (6.32)

6.5 Toy model

Od strony matematy
znej ukªad równa« Eliashberga jest bardzo skomplikowany i nie

mo»e by¢ rozwi¡zany w sposób ±
isªy. Z tego powodu w rozdziale uprosz
zono jego posta¢

tak, by mo»na byªo uzyska¢ wst�pne rezultaty 
z�±
iowo przy u»y
iu metod anality
zny
h.

W pierwszym kroku zaªo»ono: Z
k

(iωn) = 1. Z �zy
znego punktu widzenia ozna
za to, »e

w rozwa»ania
h pomini�to renormaliza
j� masy pasmowej elektronu przez oddziaªywanie

EF i EEF. Nast�pnie przyj�to do poªowy wypeªnione pasmo elektronowe (〈n〉 = 1). Warto

zauwa»y¢, »e w rozwa»anym przypadku poten
jaª 
hemi
zny i funk
ja przesuni�
ia energii

pasmowej równaj¡ si� zero. Kolejne przybli»enie polega na zaªo»eniu, »e parametr porz¡dku

jest funk
j¡ rze
zywist¡, niezale»n¡ od wektora falowego i 
z�sto±
i Matsubary:

ϕ
k

(iωn) = 0 oraz ϕ
k

(iωn) → ϕ.

Propagator fononowy upro±
i¢ mo»na zgodnie ze wzorem:

P
q

(iωl) → 2

∫ ω0

0

dω
F (ω)

ω
≡ λ

2
, (6.33)

gdzie F
q

(ω) → F (ω). Dodatkowo wygodnie jest wprowadzi¢ ozna
zenia: E2
k

≡ ε2
k

+ ϕ2
,

v1λ ≡ v/
√
N oraz 2v2λ ≡ u/

√
N .

Proste przeksztaª
enia prowadz¡ do równania na parametr porz¡dku:

1 =






v2 + vu+ u2ϕ2





1

N

∑

k

tanh
(

βE
k

2

)

2E
k





2






1

N

∑

k

tanh
(

βE
k

2

)

2E
k

, (6.34)

gdzie w trak
ie ra
hunków nale»y skorzysta¢ ze wzoru:

1
β

∑

ωn

1
E
k

±iωn
= 1

2
tanh

(

βE
k

2

)

.

Dla rozpatrywanej w pra
y elektronowej rela
ji dyspersyjnej g�sto±¢ stanów ma posta¢
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[58℄, [140℄, [141℄, [142℄:

ρ (ε) = b1 ln |
ε

b2
|, (6.35)

gdzie b1 = −0,04687t−1
oraz b2 = 21,17796t. St¡d:

1 =











v2 + vu+ u2ϕ2









∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

tanh

(

β
√

ε2+ϕ2

2

)

2
√

ε2 + ϕ2









2










∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

tanh

(

β
√

ε2+ϕ2

2

)

2
√

ε2 + ϕ2
.

(6.36)

Wyra»enie (6.36) reprezentuje skomplikowane równanie 
aªkowe, którego nie mo»na roz-

wi¡za¢ w sposób anality
zny dla dowolnej temperatury. Z tego powodu zastosowano me-

tody numery
zne, przy 
zym wzi�to pod uwag� v = 25 meV1/2
oraz wybrane warto±
i

poten
jaªu u. Dodatkowo zaªo»ono, »e poªówkowa szeroko±¢ pasma elektronowego jest

równa 1 eV, 
o ozna
za, i» 
aªka przeskoku wynosi 250 meV [143℄. W przypadku mak-

symalnej 
z�sto±¢ fononowej przyj�to: ω0 = 75 meV [64℄. Uzyskane rezultaty wykre±lono

na rysunku 6.1. Stwierdzono, »e dla stosunkowo niskiej warto±
i u (rysunek A) stan nad-

przewodz¡
y 
harakteryzuje si� niewysok¡ warto±
i¡ temperatury kryty
znej (TC = 3,1

K). Niemniej jednak ju» dwukrotny wzrost u powoduje okoªo dziesi�
iokrotny wzrost tem-

peratury kryty
znej: TC = 32,1 K (rysunek B). Dla u = uC = 3,56 eV1/2
temperatura

kryty
zna wzrasta do 75,7 K (rysunek C). Nale»y dodatkowo zauwa»y¢, »e krzywa, opisu-

j¡
a zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury, wyra¹nie ró»ni si� od ksztaªtu krzywej,

przewidywanej przez klasy
zn¡ teori� BCS. W sz
zególno±
i zwra
a uwag� sªaba zale»no±¢

parametru porz¡dku od temperatury w zakresie od 0 do okoªo 50 K, po 
zym nast�puje

gwaªtowny spadek ϕ.

Dla u > uC krzywa zale»no±
i parametru porz¡dku od temperatury zupeªnie nie przy-

pomina krzywej teorii BCS (rysunek D). W zakresie temperatur od 0 do TC wido
zny

jest bardzo sªaby wpªyw temperatury na parametr porz¡dku. Powy»ej TC warto±
i funk-


ji ϕ (T ) malej¡ zna
znie szyb
iej, przy 
zym dla T = 183,5 K obserwuje si� zamiast

przej±
ia fazowego drugiego rodzaju przej±
ie fazowe pierwszego rodzaju. Nale»y zwró
i¢

uwag�, »e zmiana 
harakteru przej±
ia fazowego wywoªana jest zastosowanymi w rozdziale

przybli»eniami. Co 
iekawe, warto±¢ temperatury, w której to przej±
ie za
hodzi, jest do-

brze wyzna
zona i mo»e by¢ odpowiednio zinterpretowana �zy
znie, 
o zostanie sz
zegó-

ªowo omówione w nast�pnym podrozdziale. Ponadto dla T > TC oraz u > uC, równanie

(6.36) posiada dwa rozwi¡zania, tzw. doln¡ i górn¡ gaª¡¹ parametru porz¡dku. Przy 
zym

tylko górna gaª¡¹ (pokazana na rysunku D) minimalizuje poten
jaª termodynami
zny,


o ozna
za, »e jest rozwi¡zaniem �zy
znym. Zaprezentowane na rysunku 6.1 krzywe do-

brze odtwarzaj¡ rezultaty zawarte w publika
ji [55℄, gdzie wªa±
iwo±
i termodynami
zne

stanu nadprzewodz¡
ego indukowanego przez oddziaªywanie EF i EEF s¡ analizowane

przy wykorzystaniu transforma
ji kanoni
znej, eliminuj¡
ej fononowe stopnie swobody.
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Rysunek 6.1: Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury dla wybrany
h warto±
i u
[139℄.

Aby ilo±
iowo powi¡za¢ oba modele, nale»y porówna¢ ze sob¡ równania, przy u»y
iu któ-

ry
h wyzna
zono parametr porz¡dku. To zagadnienie jest sz
zegóªowo omówione

w nast�pnym podrozdziale.

6.5.1 Równanie toy modelu i równanie uzyskane przy pomo
y

transforma
ji kanoni
znej

Równanie na parametr porz¡dku wyprowadzone w pra
y [55℄ ma posta¢ (w oryginalnej

nota
ji):

1 = Vtot

∫ ω0

−ω0

dερ (ε)
tanh

(

β
2
E
)

2E
, (6.37)

gdzie: E ≡
√

ε2 +∆2
tot, ∆tot ≡ Vtot|∆| oraz Vtot ≡ V + U

6
|∆|2.

Dodatkowo, ∆ ≡ 1
N

∑ω0

k

〈c−k↓ck−↑〉.

Poni»ej wykazano, »e formuªa (6.37) reprezentuje uprosz
zon¡ posta¢ równania (6.36).

W tym 
elu nale»y wprowadzi¢ nast�puj¡
e ozna
zenia: ∆tot → ϕ, V → v2 oraz U/6 → u2
.

St¡d równanie (6.37) zapisa¢ mo»na w nast�puj¡
y sposób:

1 =
[

v2 + u2|∆|2
]

I (ϕ) , (6.38)
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gdzie:

I (ϕ) ≡
∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

tanh

(

β
√

ε2+ϕ2

2

)

2
√

ε2 + ϕ2
. (6.39)

Nale»y zauwa»y¢, »e |∆| = ϕ
v2+u2|∆|2 . Na tej podstawie wyra»enie (6.38) przeksztaª
ono do

posta
i zawieraj¡
ej uªamek ªa«
u
howy:

1 =






v2 +







uϕ

v2 +
[

uϕ

v2+[...]2

]2







2




I (ϕ) . (6.40)

Z drugiej strony fundamentalne równanie toy modelu (wyra»enie (6.36)) daje:

1 =
(

v2 + vu+ (uϕ)2 I2 (ϕ)
)

I (ϕ) . (6.41)

St¡d:

I (ϕ) =
1

v2 + vu+ (uϕ)2 I2 (ϕ)
. (6.42)

Korzystaj¡
 ze wzoru (6.42) w prosty sposób mo»na otrzyma¢ powi¡zanie 
aªki I (ϕ)

z uªamkiem ªa«
u
howym:

I (ϕ) =
1

v2 + vu+

[

uϕ

v2+vu+
[

uϕ

v2+vu+[...]2

]2

]2 . (6.43)

W ostatnim kroku nale»y wstawi¢ (6.43) do (6.41), uzyskuj¡
:

1 =






v2 + vu+







uϕ

v2 + vu+
[

uϕ

v2+vu+[...]2

]2







2




I (ϕ) . (6.44)

Porównuj¡
 ze sob¡ równania (6.44) oraz (6.40) wida¢, »e równanie, wyzna
zaj¡
e wªa±
i-

wo±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego uzyskane w pra
y [55℄, mo»na otrzyma¢

z równania (6.36), przy 
zym w wyra»eniu (6.36) nale»y pomin¡¢ ilo
zyn vu. Brak 
zªonu

vu w równaniu (6.40) wynika ze sposobu przeprowadzenia transforma
ji kanoni
znej, eli-

minuj¡
ej fononowe stopnie swobody. Mianowi
ie jest ona oddzielnie stosowana do oddzia-

ªywania EF i EEF.

Dodatkowo nale»y zwró
i¢ uwag� na fakt, »e dokªadna warto±¢ uªamka ªa«
u
howego,
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wyst�puj¡
ego w równaniu (6.43), wynosi:

− 1

vϕ

21/3 (v2 + vu)
[

27vϕ+
√

108 (v2 + vu)3 + 729v2ϕ2

]1/3
(6.45)

+
1

3

1

vϕ
(

[

27vϕ+
√

108 (v2 + vu)3 + 729v2ϕ2

]1/3

21/3
.

Wyprowadzenie wzoru (6.45) jest proste. Wystar
zy w tym 
elu przepisa¢ wyra»enie

(6.41) do posta
i: (uϕ)2 I3 (ϕ) + (v2 + vu) I (ϕ) − 1 = 0. Otrzymane równanie nale»y

nast�pnie rozwi¡za¢ wzgl�dem I (ϕ). W wyniku uzyskuje si� dwa pierwiastki zespolone

sprz�»one i jeden pierwiastek rze
zywisty, który wyzna
za warto±¢ rozpatrywanego uªamka

ªa«
u
howego.

Zaprezentowane powy»ej wyniki dowodz¡, »e wszystkie rezultaty uzyskane w pra
y

[55℄ mog¡ by¢ bez trudu odtworzone przy pomo
y równania (6.36). W tym 
elu wystar
zy

tylko odpowiednio przeskalowa¢ uprzednio przyj�te warto±
i poten
jaªów v i u ze wzgl�du

na wyst�powanie dodatkowego poten
jaªu paruj¡
ego równego vu. Z �zy
znego punktu

widzenia ozna
za to, »e warto±¢ temperatury, w której do
hodzi do przej±
ia fazowego

pierwszego rodzaju, powinna by¢ uto»samiona z warto±
i¡ temperatury Nernsta. Nale»y

równie» bardzo wyra¹nie podkre±li¢, »e równanie (6.36) poprawnie wi¡»e ze sob¡ ekspe-

rymentalne warto±
i temperatury kryty
znej, temperatury Nernsta i parametru porz¡dku

dla T = 0 K. Dla wybrany
h warto±
i temperatury, korzystaj¡
 z równania (6.36) mo»na

wyprowadzi¢ wzory, które pozwalaj¡ na obli
zenie interesuj¡
y
h parametrów termodyna-

mi
zny
h z bardzo du»¡ dokªadno±
i¡. To zagadnienie zostanie sz
zegóªowo omówione

w nast�pny
h podrozdziaªa
h.

6.5.2 Wzór na temperatur� kryty
zn¡

W pierwszym kroku wyzna
zono wzór na temperatur� kryty
zn¡, przyjmuj¡
 ϕ = 0.

W rozpatrywanym przypadku uzyskano:

1 =
(

v2 + vu
)

∫ ω0

0

dερ (ε)
tanh

(

βε
2

)

ε
. (6.46)

Caªk� wyst�puj¡
¡ w wyra»eniu (6.46) mo»na obli
zy¢ anality
znie. St¡d:

1 = b1
(

v2 + vu
)

[

1

2
ln2

(

ω0

2kBTC

)

+ ln

(

2kBTC

b2

)

ln

(

aω0

kBTC

)

− 1

]

, (6.47)
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Rysunek 6.2: Zale»no±¢ temperatury kryty
znej od u dla wybrany
h warto±
i v i ω0 [139℄.

gdzie a ≡ 2
π
eγ

′

≃ 1,13, parametr γ
′

to staªa Eulera (γ
′ ≃ 0,577). Równanie (6.47) rozwi¡-

zano wzgl�dem kBTC otrzymuj¡
 formuª�:

kBTC = ab2 exp

[

−
√

ln2 (2a) + ln2

(

b2
ω0

)

− 2

(v2 + vu) b1
− 2

]

. (6.48)

Analizuj¡
 wzór na temperatur� kryty
zn¡, ªatwo mo»na zauwa»y¢, »e rol� efektyw-

nego poten
jaªu paruj¡
ego peªni wyra»enie: v2+vu. Od strony �zy
znej uzyskany rezultat

ozna
za, »e wysoka warto±¢ temperatury kryty
znej nie musi by¢ zwi¡zana z wysok¡ war-

to±
i¡ poten
jaªu modeluj¡
ego klasy
zne oddziaªywanie EF. W rozpatrywanym modelu

wysokie TC mo»e równie» indukowa¢ dostate
znie du»y poten
jaª u.

Na rysunku 6.2 zaprezentowano przebieg temperatury kryty
znej w zale»no±
i od

u dla wybrany
h v i trze
h reprezentatywny
h warto±
i maksymalnej 
z�sto±
i fononowej.

Otrzymane wyniki dowodz¡, »e toy model przewiduje dostate
znie wysokie TC , by wyja±ni¢

obserwowane eksperymentalnie warto±
i temperatury kryty
znej w miedziana
h.

6.5.3 Parametr porz¡dku dla T =0 K

Drug¡ fundamentaln¡ wielko±
i¡ poza temperatur¡ kryty
zn¡, opisuj¡
¡ wªa±
iwo±
i

termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego, jest warto±¢ parametru porz¡dku w tempera-

turze zera Kelvinów. W rozpatrywanym przypadku równanie (6.36) mo»na zapisa¢

w posta
i:

1 = limn→+∞f [2n]

∫ ω0

0

dερ (ε)
1

√

ε2 + ϕ (0)2
, (6.49)

gdzie dodatkowo skorzystano z twierdzenia zaprezentowanego w dodatku D. Caªk� zawart¡

w równaniu (6.49) obli
zono anality
znie:

1 = b1limn→+∞f [2n]

[

1

2
ln2

(

ω0

ϕ (0)

)

+ ln

(

ϕ (0)

b2

)

ln

(

2ω0

ϕ (0)

)

− 1

2
Li2 (1)−

1

2
ln2

(

1

2

)]

,

(6.50)
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Rysunek 6.3: (A)-(C) Zale»no±¢ parametru porz¡dku w temperaturze zera Kelvinów od

poten
jaªu u dla wybrany
h warto±
i v i ω0. (D)-(F) Zale»no±¢ stosunku Rϕ

od poten
jaªu u dla wybrany
h warto±
i v i ω0 [139℄.

przy 
zym funk
ja Lin (z) ozna
za polylogarytm dany wzorem: Lin (z) ≡
∑+∞

k=1 z
k/kn

oraz

Li2 (1) = π2/6. Nast�pnie nale»y przeprowadzi¢ kilka prosty
h przeksztaª
e«, w wyniku

otrzymuj¡
 wyra»enie na parametr porz¡dku w temperaturze zera Kelvinów:

ϕ (0) = 2ω0 exp

[

− ln

(

ω0

b2

)

−
√

ln2

(

ω0

b2

)

− 2

b1limn→+∞f [2n]
− π2

6

]

. (6.51)

Wpªyw poten
jaªu oddziaªywania EEF na warto±¢ parametru porz¡dku w temperaturze

zera Kelvinów zaprezentowano na rysunka
h 6.3 (A)-(C). Przyj�to wybrane warto±
i para-

metru v i wzi�to pod uwag� trzy 
z�sto±
i fononowe. Uzyskane wyniki dowodz¡, »e wysoka

warto±¢ parametru porz¡dku wynika przede wszystkim z wysokiej warto±
i poten
jaªu u.

Cz�sto±¢ fononowa ma równie» istotne zna
zenie. Nale»y zauwa»y¢, »e ϕ (0) najwygodniej

jest interpretowa¢ w odniesieniu do energii zwi¡zanej z temperatur¡ kryty
zn¡. W tym


elu de�niuje si� bezwymiarowy stosunek: Rϕ ≡ 2ϕ (0) /kBTC . Na rysunka
h 6.3 (D)-(F)

wykre±lono parametr Rϕ w zale»no±
i od poten
jaªu u dla wybrany
h warto±
i v i ω0.

Stwierdzono, »e stosunek Rϕ mo»e przyjmowa¢ warto±
i istotnie wy»sze od warto±
i prze-

widywanej przez klasy
zn¡ teori� BCS: Rϕ = 3,53 [3℄, [4℄. Efekt ten 
z�sto obserwowany

jest w miedziana
h - dane eksperymentalne zebrane w dodatku do publika
ji [55℄.
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6.5.4 Wzory na temperaturow¡ zale»no±¢ parametru porz¡dku:

u ≤ uC

W odniesieniu do parametru porz¡dku warto dodatkowo zwró
i¢ uwag� na mo»liwo±¢

wyprowadzenia wzoru w pobli»u temperatury kryty
znej. W tym 
elu równanie (6.36)

zapisano w posta
i, wykorzystuj¡
ej uªamek ªa«
u
howy (dodatek D):

1 = limn→+∞f [2n−1]

∫ ω0

0

dερ (ε)

tanh

(

β
√

ε2+ϕ2

2

)

√

ε2 + ϕ2
. (6.52)

Dla T → TC parametr porz¡dku jest wielko±
i¡ maª¡, mo»na wi�
 przyj¡¢:

tanh

(

β
√

ε2+ϕ2

2

)

2
√

ε2 + ϕ2
=

1

β

+∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + ε2 + ϕ2

≃ 1

β

+∞
∑

m=−∞

1

ω2
m + ε2

(6.53)

− 1

β

+∞
∑

m=−∞

ϕ2

(ω2
m + ε2)2

.

Po wstawieniu wyra»enia (6.53) do równania (6.52) oraz wykorzystaniu równania na TC ,

otrzymano:

[

1− T

TC

] [

T

TC
+ 2 ln

(

kBTC

ab2

)

− 1

]

= ϕ2 u2

(v2 + vu)3
(6.54)

×
[

ln2

(

kBT

ab2

)

− ln2

(

ω0

b2

)

− ln2 (2a) + 2

]

+ ϕ2 4

β

+∞
∑

m=−∞

∫ ω0

0

dε ln

(

ε

b2

)

1

(ω2
m + ε2)2

,

gdzie dodatkowo przyj�to: limn→+∞f [2n−1] ≃ v2+ vu+
(

u
v2+vu

)2
ϕ2
. Nast�pnie osza
owano

warto±¢ 
aªki:

∫ ω0

0

dε ln

(

ε

b2

)

1

(ω2
m + ε2)2

≃ π

4

1

|ωm|3
[ln |ωm| − ln |b2| − 1] . (6.55)

Proste przeksztaª
enia prowadz¡ do wyniku ko«
owego:

ϕ (T ) =





[

1− T
TC

] [

T
TC

+ 2 ln
(

kBTC

ab2

)

− 1
]

u2

(v2+vu)3

[

ln2
(

kBT
ab2

)

− ln2
(

ω0

b2

)

− ln2 (2a) + 2
]

+ 7ζ(3)

(2πkBT )2

[

ln
(

πkBT
b2

)

+ ζln(3)−1
ζ(3)

]





1/2

,

(6.56)

gdzie symbol ζ (z) ozna
za funk
j� dzeta Riemanna: ζ (z) ≡
∑+∞

m=1

(

1
m

)z
oraz

ζln (z) ≡ 8
7

∑+∞
m=1

ln(2m−1)
(2m−1)z

.
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Rysunek 6.4: (A)-(C) Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury dla wybrany
h war-

to±
i u [139℄. Linia pomara«
zowa reprezentuje wyniki numery
zne. Lini� nie-

biesk¡ uzyskano przy pomo
y wzoru (6.56). Okr�gi otrzymano korzystaj¡
 z

formuªy (6.58).

Bior¡
 pod uwag� uzyskane powy»ej rezultaty, rodzi si� pytanie 
zy mo»na wyprowadzi¢

wzór na zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury w 
aªym zakresie temperatur od 0

K do TC . Okazuje si�, »e odpowied¹ jest negatywna. Niemniej jednak udaªo si� taki wzór

przewidzie¢, opieraj¡
 si� na przeprowadzony
h obli
zenia
h numery
zny
h.

W pierwszym kroku nale»y zauwa»y¢, »e zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury

w klasy
znej teorii BCS jest dobrze odtwarzana przez formuª� [16℄:

ϕ (T ) ≃ ϕ (0)

√

1−
(

T

TC

)3

. (6.57)

W przypadku nadprzewodników wysokotemperaturowy
h wzór (6.57) nale»y uogólni¢ do

posta
i:

ϕ (T ) ≃ ϕ (0)

√

√

√

√

1−
(

T

TC

)
2ϕ(0)
kBTC

. (6.58)

Na rysunku 6.4 zaprezentowano krzywe parametru porz¡dku, wyzna
zone numery
znie

w zakresie temperatur od 0 K do TC . Przyj�to: v = 25 meV1/2
, ω0 = 75 meV oraz

wybrane warto±
i poten
jaªu u. Dodatkowo wykre±lono równie» wyniki, uzyskane przy

pomo
y wzorów (6.56) oraz (6.58). �atwo mo»na zauwa»y¢, »e formuªy anality
zne

w poprawny sposób odtwarzaj¡ rezultaty numery
zne.

6.5.5 Wzór na temperatur� Nernsta

Dla u > uC przebieg parametru porz¡dku od temperatury ró»ni si� zna
z¡
o od zale»-

no±
i ϕ (T ) opisywanej wzorem (6.58). W rozpatrywanym przypadku, korzystaj¡
 z rów-
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nania (6.36), mo»na wyprowadzi¢ formuª�, która pozwala obli
zy¢ warto±¢ temperatury

Nernsta. W pierwszym kroku nale»y zauwa»y¢, »e dla T = T ⋆⋆
po
hodna

dϕ(T )
dT

jest nie-

okre±lona. Nast�pnie bierze si� pod uwag� równanie (6.36), które zostaªo zró»ni
zkowane

obustronnie po temperaturze:

−
[

v2 + vu+ 3u2ϕ2 (T ) I2 (ϕ (T ) ,T )
] dI (ϕ (T ) ,T )

dT
= 2u2ϕ (T ) I3 (ϕ (T ) ,T )

dϕ (T )

dT
,

(6.59)

gdzie

I (ϕ (T ) ,T ) ≡
∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

tanh

(√
ε2+ϕ2(T )

2kBT

)

2
√

ε2 + ϕ2 (T )
. (6.60)

Po
hodna po temperaturze z wyra»enia (6.60) wynosi:

dI (ϕ (T ) ,T )

dT
=

[

1

kBT
JA (ϕ (T ) ,T )− JB (ϕ (T ) ,T )

]

ϕ (T )
dϕ (T )

dT
− 1

4kBT 2
JC (ϕ (T ) ,T ) ,

(6.61)

przy 
zym:

JA (ϕ (T ) ,T ) ≡
∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

sech2

(√
ε2+ϕ2(T )

2kBT

)

4 (ε2 + ϕ2 (T ))
, (6.62)

JB (ϕ (T ) ,T ) ≡
∫ ω0

−ω0

dερ (ε)

tanh

(√
ε2+ϕ2(T )

2kBT

)

2 (ε2 + ϕ2 (T ))3/2
(6.63)

oraz

JC (ϕ (T ) ,T ) ≡
∫ ω0

−ω0

dερ (ε) sech2

(

√

ε2 + ϕ2 (T )

2kBT

)

. (6.64)

St¡d:

dϕ (T )

dT
=

X (T )

Y (T )
, (6.65)

gdzie:

X (T ) =
[

v2 + vu+ 3u2ϕ2 (T ) I2 (ϕ (T ) ,T )
] 1

4kBT 2
JC (ϕ (T ) ,T ) (6.66)

oraz

Y (T ) =
[

v2 + vu+ 3u2ϕ2 (T ) I2 (ϕ (T ) ,T )
]

(6.67)

×
[

1

kBT
JA (ϕ (T ) ,T )− JB (ϕ (T ) ,T )

]

ϕ (T ) + 2u2I3 (ϕ (T ) ,T )ϕ (T ) .

Jak ju» o tym wspomniano, T ⋆⋆
ozna
za warto±¢ temperatury, dla której mianownik we

wzorze (6.65) wynosi zero. Dodatkowo 
aªki I, JA i JB mo»na przybli»y¢ w nast�puj¡
y

sposób: I (ϕ (T ) ,T ) ≃ I (ϕ (0) ,TC), JA (ϕ (T ) ,T ) ≃ JA (ϕ (0) ,TC) oraz JB (ϕ (T ) ,T ) ≃
JB (ϕ (0) ,TC). Temperatur� kryty
zn¡ nale»y poli
zy¢ ze wzoru (6.48), natomiast ϕ (0)
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Rysunek 6.5: Zale»no±¢ temperatury Nernsta i temperatury kryty
znej od poten
jaªu u
dla wybrany
h warto±
i v i ω0. Nie�zy
zne warto±
i temperatury Nernsta

speªniaj¡ nierówno±¢ T ⋆⋆ ≤ TC [139℄.

z najprostszej wersji wzoru (6.51):

ϕ (0) = 2ω0 exp

[

− ln

(

ω0

b2

)

−
√

ln2

(

ω0

b2

)

− 2

b1 (v2 + uv)
− π2

6

]

. (6.68)

Przeksztaª
aj¡
 mianownik wyra»enia (6.65), uzyska¢ mo»na ostate
zny wynik:

kBT
⋆⋆ =

JA (ϕ (0) ,TC)

JB (ϕ (0) ,TC)− 2u2I3(ϕ(0),TC)
v2+vu+3u2ϕ2(0)I2(ϕ(0),TC)

. (6.69)

Na rysunku 6.5 wykre±lono przebieg temperatury Nernsta w zale»no±
i od parametru

u. Mo»na zauwa»y¢, »e �zy
zne warto±
i temperatury Nernsta (T ⋆⋆ > TC) istniej¡ tylko

dla dostate
znie du»ej warto±
i poten
jaªu u w stosunku do warto±
i poten
jaªu v. Nie

bez zna
zenia jest równie» maksymalna 
z�sto±¢ fononowa, która mo»e de
ydowa¢ o tym


zy faza Nernsta b�dzie istnie¢. Przykªadowo: dla ω0 wynosz¡
ego 25 meV i 50 meV fazy

Nernsta nie zaobserwowano. Nale»y równie» zauwa»y¢, »e w grani
znym przypadku u/

v → +∞ wzór (6.69) uprasz
za si� do zwi¡zku, który wi¡»e ze sob¡ parametry T ⋆⋆
, ϕ (0)

oraz TC bez jawnej obe
no±
i poten
jaªów v i u:

kBT
⋆⋆ =

JA (ϕ (0) ,TC)

JB (ϕ (0) ,TC)− 2
3

1
ϕ2(0)

I (ϕ (0) ,TC)
. (6.70)

6.5.6 Ogólna posta¢ diagramu TC - T ⋆⋆

Na rysunku 6.6 zaprezentowano posta¢ diagramu TC - T ⋆⋆
. Warto±
i temperatury kry-

ty
znej i temperatury Nernsta zostaj¡ wyzna
zone dla: v ∈ 〈2,5; 25〉 meV1/2
, u ∈ 〈5, 10〉
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Rysunek 6.6: Diagram temperatura kryty
zna - temperatura Nernsta [139℄.

eV1/2
oraz ω0 = 60 meV. Dodatkowo, na rysunku 6.6 zamiesz
zono dane do±wiad
zalne,

uzyskane dla kilku wybrany
h nadprzewodników, dla który
h wyniki zostaj¡ równie» ze-

brane w tabeli 6.2. Na podstawie uzyskany
h rezultatów mo»na zauwa»y¢, »e eksperymen-

talne warto±
i TC i T ⋆⋆
le»¡ jedynie w obszarze dozwolonym przez omawian¡ teori�.

W sz
zególno±
i, nale»y zwró
i¢ uwag� na punkty odpowiadaj¡
e najni»szym warto±
iom

TC .

Zaprezentowany model sugeruje równie», »e wraz ze wzrostem temperatury kryty
znej

powy»ej 150 K warto±
i temperatury Nernsta oddala¢ si� b�d¡ 
oraz bardziej od warto±
i

temperatury kryty
znej (zakreskowany 
zerwony obszar). Mo»liwe, »e to 
iekawe za
ho-

wanie temperatury Nernsta udaªoby si� zaobserwowa¢ eksperymentalnie dla nadprzewod-

ników o ekstremalnie wysokiej warto±
i TC . Na dzie« dzisiejszy najlepszym kandydatem

mógªby by¢ zwi¡zek HgBa2Ca2Cu3O8+y, który pod 
i±nieniem 31 GPa posiada tempera-

tur� kryty
zn¡, wynosz¡
¡ okoªo 150 K [53℄, [54℄.

6.6 Analiza stanu nadprzewodz¡
ego na poziomie rów-

na« Eliashberga

Przybli»enia sprowadzaj¡
e ukªad równa« Eliashberga do toy modelu generuj¡ kilka za-

sadni
zy
h problemów. Pierwszy zwi¡zany jest z brakiem mo»liwo±
i jawnego wyzna
zenia

zale»no±
i parametru porz¡dku od dotowania (∆(〈n〉)). Formalnie trudno±¢ t� mo»na omi-

n¡¢, wprowadzaj¡
 bezpo±redni¡ zale»no±¢ poten
jaªów paruj¡
y
h v i u od 〈n〉. Niemniej

jednak jest to pro
edura do±¢ sztu
zna i nie tªuma
zy ona dany
h eksperymentalny
h

[144℄, [145℄, [146℄, [150℄, [151℄, [152℄. Drugi problem wynika z istnienia przej±
ia fazowego

pierwszego rodzaju dla przypadku u > uC . Taki rodzaj przej±
ia fazowego w miedziana
h

nie jest obserwowany eksperymentalnie. W zwi¡zku z tym nale»y przyj¡¢, »e zastosowane
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Tabela 6.2: Eksperymentalne warto±
i TC i T ⋆⋆
dla kilku wybrany
h nadprzewodników

wysokotemperaturowy
h [139℄. Symbol p ozna
za g�sto±¢ dziur.

Zwi¡zek Rodzaj TC [K℄ T⋆⋆
[K℄ Ref.

domieszkowania

YBa2Cu3O7−y p = 0,062 18,6 150,2 [144℄

p = 0,079 45 128,3

p = 0,107 60,5 91,8

p = 0,116 64,1 84,9

p = 0,120 66,5 87,4

p = 0,138 80,6 104,4

p = 0,150 90 105

p = 0,176 92 107 [145℄

[YBa2Cu3O7−y]e p = 0,098 57 85 [146℄

(nieporz¡dek wywoªany p = 0,098 45,1 83,1

przez napromieniowanie elektronami) p = 0,098 24,2 75

p = 0,157 92,6 103

p = 0,157 79,5 97,1

p = 0,157 48,6 82,5

YBa2 (Cu1−xZnx)3 O7−y x = 0,000 90 104± 5 [147℄

x = 0,005 84 96± 5
x = 0,010 79 87± 5
x = 0,020 67 75± 5

Y1−xPrxBa2Cu3O7−y x = 0,0 89,7 104,8± 5 [148℄

x = 0,1 83,8 99,9± 5
x = 0,2 68,2 95± 5
x = 0,3 50,2 84,8± 5
x = 0,4 40,7 79,9± 5

NdBa2 (Cu1−xNix)3 O7−y x=0,00; y=0,0 95 115± 20 [149℄

x=0,03; y=0,0 59 80± 20
x=0,06; y=0,0 45 65± 20
x=0,00; y=0,2 53 75± 5
x=0,03; y=0,2 20 80± 10
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przybli»enia s¡ zbyt du»e. Trze
i problem wynika z drugiego. Mianowi
ie, je»eli przej-

±
ie fazowe pomi�dzy stanem nadprzewodz¡
ym a normalnym jest drugiego rodzaju, to w

jaki sposób mo»na wytªuma
zy¢ istnienie sz
zeliny energety
znej w elektronowej g�sto±
i

stanów powy»ej temperatury kryty
znej?

W zaprezentowanym podrozdziale wykazano, »e poruszone zagadnienia mo»na w na-

turalny sposób rozwi¡za¢, je±li przeprowadzi si� starann¡ analiz� na poziomie równa«

Eliashberga.

Ze wzgl�du na zªo»ono±¢ numery
zn¡ zagadnienia pod uwag� wzi�to równania izotro-

powe (v2 → v2/2):

Zn = 1 +
(

v1 +
v2
2
〈n〉
)2 1

βωn

∑

m

P (n−m)ωmZm
1

N

∑

q

D−1
q

(m) , (6.71)

χn = −
(

v1 +
v2
2
〈n〉
)2 1

β

∑

m

P (n−m)
1

N

∑

q

D−1
q

(m) [ε
q

+ χm − µ] , (6.72)

ϕn =
(

v21 + v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

m

P (n−m)ϕm
1

N

∑

q

D−1
q

(m) (6.73)

+
v22
β3

∑

m1∼m3

P (n−m1 −m2 −m3 + 1)
[

ϕm1 − iϕm1

] [

ϕm2 + iϕm2

]

ϕm3

× 1

N3

∑

q1

D−1
q1

(m1)
∑

q2

D−1
q2

(m2)
∑

q3

D−1
q3

(m3)

oraz

ϕn =
(

v21 + v1v2 〈n〉
) 1

β

∑

m

P (n−m)ϕm

1

N

∑

q

D−1
q

(m) (6.74)

+
v22
β3

∑

m1∼m3

P (n−m1 −m2 −m3 + 1)
[

ϕm1 − iϕm1

] [

ϕm2 + iϕm2

]

ϕm3

× 1

N3

∑

q1

D−1
q1

(m1)
∑

q2

D−1
q2

(m2)
∑

q3

D−1
q3

(m3) ,

gdzie: Zn ≡ Z (iωn), χn ≡ χ (iωn), ϕn ≡ ϕ (iωn), ϕn ≡ ϕ (iωn) oraz D
q

(m) ≡ D
q

(iωm).

Funk
ja P (n) dana jest wzorem:

P (n) ≡ ν2

n2 + ν2
, (6.75)

przy 
zym: ν ≡ βω0/2π. Poten
jaª 
hemi
zny nale»y obli
zy¢ na podstawie równania:

〈n〉 ≃ 1−
∫ W

−W

dερ (ε) tanh

(

β (ε− µ)

2

)

, (6.76)
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gdzie W jest poªówkow¡ szeroko±
i¡ pasma elektronowego. Uprosz
zone sumy po p�da
h

w równania
h (6.71)-(6.74) zostaªy obli
zone w pra
y [58℄. W rozwa»anym przypadku

uogólnione wyniki maj¡ posta¢:

1

N

∑

q

D−1
q

(m) ≃
∫ W

−W

dερ (ε)D−1
ε (m) = F1 (ωm,Zm,χm,ϕm,ϕm,µ) (6.77)

oraz

1

N

∑

q

(ε
q

+ χm − µ)D−1
q

(m) ≃
∫ W

−W

dερ (ε) (ε+ χm − µ)D−1
ε (m) (6.78)

= F2 (ωm,Zm,χm,ϕm,ϕm,µ) ,

gdzie:

F1 (ωm,Zm,χm,ϕm,ϕm,µ) ≡ b1

[

R3

(

χm − µ,

√

(Zmωm)
2 + ϕ2

m + ϕ2
m

)

(6.79)

− ln (b2)R1

(

χm − µ,

√

(Zmωm)
2 + ϕ2

m + ϕ2
m

)

]

,

F2 (ωm,Zm,χm,ϕm,ϕm,µ) ≡ b1

[

R4

(

χm − µ,

√

(Zmωm)
2 + ϕ2

m + ϕ2
m

)

(6.80)

− ln (b2)R2

(

χm − µ,

√

(Zmωm)
2 + ϕ2

m + ϕ2
m

)

]

.

Funk
je R1-R4 zde�niowane s¡ wzorami:

R1 (x1,x2) ≡
1

x2

[

arctan

(

W + x1

x2

)

+ arctan

(

W − x1

x2

)]

, (6.81)

R2 (x1,x2) ≡
1

2
ln

(

(W + x1)
2 + x2

2

(W − x1)
2 + x2

2

)

, (6.82)

R3 (x1,x2) ≡ (6.83)

1

x2

[ln (W )

(

arctan

(

x2W

x2
1 + x2

2 + x1W

)

+ arctan

(

x2W

x2
1 + x2

2 − x1W

))

+Im

(

Li2

(

−W
x1 + ix2

x2
1 + x2

2

)

+ Li2

(

W
x1 − ix2

x2
1 + x2

2

))

],
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R4 (x1,x2) ≡ 1

2
ln (W ) ln

(

(x2
1 + x2

2 + x1W )
2
+ (x2W )2

(x2
1 + x2

2 − x1W )
2
+ (x2W )2

)

(6.84)

+Re

(

Li2

(

−W
x1 + ix2

x2
1 + x2

2

)

− Li2

(

W
x1 − ix2

x2
1 + x2

2

))

.

Warto dodatkowo zauwa»y¢, »e rozwi¡zania równa« Eliashberga s¡ symetry
zne:

Zn = Z−n+1, χn = χ−n+1, ϕn = ϕ−n+1 oraz ϕn = ϕ−n+1. Powy»sza wªasno±¢ zna
znie

uprasz
za obli
zenia numery
zne, gdy» równania mog¡ zosta¢ zapisane w posta
i:

Zn = 1 +
(

v1 +
v2
2
〈n〉
)2 1

βωn

+∞
∑

m=1

P (−) (n,m)ωmZm
1

N

∑

q

D−1
q

(m) , (6.85)

χn = −
(

v1 +
v2
2
〈n〉
)2 1

β

+∞
∑

m=1

P (+) (n,m)
1

N

∑

q

D−1
q

(m) [ε
q

+ χm − µ] , (6.86)

ϕn =
(

v21 + v1v2 〈n〉
) 1

β

+∞
∑

m=1

P (+) (n,m)ϕm
1

N

∑

q

D−1
q

(m) (6.87)

+
v22
β3

+∞
∑

m1=1

+∞
∑

m2=1

+∞
∑

m3=1

P (n,m1,m2,m3)
[

ϕm1 − iϕm1

] [

ϕm2 + iϕm2

]

ϕm3

× 1

N3

∑

q1

∑

q2

∑

q3

D−1
q1

(m1)D
−1
q2

(m2)D
−1
q3

(m3) ,

ϕn =
(

v21 + v1v2 〈n〉
) 1

β

+∞
∑

m=1

P (+) (n,m)ϕm

1

N

∑

q

D−1
q

(m) (6.88)

+
v22
β3

+∞
∑

m1=1

+∞
∑

m2=1

+∞
∑

m3=1

P (n,m1,m2,m3)
[

ϕm1 − iϕm1

] [

ϕm2 + iϕm2

]

ϕm3

× 1

N3

∑

q1

∑

q2

∑

q3

D−1
q1

(m1)D
−1
q2

(m2)D
−1
q3

(m3) ,

gdzie:

P (±) (n,m) ≡ P (n−m)± P (n +m− 1) (6.89)

oraz

P (n,m1,m2,m3) ≡ P (n−m1 −m2 −m3 + 1) + P (n+m1 +m2 +m3 − 2) . (6.90)
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Rysunek 6.7: (A) Parametr porz¡dku, (B) 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ oraz (C)

funk
ja przesuni�
ia energii pasmowej na osi urojonej [139℄.

6.6.1 Wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego: formalizm osi urojo-

nej

Ukªad Eliashberga zostaª rozwi¡zany dla 45 
z�sto±
i Matsubary, 
o zwi¡zane byªo

z uwzgl�dnieniem ponad 90 tysi�
y wyrazów w potrójnej sumie po 
z�sto±
ia
h Matsu-

bary. Du»a zªo»ono±¢ numery
zna rozpatrywanego zagadnienia wymagaªa wykorzystania

okoªo 125 GB pami�
i RAM. Do obli
ze« zastosowano zmody�kowane metody nume-

ry
zne, sªu»¡
e pierwotnie do rozwi¡zywania klasy
zny
h równa« Eliashberga o 
zysto

elektronowo-fononowym j¡drze paruj¡
ym [27℄, [33℄, [46℄, [63℄, [153℄, [154℄, [155℄.

Uzyskane rozwi¡zania okazuj¡ si� stabilne dla temperatur wy»szy
h od T0 = 8,7 K.

Z matematy
znego punktu widzenia do±¢ wysoka warto±¢ T0 wynika z maªej li
zby 
z�-

sto±
i Matsubary wzi�ty
h pod uwag�. Nie stanowi to jednak istotnego ograni
zenia dla

dalszy
h rozwa»a«, poniewa» formalizm równa« Eliashberga zostaje wykorzystany przede

wszystkim po to, by u±
i±li¢ przewidywania wynikaj¡
e z toy modelu w pobli»u i zna
znie

powy»ej temperatury kryty
znej. W zakresie niski
h temperatur uzyskana w rama
h toy

modelu zale»no±¢ ϕ (T ) nie budzi kontrowersji. Przed przyst¡pieniem do analizy wyników

nale»y zwró
i¢ uwag�, »e funk
je ϕn i ϕn przyjmuj¡ identy
zne warto±
i. Z tego powodu

w dalszy
h rozwa»ania
h ograni
zono si� do ϕn.

Uzyskane rezultaty dla stanu nadprzewodz¡
ego (T ∈ 〈T0,TC〉) zebrano na rysunka
h

6.7 (A)-(C). We wszystki
h przypadka
h przyj�to v1 = 150 meV. Dodatkowo pod uwag�
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Rysunek 6.8: (A) Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku, (B) 
zynnika renormalizuj¡-


ego funk
j� falow¡ oraz (C) przesuni�
ia energii pasmowej w funk
ji tempe-

ratury [139℄.

wzi�to rosn¡
e warto±
i poten
jaªu v2 z przedziaªu od 0,75 eV do 5 eV. �redni¡ li
zb�

elektronów dobrano w ten sposób, by parametr porz¡dku (∆n ≡ ϕn/Zn) przyjmowaª

maksymaln¡ warto±¢ dla T = T0. Mo»na zauwa»y¢, »e uzyskane funk
je posiadaj¡ 
harak-

terysty
zny lorenzowski ksztaªt. Temperaturow¡ zale»no±¢ rozwi¡za« równa« Eliashberga

najwygodniej jest prze±ledzi¢, analizuj¡
 posta¢ funk
ji ∆n=1 (T ), Zn=1 (T ) oraz χn=1 (T ).

Nale»y podkre±li¢, »e w formalizmie Eliashberga wielko±¢ ∆n=1 z dobrym przybli»eniem

odtwarza �zy
zn¡ warto±¢ parametru porz¡dku, Zn=1 poprawnie determinuje stosunek

masy efektywnej elektronu do elektronowej masy pasmowej, a χn=1 dobrze okre±la bezpo-

±redni¡ renormaliza
j� elektronowej energii pasmowej. Uzyskane rezultaty zaprezentowano

na rysunku 6.8. Dla parametru porz¡dku za ka»dym razem otrzymano typowe krzywe, 
ha-

rakteryzuj¡
e przej±
ie fazowe drugiego rodzaju (rysunek 6.8 (A)). Ozna
za to, »e peªny

opis zaniku stanu nadprzewodz¡
ego wymaga dokªadnego uwzgl�dnienia efektów retarda-


yjny
h (jawna zale»no±¢ rozwi¡za« równa« Eliashberga od ωn), wielo
iaªowy
h (χ)

i silno-sprz�»eniowy
h (Z). W przypadku i
h pomini�
ia (tak jak to zostaªo zrobione dla

toy modelu), przy wysoki
h warto±
ia
h poten
jaªu EEF, nadal mo»na powi¡za¢ ze sob¡

ϕ (0), TC i T ⋆⋆
, jednak pojawia si� nieobserwowane �zy
znie przej±
ie fazowe pierwszego

rodzaju. Z drugiej strony 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ i funk
ja przesuni�
ia

energii pasmowej bardzo sªabo zale»¡ od temperatury (rysunki 6.8 (B) i (C)). Nale»y

równie» zwró
i¢ uwag� na fakt, »e wzrost oddziaªywania EEF prowadzi do silnej renorma-

liza
ji elektronowej masy pasmowej i elektronowej energii pasmowej, która spowodowana

jest wysokimi warto±
iami funk
ji Zn=1 i χn=1. Na rysunka
h 6.9 (A)-(C) wykre±lono war-

to±
i funk
ji ∆n=1, Zn=1 oraz χn=1 w zale»no±
i od ±redniej li
zby elektronów. Najbardziej

interesuj¡
e wyniki uzyskano dla parametru porz¡dku (rysunek 6.9 (A)). Zaprezentowany

model przewiduje, »e dla niski
h warto±
i poten
jaªu EEF (v2 = 0,75 eV) zale»no±¢∆n=1 od

〈n〉 wygl¡da bardzo podobnie jak dla klasy
znego stanu nadprzewodz¡
ego, indukowanego
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Rysunek 6.9: (A) Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku, (B) 
zynnika renormalizuj¡-


ego funk
j� falow¡ oraz (C) przesuni�
ia energii pasmowej w funk
ji doto-

wania [139℄.

przez oddziaªywanie elektron-fonon [63℄. Niewielka ró»ni
a w ksztaª
ie omawianej funk
ji

wyst�puje jedynie w pobli»u 〈n〉 = 1, gdzie mo»na zaobserwowa¢ 
harakterysty
zne mak-

simum. Sytua
ja ulega gwaªtownej zmianie dla wysoki
h warto±
i poten
jaªu EEF (v2 = 5

eV). W rozpatrywanym przypadku parametr porz¡dku znika dla 〈n〉 < 1. Zakre±la rów-

nie» krzyw¡, której ksztaªt obserwowany jest dla miedzianów [18℄. Warto zwró
i¢ uwag�,

»e wido
zne jest nawet 
harakterysty
zne plato funk
ji ∆n=1 (〈n〉) dla 〈n〉 ∈ 〈0,8; 0,9〉.
W przypadku 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ (rysunek 6.9 (B)) mo»na za-

uwa»y¢, »e jego warto±
i rosn¡ wraz ze wzrostem v2. Nie s¡ natomiast tak silnie zale»ne

od dotowania jak warto±
i parametru porz¡dku. Nale»y podkre±li¢, »e stosunkowo sªab¡

zale»no±¢ Zn=1 od 〈n〉 potwierdzaj¡ warto±
i eksperymentalne masy efektywnej elektronu

uzyskane dla nadprzewodników La2−xSrxCuO4 oraz YBa2Cu3Oy [156℄. Na rysunku 6.9 (C)

wykre±lono funk
j� przesuni�
ia energii. Wyniki dowodz¡, »e najsilniejsza renormaliza
ja

elektronowej energii pasmowej wyst�puje w obszarze niski
h 〈n〉 przy wysoki
h warto±
ia
h

v2.

Bardzo 
iekawe rezultaty doty
z¡
e stanu nadprzewodz¡
ego mo»na otrzyma¢ dla do-

towania < n >= 0,95. Badaj¡
 zale»no±¢ parametru porz¡dku od warto±
i poten
jaªu EEF

stwierdzono, »e po
z¡tkowo wzrost v2 powoduje silny wzrost ∆n=1. Niemniej jednak, po-

wy»ej 1,25 eV parametr porz¡dku ponownie za
zyna male¢ i znika dla v2 = 5 eV (rysunek

6.10 (A)). Z �zy
znego punktu widzenia powy»szy wynik ozna
za, »e najwy»sza warto±¢

temperatury kryty
znej jest obserwowana dla stosunkowo sªabego oddziaªywania EEF.

Okazuje si�, »e przy
zyna spadku temperatury kryty
znej w przedziale wysoki
h warto±
i

v2 zwi¡zana jest ze zna
znym wzrostem masy efektywnej elektronu i siln¡ renormaliza
j¡

elektronowej energii pasmowej (rysunek 6.10 (B) i (C)). Zupeªnie ina
zej wygl¡da zale»-

no±¢ parametru porz¡dku od poten
jaªu v1. Dla dowolnej warto±
i dotowania, dla której

obserwowany jest stan nadprzewodz¡
y, wzrost v1 zawsze powoduje wzrost ∆n=1 (a wi�
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Rysunek 6.10: (A) Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku, (B) 
zynnika renormalizu-
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ego funk
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ia energii pasmowej w funk
ji v2
[139℄.
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Rysunek 6.11: (A) Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku, (B) 
zynnika renormalizu-

j¡
ego funk
j� falow¡ oraz (C) przesuni�
ia energii pasmowej w funk
ji v1
[139℄.

równie» wzrost TC). Przykªadowe wyniki zaprezentowano na rysunku 6.11 (A). Dodat-

kowo na rysunka
h 6.11 (B) i (C) wykre±lono przebieg 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j�

falow¡ i funk
j� przesuni�
ia elektronowej energii pasmowej. Mo»na zauwa»y¢, »e wzrost

warto±
i poten
jaªu v1 nie powoduje zna
znego przyrostu Zn=1, obserwowany jest równie»

spadek bezwzgl�dnej warto±
i χn=1. Odnosz¡
 si� do wyników powy»szej dyskusji, nale»y

przypusz
za¢, »e stan nadprzewodz¡
y o maksymalnej warto±
i temperatury kryty
znej

powstanie w przypadku, gdy oddziaªywanie EF b�dzie mo»liwie silne, a oddziaªywanie

EEF b�dzie stosunkowo sªabe tak, by w istotny sposób nie byªa renormalizowana masa

pasmowa elektronu i elektronowa energia pasmowa. Maj¡
 na uwadze istotn¡ zale»no±¢

poten
jaªów v1 i v2 od wzajemnej odlegªo±
i pomi�dzy atomami buduj¡
ymi sie¢ krysta-

li
zn¡, nale»y rozwa»y¢ mo»liwo±¢ przeprowadzenia szeregu eksperymentów wysoko
i±nie-

niowy
h. Analogi
znie jak to zostaªo zrobione dla litu, wapnia i zwi¡zków wodorowany
h

[40℄, [157℄, [158℄, [159℄, [160℄.
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Rysunek 6.12: Posta¢ parametru porz¡dku, 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ oraz

funk
ji przesuni�
ia elektronowej energii pasmowej na osi rze
zywistej [139℄.

6.6.2 Wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego: formalizm osi rze
zy-

wistej

Równania Eliashberga na osi urojonej pozwalaj¡ wyzna
zy¢ dokªadn¡ warto±¢ tempe-

ratury kryty
znej. Umo»liwiaj¡ równie» obli
zenie z dobrym przybli»eniem warto±
i para-

metru porz¡dku, masy efektywnej elektronu i funk
ji przesuni�
ia energii. Formalizm osi

urojonej jest jednak nieprzydatny do analizy wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego

w obszarze niestaty
znym (ω 6= 0). W 
elu okre±lenia zna
zenia efektów dynami
zny
h,

funk
je ∆n, Zn, χn nale»y anality
znie kontynuowa¢ na o± rze
zywist¡: ∆n → ∆(ω),

Zn → Z (ω) oraz χn → χ (ω).

W najprostszy sposób mo»na to zrobi¢ przy pomo
y wzoru [161℄:

X (ω) =
p1 + p2ω + ...+ prω

r−1

q1 + q2ω + ...+ qrωr−1 + ωr
, (6.91)

gdzie X ∈ {∆, Z, χ}. Parametry pj i qj wyzna
za si� w sposób numery
zny. Dodatkowo w

pra
y przyj�to: r = 6. Na rysunku 6.12 zaprezentowano przykªadowe rezultaty uzyskane

dla przypadku: v1 = 150 meV, v2 = 5 eV oraz 〈n〉 = 0,8, przy 
zym wzi�to pod uwag�

wybrane warto±
i temperatury.

Mo»na zauwa»y¢, »e w zakresie niski
h 
z�sto±
i (ω ∈ 〈0, ∼ 100〉 meV dla ∆(ω) oraz

ω ∈ 〈0, ∼ 75〉 meV dla Z (ω) i χ (ω)) rozwi¡zania równa« Eliashberga przyjmuj¡ warto-

±
i rze
zywiste. Z �zy
znego punktu widzenia ozna
za to brak efektów tªumienia [113℄.
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Rysunek 6.13: Fizy
zna warto±¢ parametru porz¡dku (A), 
zynnika renormalizuj¡
ego

funk
j� falow¡ (B) i funk
ji przesuni�
ia energii (C) [139℄.

Dodatkowo nale»y zauwa»y¢, »e w rozpatrywany
h zakresa
h 
z�sto±
i 
z�±
i rze
zywiste

rozwi¡za« równa« Eliashberga s¡ bardzo sªabo zale»ne od ω i w zasadzie mo»na przyj¡¢:

Re [∆ (ω)] ≃ Re [∆ (0)], Re [Z (ω)] ≃ Re [Z (0)] oraz Re [χ (ω)] ≃ Re [χ (0)]. Sytua
ja ulega

radykalnej zmianie dla ω ∼ 110 meV (w przypadku funk
ji ∆(ω)) oraz dla ω ∼ 80 meV

(w przypadku Z (ω) i χ (ω)), gdzie zaobserwowa¢ mo»na wyst�powanie silny
h maksimów

i minimów. Powy»ej 150 meV rozwi¡zania równa« Eliashberga ulegaj¡ wygaszeniu.

Wzrost warto±
i temperatury wpªywa bardzo odmiennie na ewolu
j� funk
ji: ∆(ω),

Z (ω) i χ (ω). Na podstawie wykre±lony
h wyników wida¢, »e warto±
i bezwzgl�dne para-

metru porz¡dku monotoni
znie malej¡ wraz ze wzrostem T . Co 
iekawe, w temperaturze

kryty
znej zazna
zaj¡ si� jesz
ze niezerowe warto±
i ∆(ω) dla ω ∼ 110 meV - s¡ to po-

zostaªo±
i po silny
h niskotemperaturowy
h maksima
h i minima
h. W przypadku Z (ω)

i χ (ω) prakty
znie nie wida¢ wyra¹nego wpªywu temperatury na i
h nisko
z�sto±
iowe

warto±
i. Odmiennie ewoluuj¡ jednak i
h maksima i minima, które dla 
zynnika renor-

malizuj¡
ego funk
j� falow¡ zauwa»alnie malej¡, a dla funk
ji przesuni�
ia energii rosn¡.

Nale»y podkre±li¢, »e obserwowane warto±
i funk
ji Z (ω) i χ (ω) s¡ zna
znie wy»sze od

warto±
i rozpatrywany
h funk
ji w przypadku, gdy uwzgl�dnia si� jedynie klasy
zne od-

dziaªywanie elektron-fonon.

W rama
h formalizmu Eliashberga na osi rze
zywistej �zy
zne warto±
i parametru po-

rz¡dku, 
zynnika renormalizuj¡
ego funk
j� falow¡ oraz funk
ji przesuni�
ia energii nale»y

obli
zy¢ przy pomo
y wzorów:

∆(T ) = Re [∆ (ω = ∆(T ) ,T )] , (6.92)

Z (T ) = Re [Z (ω = 0,T )] ,

χ (T ) = Re [χ (ω = 0,T )] .

Uzyskane rezultaty dla przypadków analogi
zny
h jak na rysunku 6.8 zaprezentowano na
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Rysunek 6.14: Ewolu
ja temperaturowa funk
ji elektronowej g�sto±
i stanów [139℄.

rysunku 6.13. Zgodnie z o
zekiwaniami ró»ni
e pomi�dzy wynikami, uzyskanymi w rama
h

formalizmu osi urojonej a wynikami z osi rze
zywistej s¡ bardzo niezna
zne, 
o ±wiad
zy

o poprawnie przeprowadzonej pro
edurze anality
znej kontynua
ji. Jak ju» o tym wspo-

mniano, formalizm osi rze
zywistej pozwala bada¢ wªa±
iwo±
i stanu nadprzewodz¡
ego

poza obszarem staty
znym. Mo»na wi�
 udzieli¢ odpowiedzi na pytanie, w jaki sposób

powstaje anomalna przerwa energety
zna w elektronowej g�sto±
i stanów, obserwowana

eksperymentalnie w miedziana
h [162℄, [163℄, [164℄. W tym 
elu nale»y wzi¡¢ pod uwag�

izotropow¡ funk
j� spektraln¡ (A (ω,ε)), która jednozna
znie determinuje elektronow¡ g�-

sto±¢ stanów: N (ω) ≡ A (ω,0). Wielko±¢ A (ω,ε) nale»y obli
zy¢ na podstawie wzoru:

A (ω,ε) = −1

π
Im [Gdiag (ω,ε)] , (6.93)

przy 
zym diagonalna 
z�±¢ funk
ji Greena na osi rze
zywistej przyjmuje posta¢:

Gdiag (ω,ε) =
Z (ω)ω + ε+ χ (ω)

(Z (ω)ω)2 − (ε+ χ (ω))2 − ϕ2 (ω)
. (6.94)

Na rysunku 6.14 zaprezentowano posta¢ funk
ji N (ω) wyzna
zon¡ dla przypadku:

v1 = 150 meV, v2 = 5 eV oraz 〈n〉 = 0,8. Stwierdzono, »e w zakresie temperatury od T0 do

T ⋆ = 290,1 K, w elektronowej g�sto±
i stanów indukuje si� sz
zelina (lub pseudosz
zelina)

energety
zna na poziomie Fermiego. W sz
zególno±
i dla temperatur od T0 do TC po-
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Rysunek 6.15: Izotropowa funk
ja spektralna dla wybrany
h warto±
i temperatury [139℄.

ªówkowa szeroko±¢ sz
zeliny energety
znej maleje niezna
znie, mo»na natomiast zauwa»y¢

wyra¹ny spadek maksymalny
h warto±
i funk
ji N (ω). Co 
iekawe, w prze
iwie«stwie do

ksztaªtu elektronowej g�sto±
i stanów zwi¡zanej z klasy
znym oddziaªywaniem elektron-

fonon, krzywa N (ω) jest wyra¹nie asymetry
zna wzgl�dem poziomu Fermiego. Okazuje

si�, »e zaobserwowana asymetria wynika z silnej renormaliza
ji energii pasmowej elektronu,

która wywoªana jest wysokimi warto±
iami funk
ji χ (ω). Nale»y dodatkowo zwró
i¢ uwag�,

»e wyzna
zona teorety
znie asymetria elektronowej g�sto±
i stanów jest bardzo wyra¹nie

wido
zna w ksztaª
ie krzywy
h eksperymentalny
h [162℄. Powy»ej temperatury kryty
z-

nej, sz
zelina energety
zna zanika do±¢ wolno. Pierwsz¡ niezerow¡ warto±¢ funk
ji N (ω)

na poziomie Fermiego zaobserwowa¢ mo»na dopiero w temperaturze T⋆ równej 243,7 K.

Dla T ≥ T⋆, w przebiegu elektronowej g�sto±
i stanów wido
zna jest jesz
ze pozostaªo±¢ po

sz
zelinie energety
znej (tzw. pseudosz
zelina), która stopniowo zanika wraz ze wzrostem

temperatury. W rozpatrywanym w pra
y przypadku, pseudosz
zelina ostate
znie znika w

temperaturze T ⋆
.
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Zaprezentowany model przewiduje, »e sz
zelina (i pseudosz
zelina) w elektronowej g�-

sto±
i stanów w peªnym zakresie temperatury (nawet poni»ej TC) indukowana jest przez

funk
je Z (ω) i χ (ω), 
zyli przez elementy diagonalne ma
ierzowej energii wªasnej, od-

nosz¡
e si� do stanu normalnego. Jawny wkªad do funk
ji N (ω), wnoszony przez stan

nadprzewodz¡
y, jest pomijalnie maªy. Mo»na to ªatwo sprawdzi¢, wyzna
zaj¡
 ksztaªt

elektronowej g�sto±
i stanów na podstawie wzoru (6.94), w którym przyj�to ϕ (ω) = 0.

W ostatnim kroku, na rysunku 6.15 zaprezentowano posta¢ izotropowej funk
ji spek-

tralnej wyzna
zonej przy identy
zny
h zaªo»enia
h jak funk
ja elektronowej g�sto±
i sta-

nów. Dla przyj�tej w pra
y rela
ji dyspersyjnej ε
k

oraz przy zaªo»eniu t = 250 meV, warto-

±
i energii ε nale»¡ do przedziaªu od −1 eV do 1 eV. Na podstawie wykre±lony
h wyników

ªatwo mo»na zauwa»y¢ dominuj¡
¡ symetri� funk
ji spektralnej: A (ω,ε) = A (−ω,− ε).

Dodatkowo, maksymalne warto±
i funk
ji A (ω,ε) zawsze wyst�puj¡ na kraw�dzia
h sz
ze-

liny energety
znej i ulegaj¡ obni»eniu i rozmy
iu wraz ze wzrostem temperatury.

6.7 Podsumowanie uzyskany
h wyników

W rozdziale wyja±niono niektóre anomalne wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu

nadprzewodz¡
ego indukuj¡
ego si� w miedziana
h. Rozwa»ania oparto na hamiltonianie,

modeluj¡
ym efektywne oddziaªywanie elektron-fonon i elektron-elektron-fonon. Warto za-

zna
zy¢, »e hamiltonian zostaª zapostulowany w publika
ji [55℄. W pierwszym kroku,

w przybli»eniu dimerowym, uzasadniono matematy
znie posta¢ rozpatrywanego opera-

tora. Nast�pnie w rama
h formalizmu Eliashberga wyprowadzono równania termodyna-

mi
zne, które determinuj¡ funk
j� parametru porz¡dku, 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j�

falow¡ i funk
j� przesuni�
ia energii. Wykazano, »e uprosz
zona posta¢ równa« Eliash-

berga, sprowadzaj¡
a si� do równania 
aªkowego na parametr porz¡dku, uogólnia wyniki,

które mo»na otrzyma¢ przy u»y
iu transforma
ji kanoni
znej [55℄. St¡d, uzyskuje si� na-

ty
hmiastowy wniosek, »e otrzymany model poprawnie wi¡»e ze sob¡ eksperymentalne

warto±
i temperatury kryty
znej, temperatury Nernsta i parametru porz¡dku w tempera-

turze zera Kelvinów. Równanie na parametr porz¡dku wynikaj¡
e z uprosz
zony
h równa«

Eliashberga jest o tyle istotne, »e pozwala na wyprowadzenie anality
zny
h wzorów na

podstawowe parametry termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego. W sz
zególno±
i, na

podstawie wzorów na temperatur� kryty
zn¡, temperatur� Nernsta i parametr porz¡dku

w temperaturze zera Kelvinów uzyskano diagram wi¡»¡
y TC i T ⋆⋆
. W pra
y wykazano, »e

istniej¡
e dane eksperymentalne potwierdzaj¡ jego posta¢. Dodatkowo, na podstawie dia-

gramu wyzna
zono ograni
zenie na maksymalne warto±
i temperatury Nernsta dla bardzo

niski
h TC oraz ograni
zenie od doªu dla T ⋆⋆
, wyst�puj¡
e dla temperatur kryty
zny
h

wy»szy
h ni» 150 K.

Analiza, przeprowadzona na poziomie równa« Eliashberga, pozwoliªa wyja±ni¢ bar-

dziej zªo»one wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego. Stwierdzono,

»e eksperymentalna zale»no±¢ parametru porz¡dku od dotowania mo»e by¢ odtworzona
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dla odpowiednio du»ej warto±
i poten
jaªu EEF. Udowodniono równie», »e równania Elia-

shberga poprawnie 
harakteryzuj¡ rodzaj przej±
ia fazowego: stan normalny - nadprzewo-

dz¡
y. Warto podkre±li¢, »e naj
iekawszy wynik uzyskano, wyja±niaj¡
 po
hodzenie sz
ze-

liny energety
znej w elektronowej g�sto±
i stanów. Otrzymane wyniki dowodz¡, »e sz
ze-

lina energety
zna jest indukowana przez diagonalne elementy ma
ierzowej energii wªasnej

(Z i χ), które zwi¡zane s¡ z anomalnym stanem normalnym. Jawny wkªad do przebiegu

elektronowej g�sto±
i stanów, po
hodz¡
y od stanu nadprzewodz¡
ego, okazuje si� by¢ po-

mijalnie maªy. Zaprezentowane w rozdziale wyniki s¡ na tyle interesuj¡
e, »e w przyszªo±
i

planowane jest przeprowadzenie obli
ze« numery
zny
h dla konkretny
h miedzianów na

poziomie wyprowadzony
h równa« Eliashberga.



Rozdziaª 7

Korela
ja pomi�dzy warto±
i¡ przerwy

energety
znej a warto±
i¡ temperatury

pseudosz
zeliny w nadprzewodnika
h

wysokotemperaturowy
h YCBCZO i

LSHCO

W rozdziale analizowano wpªyw g�sto±
i dziur, nieporz¡dku mi�dzy- i wewn¡trzpªasz-


zyznowego oraz masy izotopowej tlenu na warto±¢ przerwy energety
znej na powierz
hni

Fermiego (2∆ (0)) na przykªadzie nadprzewodników Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ (YCB-

CZO) i La1.96−xSrxHo0.04CuO4 (LSHCO). Stwierdzono, »e przerwa energety
zna jest wy-

ra¹nie skorelowana z warto±
i¡ temperatury pseudosz
zeliny przy zadanym skªadzie 
he-

mi
znym. Nie ma natomiast korela
ji pomi�dzy 2∆ (0) a warto±
i¡ temperatury kryty
znej,

która w miedziana
h determinuje jedynie zakres wyst�powania stanu koherentnego konden-

satu Coopera. Otrzymane wyniki ozna
zaj¡, »e warto±¢ bezwymiarowego stosunku 2∆ (0) /

kBTC mo»e si� bardzo silnie zmienia¢ wraz ze skªadem 
hemi
znym, natomiast parametr

2∆ (0) /kBT
⋆
zmienia si� niezna
znie.

7.1 Uwagi wst�pne

Termodynamika wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego ró»ni si� istotnie

od termodynamiki przewidywanej w rama
h klasy
znej teorii BCS [3℄, [4℄. Poza zbyt wy-

sok¡ warto±
i¡ temperatury kryty
znej w miedziana
h najistotniejsz¡ ró»ni
¡ wydaje si�

by¢ istnienie drugiej 
harakterysty
znej temperatury, zwanej temperatur¡ pseudosz
zeliny.

Obe
nie s¡dzi si�, »e temperatura kryty
zna w miedziana
h wyzna
za maksymaln¡ war-

to±¢ T , przy której znika stan nadprzewodz¡
y, natomiast T ⋆
determinuje temperatur�,

w której przestaje istnie¢ przerwa energety
zna na powierz
hni Fermiego (2∆) [165℄. Na-
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le»y podkre±li¢, »e w klasy
znej teorii BCS obie te temperatury s¡ sobie równe. Warto

przy tym przypomnie¢, »e teoria przewiduje uniwersaln¡ korela
j� pomi�dzy warto±
i¡

przerwy energety
znej w temperaturze zera Kelvinów a temperatur¡ kryty
zn¡: 2∆ (0) /

kBTC = 3,53 [114℄.

W prezentowanym rozdziale przebadano wpªyw ró»ny
h 
zynników (g�sto±¢

dziur, nieporz¡dek mi�dzy- i wewn¡trzpªasz
zyznowy, masa izotopowa tlenu) na

przerw� energety
zn¡ w miedziana
h Y1−xCaxBa2 (Cu1−yZny)3O7−δ (YCBCZO) oraz

La1.96−xSrxHo0.04CuO4 (LSHCO) [13℄, [14℄, [166℄. Podstawowym 
elem bada« jest okre-

±lenie zwi¡zku pomi�dzy przerw¡ energety
zn¡ a TC i T ⋆
. Uzyskane rezultaty pozwalaj¡

nast�pnie wyzna
zy¢ warto±
i bezwymiarowy
h stosunków: R∆ ≡ 2∆(0)/kBTC

i R∆⋆ ≡ 2∆(0)/kBT
⋆
. W ostatnim kroku wyprowadzono uniwersalny zwi¡zek pomi�dzy

warto±
i¡ parametru porz¡dku w temperaturze zera Kelvinów a temperatur¡ pseudosz-


zeliny. Wszystkie ra
hunki przeprowadzono w rama
h teorii, która zakªada, »e me
ha-

nizm paruj¡
y w miedziana
h indukowany jest przez oddziaªywanie elektron-fonon i zre-

normalizowany przez wirtualne fonony oddziaªywanie elektron-elektron. Dodatkowo po-

przez odpowiednie dobranie energii pasmowej elektronów uwzgl�dniono istotne zna
zenie

quasi-dwuwymiarowo±
i pªasz
zyzn miedziowo-tlenowy
h na wªa±
iwo±
i �zy
zne bada-

ny
h ukªadów. Sz
zegóªowy opis zaªo»e« teorii wraz z odpowiedni¡ analiz¡, prowadz¡
¡

do fundamentalnego równania termodynami
znego, 
zytelnik mo»e znale¹¢ w pra
y [55℄.

Dodatkowe informa
je zawarte s¡ równie» w pra
a
h: [56℄, [65℄ (metoda analizy wyników

ARPES), [67℄ (termodynamika wysokotemperaturowy
h nadprzewodników o maksymalnej

warto±
i TC) oraz [167℄ (termodynamika i ARPES dla (Hg1−xSnx)Ba2Ca2Cu3O8+δ).

7.2 Model

W rozpatrywany
h w rozdziale przypadka
h fundamentalne równanie termodyna-

mi
zne, determinuj¡
e wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego o

symetrii typu d, ma posta¢ [55℄:

1 =

(

V (η) +
U (η)

6
|∆(η)|2

)

1

N0

ω0
∑

k

η2(k)

2E
(η)
k

tanh
βE

(η)
k

2
, (7.1)

gdzie poten
jaªy paruj¡
e dla oddziaªywania elektron-fonon i elektron-elektron-fonon zo-

staj¡ ozna
zone odpowiednio przez V (η)
i U (η)

. Wielko±¢ ∆
(η)

to amplituda parametru

porz¡dku o symetrii typu d, η(k) ≡ 2 [cos (kx)− cos (ky)]. Symbol E
(η)
k

zde�niowany jest

wzorem:

E
(η)
k

≡

√

ε2
k

+

(

V (η) +
U (η)

6
|∆(η)|2

)2
(

|∆(η)|η (k)
)2

, (7.2)

gdzie funk
ja ε
k

determinuje energi� pasmow¡ elektronu: ε
k

= −tγ (k); t ozna
za 
aªk�

przeskoku oraz γ (k) ≡ 2 [cos (kx) + cos (ky)]. Warto przypomnie¢, »e temperatura od-
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wrotna (β) dana jest przez wyra»enie: β ≡ 1/kBT , gdzie kB to staªa Boltzmanna. Staªa

normaliza
ji wyra»a si� wzorem: N0 ≡ 1/
∑ω0

k

. Sum� po p�da
h w równaniu (7.1) i w

staªej normaliza
ji nale»y zast¡pi¢ 
aªk¡ w nast�puj¡
y sposób:

∑ω0

k

≃
∫ π

−π

∫ π

−π
dkxdkyθ

(

ω0 −
∣

∣ε(kx,ky)

∣

∣

)

, gdzie θ jest funk
j¡ Heaviside'a. W 
elu uprosz-


zenia obli
ze« numery
zny
h i przeprowadzenia ra
hunków anality
zny
h w dalszej 
z�±
i

pra
y równanie (7.1) nale»y przeksztaª
i¢ do bardziej wygodnej posta
i. Z tego powodu

wprowadzono ozna
zenia: v2 ≡ V (η)
, u2 ≡ U (η)

6
oraz:

∆ ≡
(

v2 + u2|∆(η)|2
)

|∆(η)|. (7.3)

Wów
zas równanie (7.1) mo»na zapisa¢ w nast�puj¡
y sposób:

1 =
(

v2 + u2|∆(η)|2
)

I(η) (∆,T ) , (7.4)

gdzie:

I(η) (∆,T ) ≡ 1

N0

ω0
∑

k

η2(k)

2
√

ε2
k

+ (η (k)∆)2
(7.5)

× tanh
β
√

ε2
k

+ (η (k)∆)2

2
.

Korzystaj¡
 ze wzoru (7.3) mo»na wykona¢ nast�puj¡
e przeksztaª
enie równania (7.4):

1 =






v2 +







u∆

v2 +
[

u∆
v2+[...]2

]2







2




I(η) (∆,T ) . (7.6)

Okazuje si�, »e równanie (7.6) udaje si� zapisa¢ w zwartej formie:

1 =
[

v2 + (u∆)2
(

I(η) (∆,T )
)2
]

I(η) (∆,T ) . (7.7)

Równowa»no±¢ równa« (7.6) i (7.7) najpro±
iej mo»na wykaza¢ wyzna
zaj¡
 z równania

(7.7) wielko±¢ I(η) (∆,T ), a nast�pnie wstawiaj¡
 uzyskany wzór ponownie do równania

(7.7) w miejs
e I(η) (∆,T ) w nawiasie kwadratowym. Parametrami wej±
iowymi do rów-

nania (7.7) s¡: 
aªka przeskoku, 
harakterysty
zna 
z�sto±¢ fononowa oraz poten
jaªy pa-

ruj¡
e. Warto±
i t i ω0 dla nadprzewodnika YCBCZO przyj�to takie same jak dla zwi¡zku

YBa2Cu3O7−δ (YBCO): t = 250 meV oraz ω0 = 75 meV [64℄, [143℄. W przypadku nadprze-

wodnika LSHCO oparto si� na warto±
ia
h t i ω0 uzyskany
h dla La2−xSrxCuO4 (LSCO):

t = 240 meV oraz ω0 = 96 meV [69℄, [168℄. Poten
jaªy paruj¡
e v i u dobrano w ten

sposób, by warto±
i temperatury kryty
znej i temperatury pseudosz
zeliny, obli
zone na

podstawie (7.7), zgadzaªy si� z eksperymentalnymi warto±
iami TC i T ⋆
, wyzna
zonymi w

pra
a
h [13℄, [14℄, [166℄. Nale»y zauwa»y¢, »e mo»na to zrobi¢ w stosunkowo prosty sposób,
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Rysunek 7.1: (A)-(B) Temperatura pseudosz
zeliny i temperatura kryty
zna w funk
ji g�-

sto±
i dziur dla nadprzewodnika YCBCZO [13℄, [14℄. Wykre±lono wyniki dla

ukªadów o ró»nym stopniu uporz¡dkowania. (C)-(D) Temperatura pseudosz-


zeliny i temperatura kryty
zna w zale»no±
i od kon
entra
ji strontu dla nad-

przewodnika LSHCO [68℄. Wzi�to pod uwag� dwa izotopy tlenu [166℄.

gdy» poten
jaª oddziaªywania elektron-fonon jest jednozna
zn¡ funk
j¡ temperatury kry-

ty
znej (v = v (TC)). Nast�pnie wyzna
za si� zrenormalizowany poten
jaª oddziaªywania

elektron-elektron: u = u (v (TC) ,T
⋆) [55℄. Odpowiednie wyniki zaprezentowano na rysunku

7.1 oraz w tabeli 7.1. Na podstawie rysunku 7.1 (A) oraz rezultatów zebrany
h w pra
y

[67℄ mo»na zauwa»y¢, »e nieporz¡dek mi�dzypªasz
zyznowy, indukowany w YBCO przez

wap«, nie zmienia w istotny sposób TC i T ⋆
. Z tego te» powodu warto±
i poten
jaªów v

i u uzyskane dla zwi¡zku YCBCZO (x=0,2; y=0) s¡ bardzo bliskie warto±
i poten
jaªów

paruj¡
y
h, otrzymany
h dla uporz¡dkowanego YBCO.

W przypadku nieporz¡dku wewn¡trzpªasz
zyznowego, generowanego przez 
ynk

w YCBCZO (x=0,2; y=0,04), 
harakterysty
zne temperatury TC i T ⋆
silnie malej¡ wraz ze

wzrostem kon
entra
ji Zn (rysunek 7.1 (B)). W rezulta
ie zna
znie spada warto±¢ poten-


jaªu paruj¡
ego dla oddziaªywania elektron-fonon. Z drugiej jednak strony u zmienia si�

tylko niezna
znie, gdy» musi rekompensowa¢ silny spadek v, tak by mo»na byªo odtworzy¢

eksperymentaln¡ warto±¢ T ⋆
. Na rysunku 7.1 (C)-(D) zaprezentowano zale»no±¢ TC i T ⋆

od

domieszkowania strontem dla dwó
h mas izotopowy
h tlenu w nadprzewodniku LSHCO.

W 
aªym zakresie warto±
i domieszkowania mo»na zauwa»y¢ zupeªnie odmienny wpªyw

wzrostu masy izotopowej tlenu na TC i T ⋆
. Dla temperatury kryty
znej uzyskano dodatni

efekt izotopowy (spadek warto±
i TC), a dla temperatury pseudosz
zeliny efekt izotopowy

jest ujemny (wzrost warto±
i T ⋆
) [170℄. Wyniki zebrane w tabeli 7.1 dowodz¡, »e wzrost

masy izotopowej tlenu powoduje niezna
zny spadek v przy jedno
zesnym niezna
znym
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Tabela 7.1: Temperatura kryty
zna, temperatura pseudosz
zeliny oraz warto±
i poten
ja-

ªów paruj¡
y
h v i u dla nadprzewodników YCBCZO oraz LSHCO [68℄. W przy-

padku YCBCZO, g�sto±¢ dziur (p) obli
zono opieraj¡
 si� na wzorze: TC (p) /
TC,max = 1 − pA (p− pB)

2
[151℄. Dla nadprzewodników nie wykazuj¡
y
h nie-

porz¡dku wewn¡trzpªasz
zyznowego pA = 82,6 oraz pB = 0,16. W prze
iwnym

wypadku, warto±
i parametrów pA i pB rosn¡ wraz ze wzrostem nieporz¡dku

[169℄.

Materiaª Rodzaj TC T⋆ v u

domieszkowania [K] [K]
[√

meV
] [√

meV
]

YCBCZO

(x=0,2; y=0) p=0,115 70,1 243,9 2,2371 2,9926

p=0,123 74,9 224,4 2,2749 2,8642

p=0,131 78,5 205,5 2,3005 2,7422

p=0,139 81,3 186,7 2,3215 2,6133

p=0,147 83,2 167,8 2,3354 2,4868

p=0,155 84,2 148,9 2,3433 2,3548

p=0,163 84,3 130,0 2,3442 2,2112

p=0,170 83,7 114,2 2,3393 2,0922

YCBCZO

(x=0,2; y=0,04) p=0,139 35,4 196,5 1,9159 2,9381

p=0,146 38,9 175,2 1,9503 2,8135

p=0,153 41,5 154,4 1,9811 2,6883

p=0,160 43,2 133,5 2,0009 2,5708

p=0,167 44,0 112,7 2,0101 2,4508

p=0,174 43,9 91,9 2,0097 2,3550

p=0,181 43,0 71,1 1,9993 2,2204

p=0,184 42,4 62,9 1,9929 2,1765

LSHCO

(

16O) x=0,11 13,9 82,2 1,7435 3,0676

x=0,15 32,5 61,0 2,0325 2,7586

x=0,20 28,4 49,2 1,9836 2,7804

x=0,25 10,1 46,5 1,6474 3,0757

LSHCO

(

18O) x=0,11 11,7 103,5 1,6924 3,1509

x=0,15 30,8 70,0 2,0100 2,8137

x=0,20 27,3 53,7 1,9700 2,8069

x=0,25 9,8 48,4 1,6331 3,0867
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Rysunek 7.2: (A)-(B) Parametr porz¡dku w funk
ji temperatury dla nadprzewodnika

YCBCZO. Przyj�to wybrane warto±
i domieszkowania. (C)-(D) Parametr po-

rz¡dku w zale»no±
i od temperatury dla nadprzewodnika LSHCO. Na rysun-

ka
h niebieska pionowa linia wyzna
za warto±
i temperatury kryty
znej [68℄.

wzro±
ie poten
jaªu u.

W nast�pnym kroku wyzna
zono peªn¡ zale»no±¢ parametru porz¡dku od tempera-

tury dla nadprzewodników YCBCZO i LSHCO dla wybrany
h przypadków. Na rysunku

7.2 wykre±lono wyniki uzyskane dla maksymalny
h warto±
i temperatury kryty
znej. �a-

two mo»na zauwa»y¢, »e we wszystki
h analizowany
h przypadka
h ksztaªt funk
ji ∆(T )

bardzo istotnie ró»ni si� od przewidywa« klasy
znej teorii BCS [3℄, [4℄. Przede wszystkim

nale»y zwró
i¢ uwag� na fakt, »e w zakresie od 0 do TC warto±
i parametru porz¡dku

bardzo sªabo zale»¡ od temperatury. W rezulta
ie dla T = TC parametr porz¡dku nie

znika, 
o z �zy
znego punktu widzenia ozna
za istnienie pseudosz
zeliny w elektronowej

g�sto±
i stanów. W zakresie temperatur od TC do T ⋆
parametr porz¡dku niezna
znie ma-

leje, znikaj¡
 w T ⋆
. Na podstawie uzyskany
h rezultatów na rysunku 7.3 i w tabeli 7.2

zaprezentowano warto±
i przerwy energety
znej w temperaturze zera Kelvinów (2∆ (0))

dla wszystki
h analizowany
h w pra
y przypadków. Stwierdzono, »e wzrost g�sto±
i dziur

w nadprzewodniku YCBCZO wywoªuje silny spadek warto±
i przerwy energety
znej nieza-

le»nie od stopnia uporz¡dkowania ukªadu. Nietrudno jest zauwa»y¢, »e zale»no±¢∆(0) od p

jest wyra¹nie skorelowana z ksztaªtem funk
ji T ⋆ (p). Natomiast nie ma wyra¹nego zwi¡zku

pomi�dzy przebiegiem ∆(0) od p a posta
i¡ funk
ji TC (p). Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e opi-

sane powy»ej rezultaty stoj¡ w jawnej sprze
zno±
i z przewidywaniami klasy
znej teorii

BCS, w której wzrostowi lub spadkowi przerwy energety
znej towarzyszy zawsze wzrost

lub spadek warto±
i temperatury kryty
znej [114℄. Równie anomalna zale»no±¢ wyst�puje

pomi�dzy wzrostem nieuporz¡dkowania wewn¡trzpªasz
zyznowego a warto±
i¡ 2∆ (0).
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Tab. 7.2: Warto±
i przerwy energety
znej na powierz
hni Fermiego w temperaturze zera

Kelvinów oraz stosunki R∆ i R∆⋆
dla nadprzewodników YCBCZO i LSHCO [68℄.

Materiaª Rodzaj 2∆ (0) R∆ R∆⋆

domieszkowania [meV]

YCBCZO

(x=0,2; y=0) p=0,115 52,30 8,66 2,49

p=0,123 47,83 7,41 2,47

p=0,131 43,35 6,41 2,45

p=0,139 38,86 5,55 2,42

p=0,147 34,49 4,81 2,39

p=0,155 30,34 4,18 2,36

p=0,163 25,84 3,56 2,31

p=0,170 22,60 3,13 2,30

YCBCZO

(x=0,2; y=0,04) p=0,139 44,04 14,43 2,60

p=0,146 39,21 11,69 2,60

p=0,153 34,32 9,60 2,58

p=0,160 30,04 8,08 2,61

p=0,167 25,46 6,72 2,62

p=0,174 21,98 5,80 2,77

p=0,181 16,73 4,51 2,73

p=0,184 14,63 4,00 2,70

LSHCO

(

16O) x=0,11 25,00 20,87 3,53

x=0,15 17,90 6,39 3,41

x=0,20 16,54 6,76 3,90

x=0,25 19,45 22,35 4,85

LSHCO

(

18O) x=0,11 29,67 29,43 3,33

x=0,15 19,94 7,51 3,31

x=0,20 17,28 7,35 3,74

x=0,25 19,99 23,67 4,79
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Rysunek 7.3: (A) Przerwa energety
zna dla temperatury zera Kelvinów w funk
ji g�sto±
i

dziur dla nadprzewodnika YCBCZO. (B) Warto±¢ przerwy energety
znej dla

temperatury zera Kelvinów w zale»no±
i od kon
entra
ji strontu dla nadprze-

wodnika LSHCO [68℄.

Rysunek 7.3 (A) wyra¹nie dowodzi, »e wraz ze wzrostem nieporz¡dku wewn¡trzpªasz
zy-

znowego warto±¢ przerwy energety
znej niezna
znie wzrasta. Wynik ten jest bardzo zaska-

kuj¡
y, je±li si� we¹mie pod uwag� fakt, »e jedno
ze±nie warto±¢ temperatury kryty
znej

spada prawie o poªow� (patrz tabela 7.1).

W przypadku nadprzewodnika LSHCO domieszkowanie strontem (nieporz¡dek mi�dzy-

pªasz
zyznowy) wywoªuje silny spadek, a nast�pnie wzrost warto±
i parametru porz¡dku

(rysunek 7.3 (B)). Uzyskany rezultat wynika z analogi
znego za
howania poten
jaªu paru-

j¡
ego dla zrenormalizowanego oddziaªywania elektron-elektron przy jedno
zesnym wzro-

±
ie, a nast�pnie spadku poten
jaªu v (patrz tabela 7.1). Równie» i w tym przypadku prze-

bieg ∆(0) od x jest bardziej skorelowany z ksztaªtem funk
ji T ⋆ (x) ni» ksztaªtem funk
ji

TC (x). Bior¡
 pod uwag� wpªyw masy izotopowej tlenu na warto±¢ przerwy energety
z-

nej wida¢ wyra¹nie, »e wzrost masy izotopowej tlenu wywoªuje zna
zny wzrost warto±
i

przerwy energety
znej. Uzyskany rezultat wyra¹nie koreluje z wynikiem otrzymanym dla

temperatury pseudosz
zeliny. Jest natomiast 
aªkowi
ie niezgodny z przewidywaniami teo-

rii BCS, gdzie wspóª
zynnik izotopowy wynosi 0,5 [114℄. Osza
owanie warto±
i przerwy

energety
znej w temperaturze zera Kelvinów przy dany
h TC i T ⋆
pozwala w prosty sposób

obli
zy¢ warto±
i dwó
h bezwymiarowy
h parametrów:

R∆ ≡ 2∆ (0)

kBTC
oraz R∆⋆ ≡ 2∆ (0)

kBT ⋆
. (7.8)

Uzyskane wyniki zaprezentowano na rysunku 7.4 oraz w tabeli 7.2. Mo»na zauwa»y¢,

»e parametr R∆ dla obydwu nadprzewodników zmienia si� w bardzo szerokim zakresie

warto±
i, przy 
zym zakres warto±
i R∆ ulega wyra¹nemu poszerzeniu wraz ze wzrostem

nieporz¡dku wewn¡trzpªasz
zyznowego, indukowanego przez 
ynk lub na skutek zast¡pie-
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Rysunek 7.4: (A)-(B) Stosunek R∆ dla nadprzewodnika YCBCZO i LSHCO. (C)-(D) War-

to±
i stosunku R∆⋆
dla nadprzewodnika YCBCZO i LSHCO [68℄.

nia izotopu

16O przez izotop

18O. Nale»y podkre±li¢, »e uzyskany rezultat wynika z braku

korela
ji pomi�dzy warto±
i¡ przerwy energety
znej a warto±
i¡ temperatury kryty
znej.

Sytua
ja ulega zmianie, gdy we¹mie si� pod uwag� parametr R∆⋆
. Na podstawie zapre-

zentowany
h dany
h wida¢ wyra¹nie, »e warto±¢ przerwy energety
znej zmienia si�

w podobny sposób jak warto±¢ temperatury pseudosz
zeliny, 
o powoduje sªab¡ zale»no±¢

stosunku R∆⋆
od g�sto±
i dziur, nieporz¡dku lub masy izotopowej tlenu.

W ostatniej 
z�±
i rozdziaªu zwró
ono uwag� na fakt, »e korzystaj¡
 z równania (7.7)

mo»na wyprowadzi¢ jawny zwi¡zek pomi�dzy warto±
i¡ przerwy energety
znej a warto-

±
i¡ temperatury pseudosz
zeliny. W tym 
elu nale»y skorzysta¢ z faktu, »e dla T = T ⋆

po
hodna

d∆
dT

jest nieokre±lona. St¡d, ró»ni
zkuj¡
 obustronnie równanie (7.7), otrzymuje

si�:

2u2∆
(

I(η) (∆,T )
)3 d∆

dT
= −

[

v2 + 3 (u∆)2
(

I(η) (∆,T )
)2
] dI(η) (∆,T )

dT
. (7.9)

Niezbyt skomplikowane ra
hunki pozwalaj¡ nast�pnie uzyska¢ rezultat:

dI(η) (∆,T )

dT
=

[

1

kBT
J
(η)
A (∆,T )− J

(η)
B (∆,T )

]

∆
d∆

dT
− 1

4kBT 2
J
(η)
C (∆,T ) , (7.10)

gdzie:

J
(η)
A (∆,T ) ≡ 1

N0

ω0
∑

k

η4 (k)

4
(

ε2
k

+ (η (k)∆)2
)sech2





β
√

ε2
k

+ (η (k)∆)2

2



 , (7.11)
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J
(η)
B (∆,T ) ≡ 1

N0

ω0
∑

k

η4 (k)

2
(

ε2
k

+ (η (k)∆)2
)3/2

tanh





β
√

ε2
k

+ (η (k)∆)2

2





(7.12)

oraz

J
(η)
C (∆,T ) ≡ 1

N0

ω0
∑

k

η2 (k) sech2





β
√

ε2
k

+ (η (k)∆)2

2



 . (7.13)

Podstawiaj¡
 wzór (7.10) do równania (7.9) otrzymuje si� jawne wyra»enie na po-


hodn¡

d∆
dT
:

d∆

dT
=

1
4kBT 2

[

v2 + 3 (u∆)2
(

I(η) (∆,T )
)2
]

J
(η)
C (∆,T )

[

2u2 (I(η) (∆,T ))
3
+
[

v2 + 3 (u∆)2 (I(η) (∆,T ))
2
] [

1
kBT

J
(η)
A (∆,T )− J

(η)
B (∆,T )

]]

∆
.

(7.14)

Równanie wi¡»¡
e ∆(0) z T ⋆
otrzymuje si�, »¡daj¡
 by mianownik w wyra»eniu (7.14)

wynosiª zero. St¡d:

kBT
⋆ =

J
(η)
A (σ∆(0) ,T ⋆)

J
(η)
B (σ∆(0) ,T ⋆)− 2u2[I(η)(σ∆(0),T ⋆)]

3

v2+3u2[σ∆(0)]2[I(η)(σ∆(0),T ⋆)]
2

, (7.15)

gdzie parametr σ wynosi w przybli»eniu 0,76.

Warto podkre±li¢, »e warto±¢ σ zostaªa tak dobrana, by jak najdokªadniej odtworzy¢

wyniki numery
zne dla badany
h w pra
y nadprzewodników (patrz tabela 7.3). Dodatkowo

mo»na zauwa»y¢, »e w grani
y v/u → 0 równanie (7.15) przyjmuje sz
zególnie prost¡ po-

sta¢:

kBT
⋆ =

J
(η)
A (σ∆(0) ,T ⋆)

J
(η)
B (σ∆(0) ,T ⋆)− 2

3
1

[σ∆(0)]2
I(η) (σ∆(0) ,T ⋆)

. (7.16)

7.3 Omówienie uzyskany
h wyników

Podsumowuj¡
, w rozdziale opisano wpªyw g�sto±
i dziur, nieporz¡dku mi�dzy- i we-

wn¡trzpªasz
zyznowego oraz masy izotopowej tlenu na warto±¢ przerwy energety
znej

w nadprzewodnika
h YCBCZO i LSHCO. Stwierdzono, »e niezale»nie od rodzaju badanego

materiaªu przerwa energety
zna jest ±
i±le skorelowana z temperatur¡ pseudosz
zeliny. Nie

zaobserwowano natomiast »adnej korela
ji pomi�dzy 2∆ (0) a temperatur¡ kryty
zn¡. Uzy-

skane rezultaty ozna
zaj¡, »e warto±¢ stosunku R∆ mo»e si� bardzo zmienia¢ w zale»no±
i

od odst�pstw od wyj±
iowego skªadu 
hemi
znego. Z drugiej strony zmiany warto±
i pa-

rametru R∆⋆
b�d¡ ra
zej niewielkie.

W rozdziale jawnie zamiesz
zono wszystkie najistotniejsze wyniki numery
zne, z tego

te» powodu warto d¡»y¢ do ilo±
iowej i
h wery�ka
ji przy pomo
y dost�pny
h metod

eksperymentalny
h.
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Tab. 7.3: Rezultaty obli
ze« dla warto±
i parametru σ = 0,76. Symbol ∆T ⋆
zostaª zde�-

niowany przy pomo
y wzoru: ∆T ⋆ ≡ 100% ·
(

[T ⋆]n − [T ⋆]Eq.

)

/ [T ⋆]n, gdzie [T ⋆]n
oraz [T ⋆]Eq. ozna
zaj¡ odpowiednio warto±
i temperatury pseudosz
zeliny uzy-

skane numery
znie lub przy pomo
y równania (7.15) [68℄.

Materiaª Rodzaj [T⋆]n [K] [T⋆]Eq. [K] |∆T⋆| %
domieszkowania

YCBCZO

(x=0,2; y=0) p = 0,115 243,9 279,0 14,4

p = 0,123 224,4 258,1 15,0

p = 0,131 205,5 233,3 13,5

p = 0,139 186,7 211,6 13,3

p = 0,147 167,8 191,3 14,0

p = 0,155 148,9 169,0 13,5

p = 0,163 130,0 147,8 13,7

p = 0,170 114,2 136,4 19,4

YCBCZO

(x=0,2; y=0,04) p = 0,139 196,5 214,5 9,2

p = 0,146 175,2 189,2 8,0

p = 0,153 154,4 163,8 6,1

p = 0,160 133,5 140,7 5,4

p = 0,167 112,7 117,5 4,3

p = 0,174 91,9 101,1 10,1

p = 0,181 71,1 77,1 8,4

p = 0,184 62,9 68,3 8,6

LSHCO

(

16O) x=0,11 82,2 69,1 15,9

x=0,15 61,0 64,6 5,9

x=0,20 49,2 54,0 9,8

x=0,25 46,5 - -

LSHCO

(

18O) x=0,11 103,5 95,9 7,3

x=0,15 70,0 69,9 0,1

x=0,20 53,7 56,6 5,4

x=0,25 48,4 - -



Podsumowanie wyników zawarty
h w

rozprawie doktorskiej

W rozprawie doktorskiej wyzna
zono wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nadprzewo-

dz¡
ego, indukowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon oraz elektron-elektron-fonon

w wybrany
h ukªada
h �zy
zny
h. Sz
zególn¡ uwag� zwró
ono na materiaªy, które mog¡

osi¡ga¢ wysok¡ warto±¢ temperatury kryty
znej. Sz
zegóªowe ra
hunki przeprowadzono

w rama
h formalizmu Eliashberga, który zostaª omówiony w rozdziale trze
im jako gªówne

narz�dzie sªu»¡
e do opisu wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego, indukowa-

nego przez oddziaªywanie elektron-fonon. Wst�pne rozwa»ania zilustrowano na przykªadzie

kondensatu nadprzewodz¡
ego, tworz¡
ego si� w fosforze znajduj¡
ym si� pod dziaªaniem

wysokiego 
i±nienia: p ∈ {20, 30, 40, 70} GPa. W odniesieniu do badanego ukªadu �zy
z-

nego stwierdzono, »e niezbyt wysokie warto±
i staªej sprz�»enia elektron-fonon oraz silne

oddziaªywaniania deparuj¡
e odpowiedzialne s¡ za niskie warto±
i temperatury kryty
znej.

Ponadto wykazano, »e niezna
zne efekty retarda
yjne i silno-sprz�»eniowe nie powoduj¡

istotny
h odst�pstw warto±
i pozostaªy
h parametrów termodynami
zny
h od warto±
i

przewidywany
h przez teori� BCS.

W rozdziale 
zwartym rozprawy sz
zegóªowo omówiono wªa±
iwo±
i termodynami
zne

metali
znego atomowego wodoru pod 
i±nieniem 802 GPa. W sz
zególno±
i, w rama
h kla-

sy
znego formalizmu Eliashberga, dokªadnie przewidziano warto±¢ temperatury kryty
znej

(TC ∈ 〈259,4; 332,7〉 K) oraz warto±
i parametru porz¡dku (∆(0) ∈ 〈50,4; 67,3〉 meV) dla

szerokiego zakresu pseudopoten
jaªu kulombowskiego (µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,2〉). Obli
zono równie»
warto±
i bezwymiarowy
h parametrów: R∆ (µ⋆) ∈ 〈4,51; 4,70〉, RH (µ⋆) ∈ 〈0,130; 0,132〉
oraz RC (µ⋆) ∈ 〈2,50; 2,57〉. Stwierdzono, »e wyst�powanie zna
zny
h efektów retarda
yj-

ny
h i silno-sprz�»eniowy
h powoduje du»¡ ró»ni
� pomi�dzy uzyskanymi rezultatami

a przewidywaniami klasy
znej teorii BCS.

W kolejnym rozdziale przedyskutowano mo»liwo±¢ wyst�powania stanu nadprzewo-

dz¡
ego w planeta
h giganta
h, zbudowany
h przede wszystkim z wodoru. W tym 
elu

wyzna
zono wªa±
iwo±
i termodynami
zne stanu nadprzewodz¡
ego, indukuj¡
ego si�

w metali
znym wodorze pod dziaªaniem 
i±nienia 3500 GPa. Rozpatrywana warto±¢ 
i-

±nienia reprezentuje skrajne 
i±nienia, jakie dziaªaj¡ na metali
zny wodór, znajduj¡
y

si� w pobli»u j¡dra planety o rozmiara
h zbli»ony
h do rozmiarów Jowisza. Ponadto

dla p = 3500 GPa stan nadprzewodz¡
y posiada jedn¡ z najwy»szy
h warto±
i tempe-
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ratury kryty
znej. Odpowiednie obli
zenia przeprowadzono przy u»y
iu klasy
znego for-

malizmu Eliashberga. Pod uwag� wzi�to szeroki zakres pseudopoten
jaªu kulombowskiego

(µ⋆ ∈ 〈0,1; 0,3〉). Stwierdzono, »e temperatura kryty
zna zmienia si� od 312 K do 447 K

w zale»no±
i od przyj�tej warto±
i pseudopoten
jaªu kulombowskiego. Ponadto pozostaªe

wielko±
i termodynami
zne, takie jak 
iepªo wªa±
iwe stanu nadprzewodz¡
ego, parametr

porz¡dku i termodynami
zne pole kryty
zne, bardzo istotnie odbiegaj¡ od przewidywa«

klasy
znej teorii BCS. Ró»ni
e pomi�dzy przewidywaniami teorii Eliashberga a teori¡ BCS

wynikaj¡ z istnienia zna
zny
h efektów retarda
yjny
h i silno-sprz�»eniowy
h w fazie nad-

przewodz¡
ej wodoru.

Na podstawie wyzna
zony
h funk
ji TC (µ⋆) oraz literaturowy
h warto±
i tempera-

tury kryty
znej, osza
owany
h dla ni»szy
h 
i±nie«, s
harakteryzowano pro
es induk
ji

stanu nadprzewodz¡
ego we wn�trzu planet typu zimny Jowisz. Zwró
ono uwag�, »e ze

wzgl�du na powolny pro
es stygni�
ia planet olbrzymów w pó¹niejszym etapie i
h ewolu-


ji termi
znej stan nadprzewodz¡
y w tego typu 
iaªa
h niebieski
h pojawi si� w okresie

poprzedzaj¡
ym ±mier¢ termi
zn¡ Wsze
h±wiata. Dodatkowo wykazano, »e zimny Jowisz,

posiadaj¡
y niezerow¡ pr�dko±¢ obrotu wokóª wªasnej osi, b�dzie ¹ródªem bardzo sªabego

pola magnety
znego o induk
ji rz�du 10−11
Gs.

W rozdziale szóstym opisano wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewo-

dz¡
ego, indukuj¡
ego si� w miedziana
h. Rozwa»ania oparto na hamiltonianie modelu-

j¡
ym efektywne oddziaªywanie elektron-fonon i elektron-elektron-fonon. W pierwszym

kroku, w przybli»eniu dimerowym, uzasadniono matematy
znie posta¢ rozpatrywanego

operatora. Nast�pnie, wykorzystuj¡
 skalarne funk
je Greena, w rama
h uogólnionego for-

malizmu Eliashberga, wyprowadzono równania termodynami
zne, determinuj¡
e funk
j�

parametru porz¡dku, 
zynnik renormalizuj¡
y funk
j� falow¡ i funk
j� przesuni�
ia ener-

gii. Wykazano, »e uprosz
zona posta¢ równa« Eliashberga, sprowadzaj¡
a si� do równa-

nia 
aªkowego na parametr porz¡dku uogólnia wyniki, które mo»na otrzyma¢ przy u»y
iu

transforma
ji kanoni
znej. St¡d wysnuto wniosek, »e otrzymany model poprawnie wi¡»e ze

sob¡ eksperymentalne warto±
i temperatury kryty
znej, temperatury Nernsta i parametru

porz¡dku w temperaturze zera Kelvinów. Równanie na parametr porz¡dku, wynikaj¡
e

z uprosz
zony
h równa« Eliashberga, jest o tyle istotne, »e pozwala na wyprowadzenie

anality
zny
h wzorów na podstawowe parametry termodynami
zne stanu nadprzewodz¡-


ego (temperatura kryty
zna, temperatura Nernsta i parametr porz¡dku). Na podstawie

powy»szy
h wzorów udaªo si� uzyska¢ diagram wi¡»¡
y TC i T ⋆⋆
, którego poprawno±¢ po-

twierdzaj¡ istniej¡
e dane eksperymentalne. Nast�pnie wyzna
zono ograni
zenie na mak-

symalne warto±
i temperatury Nernsta dla bardzo niski
h TC oraz ograni
zenie od doªu

dla T ⋆⋆
, wyst�puj¡
e dla temperatur kryty
zny
h wy»szy
h ni» 150 K.

Analiza przeprowadzona na poziomie równa« Eliashberga pozwoliªa wyja±ni¢ bardziej

zªo»one wªa±
iwo±
i wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego. W sz
zególno±
i

stwierdzono, »e eksperymentalna zale»no±¢ parametru porz¡dku od dotowania mo»e by¢

odtworzona dla odpowiednio du»ej warto±
i poten
jaªu EEF. Równania Eliashberga po-
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prawnie opisuj¡ równie» rodzaj przej±
ia fazowego stan normalny - stan nadprzewodz¡
y.

Ciekawy wynik otrzymano przy próbie zbadania po
hodzenia sz
zeliny energety
znej

w elektronowej g�sto±
i stanów. Otrzymane wyniki dowodz¡, »e sz
zelina energety
zna jest

indukowana przez diagonalne elementy ma
ierzowej energii wªasnej (Z i χ), które zwi¡-

zane s¡ z anomalnym stanem normalnym. Jawny wkªad do przebiegu elektronowej g�sto±
i

stanów, po
hodz¡
y od stanu nadprzewodz¡
ego, okazuje si� by¢ pomijalnie maªy.

W ostatnim rozdziale rozprawy doktorskiej omówiono wpªyw g�sto±
i dziur, niepo-

rz¡dku mi�dzy- i wewn¡trzpªasz
zyznowego oraz masy izotopowej tlenu na warto±¢ prze-

rwy energety
znej w nadprzewodnika
h YCBCZO i LSHCO. Stwierdzono, »e niezale»nie od

rodzaju badanego materiaªu przerwa energety
zna jest ±
i±le skorelowana z temperatur¡

pseudosz
zeliny, natomiast brak istotnej korela
ji pomi�dzy 2∆ (0) a temperatur¡ kry-

ty
zn¡. Uzyskane rezultaty ozna
zaj¡, »e warto±¢ stosunku R∆ mo»e si� bardzo zmienia¢

w zale»no±
i od odst�pstw od wyj±
iowego skªadu 
hemi
znego. Z drugiej strony zmiany

warto±
i parametru R∆⋆
b�d¡ ra
zej niewielkie.



Dodatek A

Dyskusja oddziaªywania elektron-fonon i elektron-

elektron-fonon: przybli»enie dimerowe

Zazwy
zaj wªa±
iwo±
i silnie skorelowanego ukªadu elektronowego, dodatkowo sprz�-

»onego z drganiami sie
i krystali
znej, wyzna
za si� przy pomo
y efektywnego modelu

elektronowego (fononowe stopnie swobody mo»na wyrugowa¢ na przykªad przy pomo
y

transforma
ji Langa-Firsova [171℄). Uzyskany model elektronowy mo»e by¢ punktem wyj-

±
ia dla hamiltonianu, w którym ponownie odtwarza si� sprz�»enie elektronowo-fononowe.

Jest to o
zywi±
ie sprz�»enie efektywne, które wynika z jawnej zale»no±
i parametrów

modelu elektronowego od wzajemnej odlegªo±
i mi�dzyjonowej (R). Nale»y podkre±li¢,

»e efektywne sprz�»enie elektron-fonon ró»ni si� istotnie od wyj±
iowego oddziaªywania,

wyst�puj¡
ego pomi�dzy elektronami a drganiami sie
i krystali
znej, gdy» zawiera ono

niekonwen
jonalne 
zªony powi¡zane ze wszystkimi istotnymi parametrami modelu elek-

tronowego.

Z uwagi na zªo»ono±¢ matematy
zn¡ omawianego zagadnienia, sz
zegóªowe rozwa»ania

ograni
zono do przypadku dimera. Uzyskane wyniki pozwoliªy jednak uzasadni¢ 
zªony

oddziaªywania w hamiltonianie (6.1). Nale»y wzi¡¢ pod uwag� operator posta
i:

Hdim ≡ HE
dim + HF

dim + HEF
dim, który byª analizowany w pra
y [172℄. Cz�±¢ elektronowa

uwzgl�dnia wszystkie wyrazy jedno- i dwu
iaªowe, w który
h parametry modelowane s¡

przez orbital gaussowski:

HE
dim = ǫ

′

0

∑

σ

(n1σ + n2σ)−
∑

σ

[

t
′ −X

′

(n1−σ + n2−σ)
] (

c†1σc2σ +H.c.
)

(7.17)

+ U
′
∑

j=1,2

nj↑nj↓ + V
′

n1n2 − 2J
′

zS
z
1S

z
2 − J

′

xy

(

S+
1 S

−
2 +H.c.

)

+ P
′

(

c†1↑c
†
1↓c2↓c2↑ +H.c.

)

,

gdzie parametry ǫ
′

0, t
′

, X
′

, U
′

, V
′

oraz P
′

= J
′

z = J
′

xy zostaªy zde�niowane w pra
y [60℄;

HF
dim jest 
zªonem nieoddziaªuj¡
y
h fononów, a HEF

dim opisuje sprz�»enie elektron-fonon

typu Holstein'a.

W pra
y [172℄ wykazano, »e po wyeliminowaniu fononowy
h stopni swobody przy po-
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Rysunek 7.5: (A) Caªka przeskoku i naw�zªowe odpy
hanie kulombowskie w funk
ji odlegªo-

±
i mi�dzyjonowej [172℄. (B) Staªa sprz�»enia elektron-fonon i staªa sprz�»enia

elektron-elektron-fonon w funk
ji odlegªo±
i mi�dzyjonowej [139℄.

mo
y transforma
ji kanoni
znej Langa-Firsova oraz fonowej funk
ji falowej, dwa najbar-

dziej zna
z¡
e wyrazy jedno- i dwu
iaªowe rozwa»anego hamiltonianu (
aªka przeskoku

i naw�zªowe odpy
hanie kulombowskie) przyjmuj¡ posta¢:

t ≡ η1t
′

, oraz U ≡ U
′ − η2, (7.18)

gdzie: η1 ≡ exp (−2α2
0γ

2
1e

−4γ2) oraz η2 ≡ 2ω0α
2
0 [1 + γ1 (2− γ1)]. Symbole α0, γ1 oraz γ2

ozna
zaj¡ odpowiednio: stosunek staªej sprz�»enia elektron-fonon do fononowej energii

Einsteina, parametr waria
yjny transforma
ji Langa-Firsova oraz parametr waria
yjny

fononowej funk
ji falowej. W rozpatrywanym przypadku 
aªka przeskoku t
′

i naw�zªowe

odpy
hanie U
′

mog¡ zosta¢ obli
zone przy pomo
y wzorów (ukªad jednostek atomowy
h):

t
′

=
1

2

(

R2γ4
3S

1− S2

)

+

(

2γ3
√

2/π

1− S2

)

[

2SF
(

R2γ2
3/2
)

− S − SF
(

2R2γ2
3

)]

(7.19)

oraz

U
′

=

(

γ3/
√
π

(1− S2)2

)

[

2− S2 + 2S4 + S2F
(

γ2
3R

2
)

− 4S2F
(

γ2
3R

2/4
)]

, (7.20)

gdzie γ3 reprezentuje parametr waria
yjny znormalizowanego orbitalu gaussowskiego

(φj (r) ≡ (2γ2
3/π)

3/4
exp

[

−γ2
3 (r−Rj)

2]
), S to 
aªka nakrywania oraz F (z) ≡

z−1/2Erf
(

z1/2
)

.

Opieraj¡
 si� na zaprezentowany
h rezultata
h ªatwo mo»na zauwa»y¢, »e po minima-

liza
ji energii 
aªkowitej ukªadu efektywne parametry t i U (dla zadany
h z góry α0 i ω0)

s¡ tylko funk
jami R. Przyjmuj¡
 warto±
i α0 = 470 meV i ω0 = 100 meV (rz¡d warto±
i


harakterysty
zny dla wysokotemperaturowego stanu nadprzewodz¡
ego) mo»na wykaza¢,
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»e w przebiega
h funk
ji t (R) i U (R) wyst�puj¡ skoki [172℄ (patrz równie» rysunek 7.5

(A)). Bior¡
 pod uwag� interesuj¡
e warto±
i �zy
zne parametrów (t ≃ 250 meV oraz

U ∈ 〈∼ 2, ∼ 10〉 eV), stwierdzono, »e skoki t i U , wyst�puj¡
e w przybli»eniu dimerowym

dla R ≃ 3A (A = 10−10 m), s¡ przy
zyn¡ istnienia wysoki
h warto±
i efektywny
h staªy
h

sprz�»enia elektron-fonon i elektron-elektron-fonon (gt ≡ δt (R) /δR oraz gU ≡ δU (R) /

δR). Przy 
zym gU jest zna
znie wi�ksze ni» gt (rysunek 7.5 (B)). St¡d najbardziej zna-


z¡
e 
zªony oddziaªywania typu elektronowo-fononowego (w reprezenta
ji p�dowej) maj¡

posta¢ tak¡, jak prezentuj¡ wzory (6.3) i (6.4).



Dodatek B

Skalarne energie wªasne

W dodatku zaprezentowano jawn¡ posta¢ skalarny
h energii wªasny
h:

m
(A)
k

(iωn) ≡
∑

qq

′

v
(1)
k−q

(q) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c
k−q↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn
(7.21)

+
∑

k

′

2qq
′
l

′

v
(1)
k−q

(q) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

<< c
k−q↑φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

+
∑

k

′

1qq
′
l

′

v
(1)
k−q

(q) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

<< c
k−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn

+
∑

k2qq
′
l

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn

+
∑

k1qq
′
l

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn

+
∑

k2k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

+
∑

k

′

1k2qq
′
ll

′

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn

+
∑

k1k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

+
∑

k1k
′

1qq
′
ll

′

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn
,
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m
(B)
k

(iωn) ≡ −
∑

qq

′

v
(1)
k−q

(q) v
(1)

−k−q

′

(

q
′

)

<< c
k−q↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>iωn
(7.22)

−
∑

k

′

2qq
′
l

′

v
(1)
k−q

(q) v
(2)

−k+l

′

,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

<< c
k−q↑φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k

′

1qq
′
l

′

v
(1)
k−q

(q) v
(2)

k

′

1,−k−l

′−q

′

(

q
′

,l
′

)

<< c
k−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>iωn

−
∑

k2qq
′
l

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(1)

−k−q

′

(

q
′

)

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>iωn

−
∑

k1qq
′
l

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(1)

−k−q

′

(

q
′

)

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>iωn

−
∑

k2k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(2)

−k+l

′

,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

× << c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k

′

1k2qq
′
ll

′

v
(2)
k+l,k2

(q,l) v
(2)

k

′

1,−k−l

′−q

′

(

q
′

,l
′

)

× << c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>iωn

−
∑

k1k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(2)

−k+l

′

,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

× << c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k1k
′

1qq
′
ll

′

v
(2)
k1,k−l−q

(q,l) v
(2)

k

′

1,−k−l

′−q

′

(

q
′

,l
′

)

× << c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>iωn
,
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m
(C)
k

(iωn) ≡ −
∑

qq

′

v
(1)
−k

(q) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c†−k+q↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn
(7.23)

−
∑

k

′

2qq
′
l

′

v
(1)
−k

(q) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

<< c†−k+q↓φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k

′

1qq
′
l

′

v
(1)
−k

(q) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

<< c†−k+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn

−
∑

k2qq
′
l

v
(2)
−k,k2

(q,l) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn

−
∑

k1qq
′
l

v
(2)
k1,−k

(q,l) v
(1)
k

(

q
′

)

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>iωn

−
∑

k2k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
−k,k2

(q,l) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

× << c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k

′

1k2qq
′
ll

′

v
(2)
−k,k2

(q,l) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

× << c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn

−
∑

k1k
′

2qq
′
ll

′

v
(2)
k1,−k

(q,l) v
(2)

k,k
′

2

(

q
′

,l
′

)

× << c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>iωn

−
∑

k1k
′

1qq
′
ll

′

v
(2)
k1,−k

(q,l) v
(2)

k

′

1,k

(

q
′

,l
′

)

× << c†
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†
−k+l+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>iωn
,
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m
(D)
k

(iωn) ≡
∑

qq

′

v
(1)
−k

(q) v
(1)

−k−q

′

(

q
′

)

<< c†−k+q↓φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>iωn
(7.24)

+
∑

k

′

2qq
′
l

′

v
(1)
−k

(q) v
(2)

−k+l

′

,k
′

2

(

q
′

,l
′
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′

+q
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q
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∑
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∑
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<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>iωn
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∑
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+
∑
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.
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Przybli»ona posta¢ funk
ji Greena de�niuj¡
y
h skalarne

energie wªasne

Skalarne energie wªasne (równania (7.21)-(7.24)) maj¡ zbyt skomplikowan¡ posta¢ ana-

lity
zn¡, by mo»na byªo je analizowa¢ w sposób ±
isªy. Z tego powodu funk
je Greena,

de�niuj¡
e energie wªasne, zostaªy przybli»one. Odpowiednie ra
hunki przeprowadzono

w reprezenta
ji 
zasowej (τ). Zwi¡zek pomi�dzy reprezenta
j¡ 
zasow¡ a reprezenta
j¡

energety
zn¡ zostaª omówiony na ko«
u dodatku.

Przybli»ona posta¢ funk
ji Greena wyst�puj¡
y
h w energii wªasnej m
(A)
k

(τ):

<< c
k−q↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ−q,q′ << c
k−q↑|c†

k−q↑ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ , (7.25)

<< c
k−q↑φq

|c†
k−l

′↑c
†
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′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>τ≃ −δ
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′
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′

〈

n
k2

′↓

〉

(7.26)

× << c
k−q↑|c†

k−q↑ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ−q,q′δ
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′

,0

〈

n
k1

′↓

〉

(7.27)

× << c
k−q↑|c†

k−q↑ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ
l,q

′δ
l,−q

〈n
k2↓〉 (7.28)

× << c
k−q↑|c†

k−q↑ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ−q,q
′δ

l,0 〈nk1↓〉 (7.29)

× << c
k−q↑|c†

k−q↑ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,
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<< c
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′
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〉
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†
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>>τ .
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Przybli»ona posta¢ funk
ji Greena wyst�puj¡
y
h w energii wªasnej m
(B)
k

(τ):

<< c
k−q↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ−q,q′ << c
k−q↑|c−k+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ , (7.34)

<< c
k−q↑φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ −δ
l

′

,qδl′ ,−q

′

〈

n
k

′

2↑

〉

(7.35)

× << c
k−q↑|c−k+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
q,−q

′δ
l

′

,0

〈

n
k

′

1↑

〉

(7.36)

× << c
k−q↑|c−k+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
l,−q

δ
q

′ ,−q

〈n
k2↓〉 (7.37)

× << c
k−q↑|c−k+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
l,0δ

q

′ ,−q

〈n
k1↓〉 (7.38)

× << c
k−q↑|c−k+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ δ
l,−l

′δ
q,−q

′
(7.39)

× δ
k2,−k

′

2
<< c

k+l↑|c−k−l↓ >>τ<< c†
k2+l+q↓|c

†
−k2−l−q↑ >>τ

× << c
k2↓|c−k2↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c
k+l↑c

†
k2+l+q↓ck2↓φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ δ
q,−q

′δ
l

′

,l+q

(7.40)

× δ−k2,k
′

1
<< c

k+l↑|c−k−l↓ >>τ<< c†
k2+l+q↓|c

†
−k2−l−q↑ >>τ

× << c
k2↓|c−k2↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ δ
l+q,l

′δ
q,−q

′
(7.41)

× δ
k1,−k

′

2
<< c

k−l−q↑|c−k+l+q↓ >>τ<< c
k1↓|c−k1↑ >>τ

× << c†
k1−l↓|c

†
−k1+l↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,
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<< c†
k1−l↓ck1↓ck−l−q↑φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ δ
l,−l

′δ
q

′ ,−q

(7.42)

× δ
k1,−k

′

1
<< c

k1↓|c−k1↑ >>τ<< c†
k1−l↓|c

†
−k1+l↑ >>τ

× << c
k−l−q↑|c−k+l+q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ .
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Przybli»ona posta¢ funk
ji Greena wyst�puj¡
y
h w energii wªasnej m
(C)
k

(τ):

<< c†−k+q↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ
q,−q

′ << c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ , (7.43)

<< c†−k+q↓φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>τ≃ −δ
l

′

,−q

′δ
q,l

′

〈

n
k

′

2↓

〉

(7.44)

× << c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ
q

′
,−q

δ
l

′

,0

〈

n
k

′

1↓

〉

(7.45)

× << c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ
l,q′δ

l,−q

〈n
k2↑〉 (7.46)

× << c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k+q

′↑φq

′ >>τ≃ −δ
q,−q

′δ
l,0 〈nk1↑〉 (7.47)

× << c†−k+q↓|c
†
k−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>τ≃ δ
k

′

2,−k2
δ
l

′

,−l

(7.48)

× δ
q,−q

′ << c
k2↑|c−k2↓ >>τ<< c†−k−l↓|c

†
k+l↑ >>τ

× << c†
k2+l+q↑|c

†
−k2−l−q↓ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>τ≃ δ
k

′

1,−k2
δ
l

′

,l+q

(7.49)

× δ
q,−q

′ << c
k2↑|c−k2↓ >>τ<< c†

k2+l+q↑|c
†
−k2−l−q↓ >>τ

× << c†−k−l↓|c
†
k+l↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,



Dodatek C 117

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k−l

′↑c
†
k

′

2+l

′

+q

′↓ck
′

2↓
φ
q

′ >>τ≃ δ
k

′

2,−k1
δ
l,l

′

+q

′
(7.50)

× δ
q

′ ,−q

<< c
k1↑|c−k1↓ >>τ<< c†

k1−l↑|c
†
−k1+l↓ >>τ

× << c†−k+l+q↓|c
†
k−l−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↓ck
′

1↓
c†
k+l

′

+q

′↑φq

′ >>τ≃ δ
k

′

1,−k1
δ−l,l

′
(7.51)

× δ
q,−q

′ << c
k1↑|c−k1↓ >>τ<< c†

k1−l↑|c
†
−k1+l↓ >>τ

× << c†−k+l+q↓|c
†
k−l−q↑ >>τ<< φ

q

|φ−q

>>τ .
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Przybli»ona posta¢ funk
ji Greena wyst�puj¡
y
h w energii wªasnej m
(D)
k

(τ):

<< c†−k+q↓φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
q,−q

′ << c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ (7.52)

× << φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k+q↓φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ −δ
q,l

′δ
l

′

,−q

′

〈

n
k

′

2↑

〉

(7.53)

× << c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
l

′

,0δ−q

′ ,q

〈

n
k

′

1↑

〉

(7.54)

× << c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
q

′ ,−q

δ
l,q′ 〈n

k2↑〉 (7.55)

× << c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c−k−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
l,0δ

q

′
,−q

〈n
k1↑〉 (7.56)

× << c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ −δ−q,q′
(7.57)

× δ
l,−q

δ
l

′

,−q

′ 〈n
k2↑〉

〈

n
k

′

2↑

〉

<< c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†−k−l↓c
†
k2+l+q↑ck2↑φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
l,−q

(7.58)

× δ
l

′

,0δq′
,−q

〈n
k2↑〉

〈

n
k

′

1↑

〉

<< c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,

<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c−k+l

′↓c
†
k

′

2+l

′

+q

′↑ck
′

2↑
φ
q

′ >>τ≃ −δ
l,0 (7.59)

× δ
l

′

,−q

′δ
q

′ ,−q

〈n
k1↑〉

〈

n
k

′

2↑

〉

<< c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ ,
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<< c†
k1−l↑ck1↑c

†
−k+l+q↓φq

|c†
k

′

1−l

′↑ck
′

1↑
c−k−l

′−q

′↓φq

′ >>τ≃ −δ
q,−q

′
(7.60)

× δ
l,0δ

l

′

,0 〈nk1↑〉
〈

n
k

′

1↑

〉

<< c†−k+q↓|c−k+q↓ >>τ<< φ
q

|φ−q

>>τ .

Aby powró
i¢ do reprezenta
ji energety
znej, nale»y skorzysta¢ ze wzorów:

〈〈A|B〉〉τ =
1

β

∑

ωn

e−iωnτ 〈〈A|B〉〉iωn
, (7.61)

〈〈A|B〉〉iωn
=

∫ β

0

dτeiωnτ 〈〈A|B〉〉τ (7.62)

oraz

δωn,ωm
=

1

β

∫ β

0

dτei(ωn−ωm)τ . (7.63)

W przypadku funk
ji Greena, daj¡
y
h si� przybli»y¢ przy pomo
y wzoru:

〈〈

M
∏

k=1

AkφA|
M
∏

k=1

BkφB

〉〉

τ

≃
M
∏

k=1

〈〈Ak|Bk〉〉τ 〈〈φA|φB〉〉τ , (7.64)

wykorzystuje si� formuª�:

〈〈

M
∏

k=1

AkφA|
M
∏

k=1

BkφB

〉〉

iωn

≃ 1

βM

∑

ωm1∼ωmM

M
∏

k=1

〈〈Ak|Bk〉〉iωmk
(7.65)

× 〈〈φA|φB〉〉i(ωn−
∑M

k
′ ωm

k
′

) .



Dodatek D

Twierdzenie o górnej i dolnej gaª�zi parametru porz¡dku

Zaªo»enie

Nie
h b�dzie dana funk
ja f (x) ≡ v2+vu+
[

uϕ
x

]2
, li
zba x0 ≡ v2+vu oraz zde�niowany

nast�puj¡
o 
i¡g funk
yjny:

f [1] ≡ f (x0) , f
[2] ≡ f (f (x0)) , f

[3] ≡ f (f (f (x0))) , .... (7.66)

Teza

Równania:

1 = limn→+∞f [2n]I (ϕ) (7.67)

oraz

1 = limn→+∞f [2n−1]I (ϕ) (7.68)

determinuj¡ odpowiednio górn¡ i doln¡ gaª¡¹ parametru porz¡dku w rama
h toy mo-

delu.

St¡d wniosek, »e dla u > uC równanie (7.67) wyzna
za �zy
zn¡ warto±¢ parametru

porz¡dku. Omawiane twierdzenie zostaªo sprawdzone numery
znie z dokªadno±
i¡ do

n = 100.
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