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Zalozeniowe odrzucanie wyrazen
w skonczenie - wartosSciowej logice zdaniowej

Piotr Borowik & Grzegorz Bryll

1. Istota uogdlnionej metody dedukcji naturalnej

Metody zalozeniowe (metody dedukcji naturalnej) pochodza od St.Jasko-
wskiego 1 G. Gentzena. Systemy bezaksjomatyczne Jaskowskiego i Gent-
zena sa podobne, bowiem oparte sa wylacznie na regulach inferencji i re-
gutach tworzenia dowodu, réznia sie jednak w sposéb istotny. System po-
chodzacy od Jaskowskiego doskonalony byt przez Borkowskiego i Stupeckie-
go [Borkowski, Stupecki 1958], [Stupecki 1955] oraz ich uczniéw (zob. np.
[Stupecki, Hatkowska, Pir6g-Rzepecka 1976]).

W pracy tej opiszemy uogdlniona metode zalozeniowa (uogélniona me-
tode dedukcji naturalnej), ktéra rézni sie tym od zwyklej metody zalozenio-
wej, ze oprécz regul uznawania wyrazen stosuje sie takze reguly ich odrzu-
cania. Jedyna regula dowodzenia jest regula tworzenia dowodu nie wprost.
Przyjmuje sie, ze zbidr aksjomatow uznanych i zbiér aksjomatéw odrzuco-
nych sa zbiorami pustymi. Uogdlniona metoda zalozeniowa jest podobna
do spotykanej w literaturze metody ,,tableaux”, czy tez metody ,,drzew”
(zob. [Carnielli 1987, 1991], [Smullyan 1968], [Surma 1974]), oparta jest
jednak na prostszych intuicjach.

Dowody maja postac¢ drzew, ktérych galezie tworzy sie wedlug zasady
koniunkcyjnej (czyli zasady laczenia szeregowego) i zasady alternatywne;j
(czyli zasady laczenia réwnoleglego).

Schematom:

(0] (8}
ajAag A ...ANay,” ayVasV..Van’

czyli schematom:

(87 o
Mai:1<i<m}’ V{ei:1<i<m}

odpowiadaja drzewa postaci:
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Wykazemy, ze zbidér tautologii dowolnej matrycy skoriczonej pokrywa
sie ze zbiorem tez uzyskanych na drodze uogélnionej metody zalozeniowej,
tj. przy uzyciu regul uznawania i regul odrzucania wyrazen. Twierdzenie o
réwnosci tych zbioréw jest bezposrednim wnioskiem z ogdlniejszego twier-
dzenia, ze konsekwencja matrycowa, w przypadku matryc skonczonych,
jest identyczna z pewna konsekwencja oparta na ukladzie regul uznawania
i odrzucania. W rozwazaniach odwolujemy sie bezposednio do wynikéw
W.A. Carnielli’ego [Carnielli 1987, Carnielli 1991}, J. Hintikki [Hintikka
1955], R.M. Smullyana [Smullyan 1968], W. Suchonia {Suchon 1977] i S.J.
Surmy [Surma 1974], formulujemy je jednak w jezyku teorii odrzucania
wyrazen.

Dla rachunku zdaniowego opartego na jezyku J = (S, F) przyjmijmy,
ze:

At =-{pgpriart - PPyl
Zakladamy, ze funktor F; (i = 1,2,...,7) jest funktorem k; - arnym.
Rozwazmy nastepujaca algebre podobna do jezyka J :

(1) M =(U,f),

gdzie: card(U) < R,, f=(f1,fe,...,fr) oraz
fii Ry (1 =12507).

Wzbogacajac algebre M o zbiér wartosci wyréznionych
V(0 #V C U) otrzymamy matryce logiczna

(2) M= (U,V1),

przy czym U — V jest zbiorem wartosci niewyr6znionych.

Oznaczmy przez Cfm konsekwencje matrycowa wyznaczona przez ma-
tryce (2).
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Mamy wigc:  E(9) = Cgy (0)

Z wyrazeniem F(Q, ..., Qi .oy Qigyeeey Xiyy - @) (F € F) zwiazemy
zapis Hy(j1, j2, ---, jt), ktéry bedzie oznaczal, ze dla pewnego homomorfizmu
h € Hom jezyka (S,F) w algebre (U, f) o wlasnosci:

(3) h‘(ail) =J1, h'(aiz) = 72, -'-ah(ait) = Jt,
spelniony jest warunek:

(4) h(F(a,..,0)) =
= f(h(a1), ..., R4, ), .., hlaiy ), ooy R, )y -y B(ak)) =
i f(h‘(al): “':jl) "'7j2: "'1jt7 ---:h(ak)) = 8,

(przy czym warto$ci h(ey),...,h(ax) sa dowolne i £ jest naj-
mniejsza spo$rod wartosci t', dla ktérych zachodza wzory (3) i (4)) (por.
[Carnielli 1987]).

Przyjmujemy, ze dowolne wyrazenie a (a € S) moze by¢ uznane lub
odrzucone w pewnym stopniu. Zapis ;(¢ € V') oznacza, ze wyrazenie jest
uznane w stopniu i-tym, zas zapis -;(j € U — V) oznacza, ze wyrazenie
a jest odrzucone w stopniu j-tym. Dla ogdlnej charakteryzacji regul de-
kompozycji (rozkladu) wyrazen bedziemy stosowac tez zapis *sa, ktéry ma
nastepujace znaczenie:

Y Fo, gdy 8 €Y,

(5) *Sa_{ 450, gdy seU-V.

Wyrazenie *;a nazywaé bedziemy wyrazeniem znakowanym. Jesli ma
ono postaé

+sF(a1, . cx) (F €F),
to przyjmujemy regule dekompozycji tego wyrazenia o schemacie:

(6)

*sF(ah ey ak)

Iy, : - - : o
¢ Vim0 A ool 2 e S JLE U, K, Bty o di)}

Jesli funkcja f € f (odpowiadajaca funktorowi F') nie przyjmuje wartosci
i+ € U, to nie istnieje regula F,, postaci (6). Tak wiec dla kazdego funktora
F (F € F) liczba regul postaci (6) jest réwna co najwyzej card (U).

Dekompozycja danego wyrazenia znakowanego polega na wielokrotnym
stosowaniu regul postaci (6) w odniesieniu do wszystkich funktoréw wyste-
pujacych w tym wyrazeniu. Otrzymujemy w ten sposéb drzewo (graf)
dekompozycji wyrazenia, zbudowane z galezi.

Przyjmujemy nastepujaca umowe:

a. galaz danego drzewa jest zamknieta, gdy wystgpuje w niej sprze-

czno$é, tzn. badz wystepuja w niej dwa wyrazenia znakowane postaci
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*iY, *;7, Przy czym ¢ # j, badZ tez wystepuje w niej wyrazenie znako-
wane nieatomowe postaci *;d, zawierajace funktor gléwny G (G € F),
dla ktérego nie istnieje reguta dekompozycji G.;;

b. drzewo dekompozycji danego wyrazenia znakowanego jest zamkniete,

gdy kazda galaZ tego drzewa jest zamknieta.

Jest widoczne, ze drzewa dekompozycji dla wyrazen znakowanych ato-
mowych *,,p; (p; € At) sa jednowyrazowe i nie sa zamkniete (sa otwarte).

Zbioér T tez rachunku zdaniowego okreslonego regulami F,, postaci (6)
definiujemy nastepujaco:

Definicja 1.
(7) a € T <= V;cy-v (drzewo wyrazenia ;o jest zamkniete)

Wyrazenie a (o € S) jest wiec teza, gdy ma dowdd. Dowdd tego
wyrazenia sklada sie ze wszystkich drzew zamknietych dla wyrazen znako-
wanych *;a, gdzie i € U — V. Mozemy powiedzieé, ze wyrazenie « jest teza
(jest uznane), gdy przypuszczenie, ze jest ono odrzucone w stopniu i-tym,
prowadzi do sprzecznosci, dla dowolnego ¢ & V.

Niech X = {ayq,ag,...,an,...} bedzie skoficzonym lub przeliczalnym
zbiorem wyrazen nalezacych do S. Drzewo dekompozycji dla zbioru

(8) . {*i, 1, *i502, ..., i, COp; --- }

tworzymy nastepujaco (por.[Carnielli 1987]):

a. w plerwszym kroku budujemy drzewo dekompozycji dla
wyrazenia *;, a;
b. majac krok n-ty, wykonujemy krok n+1 w ten sposéb, ze do kazde;j

galezi otwartej (jesli taka istnieje) dopisujemy drzewo dekompozycji dla
wyrazenia *;, ., Qni1;

c. proces dekompozycji wyrazen zbioru (8) zatrzymuje sie, gdy nie

istnieja galezie otwarte.

Za pomoca powyzszej procedury mozna otrzymaé drzewo zamknie-
te lub otwarte dla zbioru wyrazen znakowanych. Oczywiste jest, ze dla
danego zbioru (X C S) mozna otrzymaé rézne drzewa dekompozycji w
zaleznosci od sposobu znakowania wyrazen nalezacych do tego zbioru. Jesli
card(X) = R, i drzewo dla zbioru (8) jest otwarte, to ma ono co najmniej
jedna galaZz nieskorczona (zob. [Carnielli 1987]).

Niech W C U, X C S, zas ¢ jest dowolna funkcja o wlasnosci
p: X — W. Zbiér formul znakowanych W;(X) okreslamy nastepujaco:
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Definicja 2. Dla dowolnego X C S :
(9) Wi(X) = {*xa:i=p(a) e W}.
Jesli X = 0, to W3(X) = 0.
Na przyklad, jesli
U=1{0,1,23}, W=1{0,23}, X ={o,az..0s5}
e(a1) = pas) = 2, p(az) = 3, () = ¢(as) =0,
to
W3 (X) = {*2011, x32, %203, ¥y, %95 }.
Zapis W*(X) oznacza, ze dokonane zostalo przeksztalcenie
¢ : X — W, dla pewnego ¢. Przyjmujemy, ze drzewo dekompozycji dla
zbioru W*(0) nie jest zamkniete (jest otwarte).
Konsekwencje generowana przez reguly postaci (6) definiujemy naste-
pujaco:
Deﬂnicja 3. Dla dowolnego X C §':
(10) a € Cu(X) <> Voexov [jesli drzewo dia V(X)) jest otwarte,

to Viev—v (drzewo dla V;(X) U {*;a} jest zamkniete].
7 powyzsze) definicji wynikaja wnioski:

Whiosek 1.
(11) Cy(0) = {a € S : Viey—v (drzewo wyrazenia *;« jest zamkniete) }.
Whniosek 2.

(12) T = C.(0).
Podamy dowody szkicowe dwéch lematéw:

Lemat 1. Dla dowolnego X C §':

(13) ae€ Cgp(X) = a e Ci(X).

Dowéd. Zal6zmy, ze a € Cop(X) i zalézmy nie wprost, ze
a & Cgp(X). Stad i z definicji 3 wynika, ze dla pewnej funkcji
p1: X — V ipewnego i, € U —V zbiory V; (X), V7 (X) U {*;,a} maja
otwarte drzewa dekompozycji. Poniewaz kazdy skonczony podzbiér zbioru
majacego drzewo otwarte ma réwniez drzewo otwarte, zatem zbiér {*; o}
ma drzewo otwarte. Istnieje wigc taki homomorfizm
hy : S = U, ze hi(a) = 1o € V i hhi(X) C V. Z zalozenia i definicji
konsekwencji matrycowej wynika jednak, ze

VhEHom [h'(X) C V= h(a) e V]1
co prowadzi do sprzecznoSci.

1

!Szczegélowe dowody, odwolujace sie do wlasnoéci zbioréw Hintikki, znalezé mozna w
pracy [Carnielli 1987].



P. Borowik, G. Bryll 43

Lemat 2 Dla dowolnego X C S :

(14) a€ Cu(X) = a € Con(X).

Dowéd. Niech o € C,(X) i zalézmy nie wprost, ze a & Cgyn (X).

Dla pewnego homomorfizmu h; € Hom spelniony jest warunek:
h(X)CV i ha)eU-V.

Wobec zalozenia i definicji 3 mamy jednak: V. x_,v [jesli drzewo dla
V,(X) jest otwarte, to
Viev-v (drzewo dla V;(X) U {*;a} jest zamkniete)].

Rozwazajac ograniczenie homomorfizmu h; do zbioru X stwierdzamy,
ze zbiér V' (X') ma drzewo otwarte. Zatem drzewo dekompozycji dla zbioru
Vi, (X) U {*;a} jest zamknigte, dla dowolnego i € U — V. Tym samym
hi(a) € V, co jest sprzeczne z wczesniej otrzymanym wnioskiem, ze hy (o) €
Uu-VWV.

Na podstawie powyzszych lematéw otrzymujemy:

Twierdzenie 1.

(15) Cgﬁ = (.

Tak wiec konsekwencja matrycowa i konsekwencja okreslona za pomoca
definicji 3 sa identyczne. Twierdzenie 1 ma wazne znaczenie praktyczne.
Uogélniona metoda dedukcji naturalnej jest na ogél metoda prostsza od

metody matrycowej przy badaniu wyrazen danego rachunku zdan.
W szczegolnosci, z twierdzenia 1 i wniosku 2 wynika,

Whniosek 3.

(16) T = E(IN).

Zauwazmy, ze uogolniona metoda dedukcji naturalnej nadaje si¢ m. in.
do badania matryc, ktére nie sa aksjomatyzowalne w zwyklym sensie.

2. Przyklady rachunkéw zdaniowych sformalizowanych
uogéblniona metoda dedukcji naturalnej

A. Tréjwartodciowy implikacyjno-negacyjny rachunek zdari Lukasiewicza.
Dla tréjwartosciowego implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan Luka-
siewicza o matrycy adekwatnej
(17) 9‘n3 n ({Oa 1, 2}1 {2}1 {C, —'})
gdzie ¢(z,y) = min(2,2 -z +y), ~(z)=2-2, =z,y€{0,1,2})
reguty rozkladu wyrazen znakowanych maja postac 3

: ~ FNa 4, Na - Na
e LR e ot SN e 1 Wl o

2Stosujemy tutaj dwa symbole odrzucania -, -1 (odrzucanie w stopniach zerowym i
pierwszym) oraz symbol uznawania .
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P F Capf 4, Caff 4, Cafs
| : _—
R . T TR P < (Y Shon F i
'{1 JB _{o :3 _io ﬁ _tl ﬁ

Niech
T3 = {a € S : drzewa wyrazen H,«, 11« sa zamknigte }.
Zachodzi oczywiscie

Twierdzenie 2. FE(93) = Ts.

B. Rachunek tréjwartosciowy ,,nonsense-logic”.
Rozwazmy rachunek tréjwartosciowy okreslony za pomoca matrycy:

Mpz = ({0’ 1, 2}1 {1,2}1 {V: A, ﬂ}):

gdzie:

maz(z,y), gdy z,y € {0,1},
zVy=4 v, gdy z =2,

Z, gdy #2141 y=2,
» Kgarp minieip); ol pigeA0:4,

°. gl 2 =2 lub y=2,

e o 1-—z, gdy ze€{0,1},
holeds gdy z=2.

Stosujac symbole uznawania by, kg2 i symbol odrzucania - mozemy
przyja¢ nastepujace reguly dekompozycji wyrazen znakowanych dla tego
rachunku:

alternatywa A : e £ P o
Pyt oy 13 Foa ' Ha Ha Fea'’
ko B S, Hp D
koniunkcja K : br o8 £atn e
i a Foa ko 57 da da Ha
F1 8 48 H B Ap

; F Na o Na 4 Na
negacja - N : g FRa Fio

Jesli do jezyka wprowadzimy funktor implikacji C, ktéremu w matrycy
M iz odpowiada funkcja — okreslona wzorem z — y = —(—z V ~y) V —z,
to reguly dotyczace funktora C' sa nastepujace:

1 Capf o Caf 4 Caf
Ya g ot Foa ' Fa kFa
k2 B F2 B JB AP
Wyrazenie o jest teza rozwazanego systemu (o € Tyz) wtedy
i tylko wtedy, gdy drzewo rozkladu wyrazenia - a jest zamknigte, tzn. w
kazdej galezi znajduje sie co najmniej jedna z par postaci:
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i kg F1
& 7> = Y l‘2 Y-
Dla rozwazanego systemu rachunku zdan zachodzi oczywiscie

Twierdzenie 3. E(Mpyz) =Tyz.

C. Czterowartosciowy rachunek modalny Lukasiewicza.
Matryca rachunku modalnego ma postac

My = ({11 2, 314}, {1}7 {C, b d})a

gdzie:
cll 2 3 4|-|d
111 2 3 4(4 (1
211 1 § a]4}1
11 2 1 21213
41111 Y1113

Funkcja d nie przyjmuje wartosci 2 i 4.

Postugujac sie symbolami odrzucania g, -3, -4 oraz symbolem uznawa-
nia - mozemy reguly dekompozycji wyrazen w rachunku modalnym przed-
stawi¢ w postaci:

ety o FCa -2 Cax
1mp11kaCJaC: l—ﬂ—l4a-lgi~|3a k b jgaﬁ_-ha :
2638 2B 4B 140
43 Cafs 4 Caf
Fa “4ha ha' Fa '
B8 368 -4p 4 B
i F Na -9 Na -3 Na -4 Na
negacja N : 44 o1 -l Y a e

s Y. F Ao “|3 Aa
mozliwosé A : F—'a—_:&—a, W

Niech T4 = {a € S : drzewa wyrazed 42 @, 3 @, -4 a sa zamkniete }.
Dla rozwazanego rachunku zachodzi:

Twierdzenie 4. E(9M,;) = T4.

(D) Pelny n - warto$ciowy rachunek zdarn Stupeckiego.

W pracy [Stupecki 1938] J. Stupecki wprowadzil klase n - wartosciowych
logik zdaniowych okreslonych za pomoca matrycy:

9:nﬂSl . (EnaE:=~5'"'a=>)a
gdzie E,, = {0,1,2,...,n—1}, E} ={r,r+1,...,n-1},0<r<n-—1.
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Funkcje ~,—,=> (nazywane odpowiednio: negacja, tercjum i implikacja)
okreslone sa w nastepujacy sposéb:

. n=1 jesti o=,
)l -1, jedli z#0,

T, jesli 0<z<n-3,
z=<¢ n—1, jesi z=n-2,
n—2, jesli z=n=1,

% g et n=1 jen 0<r<T,
L jesli r<z<n-1.

Reguty eliminacji spdjnikéw dla wyrazen znakowanych maja nastepujaca
postac:

(~i) %‘1, 0<i<n-—1;

Fn1~a

("’n—l) 0

(_'li) *:;;:Qaa 0 < 1< n— 2

(_‘n——Z) i

I n-1 O
Fn-1 06
(=n-1) —5;1%2'{1—,
*j(a ==:>,6)
Pra it o8, Faig & 000

(=>j) 0<7<n-1

(=> ) l—n_1La=>ﬁ)
n—1 [V{Hka:0<k<r—1}JA[V{#8:0<I<n—2}] Fn—1 BA[V{*j@:0<j<n—1}]*

Wyrazenie « jest teza n - wartosciowego rachunku zdas Stupeckiego
(a € Tpgy) wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie drzewa dowodowe wyrazen
4; a dla 0 £ j < r, sa zamkniete, tj. wszystkie galezie tych drzew sa
zamkniete. W rozwazanym systemie galaz G drzewa jest zamknieta, jesli
istnieje wyrazenie -y i istnieja j, k € E, takie, ze j # k i *ﬂ, *;y naleza do
G. Dowodzi sie tez ze

Twierdzenie 5. E(MM,.5) = Tnsi

(E) Rachunek zdaniowy Sobociriskiego.
Rachunek Sobocinskiego moze byé okreslony za pomoca matrycy:

ED‘tn = (Ena E:u =, N)a

gdzie E, = {0,1,2,...,n— 1} 1 E} = {1,2,...,n—1}. E} jest zbiorem
wartosgci wyréznionych.
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Funkcje negacji ~ i implikacji = sa okreslone w nastepujacy sposéb:

_f0 sl z=n-1,
~lxz+l, jeSli z<n-1,

5 n—1, jesi z=y,
¥=1y, jesli z # .

Reguly eliminacji spdjnikéw maja nastepujaca postaé:

(N) —H~ a
L e

[Py " ;
(ARt il b 3 1

da= 0
(:>0) I—lal“g a...l—n_la “
o - BE T JERREL, .
(=>i) }—ia=>‘6 )

—iai—la...l-i_lal—,-.,.la...l-n_la
Bt Fecl bep B, o g
gdziel1 <i<n-1

et &> 5
—|a,i—1 a,}‘g a,---:l—n--l 84

@by BB baspiB
Pojecie drzewa zamknietego i zbioru tez T, rachunku zdaniowego So-
bocinskiego okresla si¢ podobnie jak w punkcie (D). Zachodzi wiec twier-
dzenie

Twierdzenie 5. E(M,) = T,.

(én—l)

’
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