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Poznamky ke kurzu matematické analyzy a nékteré
aspekty vykladu posloupnosti funkci a funkénich fad

Stépdn Pelikdn

Vyuka matematické analyzy na vysokych §koldch Ceské republiky pfi-
pravujicich u€itele zdkladnich a stfednich §kol je ¢asto diskutovanou otazkou.
I pri poslednim setkani uciteli kateder matematiky z téchto vysokych skol
v z&F 1993 v Usti nad Labem byl posuzovén rozsah a obsah vyuky ma-
tematické analyzy na jednotlivych vysokych Skoldch, ale predevsim také
didaktické pristupy k vykladu dané problematiky. Byl proveden rozbor
ucebnich plint a ukdzalo se, Ze jsou mezi ulitelskymi fakultami znacné
diference v rozsaht i obsahu ve vyuce matematické analyzy. Provedeni roz-
boru obsahové naplné kurztu je znaéné obtizné. Nestaci vyjmenovat pojmy,
které jsou pfedmétem vykladu, ale pfedevsim pfesné vymezit troven je-
jich zobecnéni, na kterém by si studenti dany pojem méli osvojit a jejich
zarazeni do celkového kontextu uéebniho planu. Z provedeného rozboru
a nasledné diskuse vyplynulo, Ze nazory jednotlivych kateder jsou znaéné
odligné, zvlasté pak v ucitelském studiu matematiky pro stfedni skoly (10.—
12. tfida).

Obsahova napli kursu matematické analyzy by méla byt preduréena
profilem absolventa. Piedpokladdm, Ze je nutné odliSit profesni pfipravu
odborného matematika (tedy matematika, ktery bude matematiku rozvijet
jako védni obor) od profesni pfipravy ucitele matematiky ¢i ,,aplikovaného
matematika”. V fem by se tedy meéla liSit obsahova naplii kurzu mate-
matické analyzy v profesni pfipravé ucitele matematiky a matematika —
védce? Uroven zobecnéni celé Fady pojmil v téchto profesnich piipravach
je stejnd, ale podstatné by se mél lisit didakticky pristup k vykladu téchto
pojmu. V profesni pfipravé ucitele je neopomenutelny vyklad historického
vyvoje daného pojmu a motivaéniho materidlu, ktery mu umoZni trans-
formovat ziskané poznatky na uroven, kterd odpovida skolské praxi. Aby
ovSem byl schopen tuto transformaci myslenkové provést, musi vedle te-
oretickych poznatku ziskat i ,,pocetni” dovednosti a dostate¢né mnozstvi
ilustra¢nich pfikladi. Navic je tfeba u studentu v kazdé matematické di-
scipliné cilevédomé rozvijet didaktické schopnosti.
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Specialni pfedmét didaktika matematiky neni schopna vzhledem k malé
hodinové dotaci a rozsahu jednotlivych matematickych disciplin v plné mite
vSechny tyto ukoly zajistit. Pfi profesni ptipravé ,,odborného” matematika
jsou tyto tukoly zcela jiné: Vyklad danych pojmu je téZ jako u budoucich
uciteli matematiky veden predevsim heuristickymi metodami k urcité hla-
diné obecnosti, ale pak jsou dané pojmy daviny do takovych souvislosti,
aby vytvarely zdklad pro daldi zobeciiovdni, strukturalizaci a pod. U bu-
douciho ucitele matematiky jsou pfedklddané pojmy také zkoumdny a da-
vany do souvislosti, ale spiSe takovych, které vedou zpét od obecného ke
konkrétnimu. Experimentuje se s pfedpoklady vét, vytvafeji se prislusné
ilustrujici priklady tak, abychom studentu umoznili provést transformaci
obecnych odbornych poznatkii na troveii $kolské praxe. Ucitel matema-
tiky na zdkladni i stfedni $kole si musi byt védom, Ze tato transformace
neznamend zjednoduSeni — ve smyslu pfipusténi nepfesnosti, ale v tom,
ze se zesiluji pfedpoklady vét, aby byly pravdivé na takovych strukturach
(mnozinach, funkcich a pod.), které odpovidaji intelektualni zralosti zdku
a jejich konkrétnim predstavam.

Zavedeme-li naptiklad Riemannuv integral pfes elementdrni mnozinu
M (tj. mnozinu, kterd je sjednocenim kone¢ného poétu disjunktnich inte-
rvalil) z funkce omezené na mnoziné M, kterd ma na M nejvyse koneény
pocet bodl nespojitosti, pak u ucitelského studia je pfedeviim potieba
ukdzat, Ze mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci je ,,dostate¢ng”
bohatd pro aplikace v technické praxi. Zesilenim pfedpokladi (spojitost
a nezdpornost funkce na uzavieném intervalu) se transformuje troven zo-
becnéni, které vede studenty stfednich skol k ndzorné piedstavé vypoctu ob-
sahu rovinného utvaru (,,kfivocarého” lichobéznika). Naopak u odborného
studia matematiky se na ilustrujicich piikladech snaZime odhalit pFi¢iny
neméfitelnosti mnoziny a riemannovsky neintegrovatelnych funkci v ne-
dostatecném zobecnéni pojeti Jordanovy teorie miry. Tim polozime zdkladni
kameny obecnéjsi Lebesguové mife. Neznamena to ovSem, Ze studenty
ucitelstvi nesezndmime s riemannovsky neintegrovatelnymi funkcemi, pfi-
padné i s Lebesguovou mirou, ale cil a metodicky postup vykladu se v obou
profesnich skupinach lisi.

Casto se hovofi o poméru induktivnich a deduktivnich metod pfi vyuce
matematiky a vibec pfi feSeni problému. V praktické ¢innosti je tézké obé
metody od sebe odliSit, protoze se prolinaji a zalezi na konkrétni fazi feSeni
problému a na celé fadé objektivnich a subjektivnich pfi¢in. V matematické
analyze je tento pomér posunut smérem k dedukci, zvlasté v dukazové tech-
nice. V historickém vyvoji zdokonalovani techniky dikazu, strukturalizaci
a pod. se postupné v mnoha pfipadech ztratila puvodni ndzornd predstava
stavby daného diukazu a byla zamlZena ,,umélou” konstrukci. Jestlize se
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pii vykladu nahromadi nékolik takovych dikazi bezprostiedné za sebou,
zv]asté probiha-li vyuka formou ,,definice, véta, diikaz”, stdva se student
pasivnim divakem, coZ vede k povrchnimu osvojeni teoretickych poznatku
a malému aktivnimu pfistupu k vykladané teorii. Je tedy otazkou, zda za
tuto cenu se maji dokazovat vSechny predklidané véty, nebo oproti deduk-
tivnimu pojeti dikazu alespon obéas postavit induktivni postupy ovéfovani
vlivu zmény pfedpokladu a z toho plynoucich dusledku.

Vytvareni prislusnych ptikladu vede studenty k aktivnimu zapojeni,
umozni jim to hlubsi pochopeni véty, rozliSeni nutnych a postacujici pod-
minek a pod. Zvolime-li tento postup, pak je vhodné provést kombinace
zmén piedpokladi vét vycerpavajicim zplsobem, aby si studenti alespoi na
piikladech ovéfili, Ze jediné predpoklady uvedené v dané vété zarucuji jeji
obecnou platnost. Casové je tento postup mnohem naroénéjsi ne# samotné
provedeni diikazu a uvedeni jednoho ¢ dvou protipfikladi. Tento postup
sice nenahradi ,,exaktni” matematicky dikaz, ale prispéje k aktivnimu osvo-
jeni dané véty a takto ziskané zkuSenosti vedou studenta k analogickému
pristupu pri studiu dalsich vét.

V kursu matematické analyzy je mozno tento postup zvolit na kterékoliv
vété. V naSem pripadé je budeme demonstrovat na vété, kterd odpovida na
otazku moznosti zameény poradi limity funkce a limity posloupnosti funkci.
Jedna se tedy o tuto zaménu

limt._)l-(limn_)oo fn(t)) = limp 00 (Hmt—):r fn(t)) ) (1)
kde z je libovolny hromadny bod mnoziny M a vlastné fikd, Ze limita
posloupnosti spojitych funkci je spojitd funkce na mnoZiné M. Platnost
rovnosti (1) je dana touto vétou:

Véta 1 Necht’ posloupnost funkci {fn}2, konverguje stejnomérné na M
k limitnd funkci f. Necht’ x je hromadny bod mnozZiny M a necht’

lim¢ 4 fn(t) = apn, pro vSechna n € N. Potom posloupnost {a,}3>, konver-
guje a plati rovnost (1).

Podstatnou roli v uvedené vété maji tyto pfedpoklady:

e Posloupnost {f,}%2; je posloupnost spojitych funkci na M.

e Posloupnost {f,}52, na mnoziné M konverguje stejnomérné k limitni
funkci f.

Rozborem véty a kombinaci zmén pfedpokladi dojdeme k témto dusledktm:

(a) Necht’ {fn}5; je posloupnost spojitych funkci, kterd konverguje ne-
stejnomérné, tj. pouze bodové na mnoziné M. Pak limitni funkce
muze byt:

(a) spojita, (b) nespojita.
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(b) Necht’ {fn}52, je posloupnost nespojitych funkci, kterd konverguje
stejnomérné na mnoziné M. Pak limitni funkce mize byt:
(a) spojita, (b) nespojita.

(c) Necht’ {fr}52, je posloupnost nespojitych funkci, ktera konverguje
nestejnomérné na mnoziné M. Pak limitni funkce f muze byt:
(a) spojitd, (b) nespojita.

(d) Necht’ {fn}32, je posloupnost spojitych funkci, kterd stejnomérné
konverguje na mnoziné M. Pak limitni funkce f je spojit4.

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vytvafeni piislusnych piikladi. Ne-
zbytnym pfedpokladem k urychleni prace je ditkkladné osvojeni a procviéeni
predchézejicich vét o stejnomérné konvergenci, kde si studenti vyfesili fadu
piikladi, které odpovidaji vyse uvedenym dusledktim. Bez podrobnéjsich
vypocétid uved’me piehled ilustraénich piikladi:

la Piikladem takové posloupnosti je {fn}52,, kde

ne
1+ n2z2’

fn(z) z € (0,1) = M.

Funkce f,, jsou spojité na M, limitni funkce

f(z)=0

je spojitd a {f,}52; na M konverguje nestejnomérné
(supzen |fn(z) — f(z)| = 3).

1b Ptikladem takové posloupnosti je {f,}52,, kde

1
fa(z) = AT 43 € R.

Funkce f,, jsou spojité na R, limitni funkce

] 0, proz#0
f(m)—{l, pro z =0

je nespojitd na R a konvergence neni stejnomérna na R.
(sup,eR |fn(z) — f(z)| =1) .

2a Piikladem takové posloupnosti je {f,}%2, kde

fn(w)={ oz oo s€ (0,5 U} 1)

T il
= pro =3

Funkce f, jsou nespojité
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I T o 2 2 1
et 1+n2z?2  44n? - 0

limitni funkce

33

flz) =

pro z € {0,1) je spojit4d a konvergence je stejnomérnd na (0, 1)
(SUPa:e(o,l) [fn(z) = f(z)] = % — 0 pro n — 00).

2b Piikladem takové posloupnosti je {frn}52,, kde

[

wLyiE M

[

eh) { Trazzz  Pro xi(O,%)U(

1 pro = %

Funkce f, jsou nespojité na (0,1), limitni funkce

f(a:)={ 0 pro zeM

=1
1 pro z=3

je nespojita na intervalu (0, 1) a konvergence je stejnomérnd na inte-
rvalu (0,1)

(supsens |fn(2) = F(2)] = & 0,
pro .~ 00 sup,_y |fa(e) — £(@)| =0,

Cili supge(g,1y [fn(z) — f(2)| =0).

3a Piikladem takové posloupnosti je {fn}52,, kde

) U

tol'-'

fn(-’li):{ Tini;z pro z € (0,

1 e |

Funkce f, jsou nespojité na intervalu (0,1

T n 8 2n 1
WMot T+ nlz? | 4+ n2 2

limitni funkce

flz) =0

je spojitd na intervalu (0, 1) a konvergence neni stejnomérné na (0, 1)

(sup,e(o,1y | fn(2) — F(2)] = 3)-
3b Piikladem takové posloupnosti je {fn}52,, kde

falz) = ﬂ%%f pro :EE(O,%)U(%,I)=M
" 1 pro =3
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Funkce f, jsou nespojité na intervalu (0, 1), limitni funkce

0 proxzeM

1 proac:%

-
je nespojita na (0,1) a konvergence neni stejnomérnd na (0, 1)
(Supse(o,1y 1fn(z) — f(z)] = 3).

4 Takovych posloupnosti, které spliji predpoklady uvedené véty studenti
spocitali v predchdazejici ¢asti dostatek.

Vytvareni odpovidajicich pfikladu je pro studenty dosti nidro¢né a pie-
devsim na pocatku studia téchto vét je potfebna spolupréce s uéitelem. Ale
vynaloZené usili vyznamné piispéje k pochopeni véty a k dukladnému pro-
cvi¢eni vSech pouzivanych pojmiti. Obdobnym zptsobem jsou pfipraveny i
véty o zdméné derivace, resp. primitivni funkce a limity posloupnosti.

Je tfeba upozornit, ze nékteré predpoklady nelze opomenout, ¢i ménit.
Napfiklad bez pfedpokladu bodové konvergence {f1,}5, coz je posloup-
nost derivovanych funkci, mize rovnost zdmény derivace a limity posloup-
nosti ztracet smysl. Vezméme posloupnost {f,}5%,, kde

- 4
smn- - xr
fn(:c)=——~——~n2 , ZER .

Na zdkladé Weierstrassova kritéria pro fadu 3 oo, fn zjistime, Ze poslo-
upnost {f,}5%, konverguje k nulové funkci na R . Ale f! = n? . cosn’z
na R nekonverguje. To znamend, Ze ze stejnomérné konvergence {f,}52;

jednozna¢né neplyne ani bodova konvergence {f,}32, .
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