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Reseni problémi
v hodinach matematiky

Jan Kopka

Didaktici matematiky dnes po celém svété vénuji zna¢nou pozornost
feSeni problému v hodindch matematiky. Souvisi to i s dneSnim pohledem
na matematiku a s jejim postavenim ve vzdélavacim systému.

Od starovéku az do potatku tohoto stoleti méla matematika ve vzdéla-
vani mimoradné postaveni. Napf. Plato fekl, Ze ti, co jsou pfirozené dobii
na pocitani, jsou pfirozené dobfi v jakémkoli jiném studiu. Ti, ktefi jsou
v pocitani slabi, pokud jsou v ném vzdélivani a cviceni, se pak zlepsi a
stanou se bystfejsi, nez byli.

Studium matematiky nejméné od dob Platovych je tedy povazovano za
studium, které zdokonaluje schopnost clovéka myslet, uvazovat, ale 1 resit
problémy svéta kolem nis.

MEéli bychom zduraznit, Ze problémy mély od starovéku centralni posta-
veni v hodindch matematiky. Vyuce feSeni problému vsak nebyla vénovana
ani zdaleka takova pozornost, jakou bychom dnes ocekavali. A pfitom
nékteré zvlastni metody (mapf. metoda faleiného piedpokladu) sahaji
svymi kofeny také az do starovéku.

V naSem stoleti se vSak postaveni matematiky ve vzdélavacim systému
pod vlivem mnoha udalosti zménilo. Prestalo se napf. véfit, Ze samotné
studium matematiky rozviji lidské mysleni. A tak se otevielo pole puisobnos-
ti pro didaktiky matematiky. Zacali FeSit otazky co a jak ucit Zéky ve
gkole, aby matematika skute¢né zacala rozvijet schopnost clovéka myslet a
fesit problémy redlného svéta. Kritici Skolské matematiky predevsim z rad
nematematiku pozadovali stale silnéji, aby Skolskda matematika skutecné
pripravovala zdky na Zivot v tomto svété. Vynikajici matematici vSak
pozadovali, aby ,,Cist4” a aplikovand matematika byly ve skole v rovnovaze.
Pfi pfilisném zduraznovani aplikaci by se totiz mohla vytratit logika této
discipliny. Jednim z dusledku kritickych snah bylo i to, Ze se do popiedi
zdjmu dostalo feSeni matematickych problému. Mnozi didaktici piedpo-
kladaji, ze uéime-li zdky fesit matematické problémy, u€ime je tim fesit 1
ostatni problémy.
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V souvislosti s predkldaddnim problémii a jejich feSenim ve §kolské ma-

tematice se vynofuje celd fada otazek. Uved'me nékteré z nich:

{7

tzv.

Pro¢ vubec zafazujeme problémy a jejich feSeni do Skolské matema-
tiky?

A¢ o této problematice jiz mnohé vime, tiplnd a kompletni odpovéd’
pravdépodobné znama neni.

. Jaké druhy problému a jaké zpusoby jejich feSeni bychom meéli do

skolské matematiky zafazovat?

. Jakou tasovou dotaci vénovat feSeni problému?

Odpovéd’ na tuto otdzku bezprostiedné zavisi na odpovédi na otazku
&

. Jakym zpusobem formulovat problémy?

Této otdzce je vénovana pomérné mald pozornost, a piitom ze dvou
problémi, jejichz matematicky zdklad je stejny, miize byt jeden for-
mulovdn jako rutinni problém, zatim co formulace druhého povede
v pravém slova smyslu ke zkoumani.

. Kdo vymysli problémy?

Maji se ve Skolské matematice fesit pouze problémy, které jsou napi.
v ucebnici, nebo maji nové problémy v zavislosti na situaci vytvaret
i ucitel a zaci?

PouZivaji se problémy a jejich feseni ve Skolské matematice k rozvoji
schopnosti Zakl tyto problémy fesit nebo i z jinych duvoda?

7Z praxe vime, %e problémy Casto zafazujeme z mnoha dalsich divodi
jako je motivace, objasnéni néjaké ideje, procviceni, rekreace atd.
V historii to ¢asto bylo i proto, abychom zduvodnili vyznam mate-
matiky.

Po tomto obecnéjsim tivodu se zaméfime na hlavni téma, kterym jsou

izolované a neizolované problémy. Zaénéme dvéma piiklady, které

uvadi dr. Solvang z univerzity v Oslo.

Problém 1 Necht’ a,b,c jsou redlnd éisla pro néz plati

a+b+c =0 (1)
a2+ +c =1 (2)

Jakou hodnotu ma vyraz

at+ bt 4t ? (3)

Moizné odpovédi jsou: 3/5, 1/3, 1/4, 1/2, z4dnd z predchozich.
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Tento problém je vzat z norské matematické soutéze, kterd se samoziejmé
nazyva Abelova.

Reseni: Vyraz (3) mizeme ziskat z podminky (2) umocnénim obou jejich
stran
1= (a?+b%+c?)? = a* + b* + c* + 2(a®b? + a®c? + b2?) (4)
Vyraz v zavorce muzeme dostat pomoci podminky (1)
0= (a+b+c)? =a%+b+c?+2(ab+ ac+ bc)
Odtud pouzitim podminky (2) obdrzime
ab+ac+bc=-1/2
(5)
Dalsim umocnénim obou stran vyrazu (5) obdrzime
1/4 = (ab + ac + bc)? = ab? + a%c® + b?c? + 2abe(a + b + ¢)
Odtud pouzitim podminky (1) ziskdme:
a?b? + a®c? + b*c? = 1/4
Po dosazeni tohoto vysledku do (4) dostaneme:
al +t+ct=1-2-1/4=1/2

Problém 1 je izolovanym problémem v norské i ¢eské Skolské mate-
matice, protoze se v ucebnicich téchto zemi nevyskytuji zidné problémy,
které by se k nému vztahovaly. Proto ndm piili§ neposlouzi pii rozvijeni
schopnosti zaki feSit matematické problémy (je pro svoji izolovanost také
prilis tézky). Protoze se vSak pfi jeho feSeni vyskytuje celd fada uprav
algebraickych vyrazi, mohl by rdmec tohoto problému dobie poslouzit pii
procvi¢ovani téchto tprav. V tom pripadé vSak bude tieba, aby ucitel
nesl hlavni tihu urceni strategie feSeni a zaci budou zaméfeni piredevsim na
provadéni vlastnich Gprav.

Problém 2 Dokaste, Ze éislo \/2 neni redlné éislo.

Reseni: Tento ditkazovy problém obvykle Fe§ime sporem, tzn. pied-
pokliddme, Ze /2 je raciondlni &islo. Tim pfedpoklidame, Ze /2 lze
vyjadfit ve tvaru zlomku p/q, kde p, ¢ jsou pfirozend ¢isla. Navic mizeme
p, q zvolit tak, Ze jsou nesoudélna. Tzn.

Vv2=p/q kde p,qjsou nesoudélnd pfirozend C¢cisla. (6)

Pomoci teorie délitelnosti v pfirozenych ¢islech nakonec obdrzime dusledek,
7e obé Cisla p i g jsou délitelna Eislem 2, coz znamend, Ze jsou soudélnd. To
je v8ak spor s predpokladem.

Problém 2 je opét izolovanym problémem 8kolské matematiky, protoze
se v ni nefesi Zddné problémy zabyvajici se iracionalitou ¢isel. Predlozené
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feSeni problému 2 proto pravdépodobné nikterak nepomiize rozvinout schop-
nost zaku resit matematické problémy. Miuze nam vSak dobie poslouzit jako
motivaéni problém pfi konstrukci télesa redlnych cisel ¢i pfi diskusi o téchto
¢islech.

Pii zaddvani problému a jejich feSeni ve Skolské matematice musime
mit vzdy dostatecny matematicky zaklad. Pokud v dané oblasti zname
malo, je malo pravdépodobné, Ze néco vymyslime. Pokud neznidme nic,
pak nevymyslime nic. V tomto smyslu — vztah problém a pfislu§na mate-
matickd teorie — proto nemuze byt Zadny problém absolutné izolovany.

Zabyvejme se izolovanosti ve vztahu k jinym problémam. Reknéme, ze
dany problém je pro urcitého zaka izolovany, kdyz tento Zak neznd zadné
podobné problémy, které by mu mohly pomoci pii jeho feSeni. Podob-
nost problémiu se muze projevit v jejich formulaci, uréité se vSak projevuje
pii feSeni. 7Z predchoziho vyplyva, Ze otazka izolovanosti ¢i neizolovano-
sti problému vystupuje do popifedi v souvislosti s problematikou rozvoje
schopnosti studenti fesit problémy. Izolovanost ¢i neizolovanost problému
také podstatné ovliviiuje jeho obtiznost.

Ve skolské matematice bychom se méli vyvarovat vétsiho poctu izolo-
vanych problémi, alespon pro primérné zaky. U vynikajicich zakl je tomu
samoziejmé jinak.

Izolovanych problému se muzeme ve Skolské matematice zbavit napf.
tim, Ze vytvofime skupiny vnitiné piibuznych problémiu. Nyni ukizeme
jednu konkrétni metodu, pomoci které takovéto skupiny problému vytvari-
me. Nazyvame ji metodou generovangch problémii.

Ucitel zadd studenttim problém a pomdahd jim pfi jeho feSeni. Kdyz
je problém vyfeSen a jeho feSeni je dostatecné objasnéno, vyzyva ucitel stu-
denty, aby vytvareli podobné problémy. Tyto problémy se tvofi z pivodniho
problému pomoci obménovani, analogie, zobeciiovani atd. Plivodni problém
tak slouzi jako generator.

Vzhledem k aktivité studenti muzeme cely postup rozdélit do dvou
etap. Prvni etapu lze nazvat fizenou (aktivni je pfedevsim ucitel), druhou
etapu nazyvame volnou (aktivni ma byt predevsim zak).

Prvni nové problémy obvykle umoziiuji pouzit pfi svém reSeni metodu
feSeni generatoru ¢i metodu pouze nepatrné pozménénou. Pozdéji jsou pak
vytvafeny obtiZznéjsi problémy pri jejichZ feSeni Casto musi opét pomoci
ucitel.

Aby zaci skutecné sami vytvareli ve druhé etapé nové problémy, k tomu
je potieba dlouhodoby trénink. V opacném piipadé tvori nové problémy
pouze ucitel.

O metodé generovanych problému a konkrétnich piikladech pouziti této
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metody je mozné se docist ve spole¢ném sborniku Univerzity v Oslo a Uni-
verzity J. E. Purkyné v Usti nad Labem: Selected Topics from Mathematics
Education 2, Centre for Teacher Education and In-Service Training Uni-
versity of Oslo — Norway 1993.
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