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Propedeutika zakladnich ideji
infinitezimalniho poctu na zakladni a stfedni skole

Petr Eisenmann

Je zndmo, Ze zaklady diferencidlniho a integralniho poctu probirané
na Skole stifedni i kurs matematické analyzy na Skole vysoké ¢ini znacné
¢asti studentit velké problémy. Zptusobeno je to piedevsim nedostateénou
mySlenkovou pfipravenosti student na toto téma. Tento zavér vyplyva ze
srovnani obecného schématu poznavaciho procesu se zkuSenostmi studentu
s idejemi infinitezimalniho po¢tu pred jejich precizaci ve vyssich roénicich
stfedni Skoly. Jedna z teorii (viz [2]) ¢leni pozndvaci proces do péti etap:

1. Motivace. Student pocit’uje touhu po ziskdni poznatki z dané oblasti.

2. Etapa separovanych modeli. Student nabyva jednotlivych, rizno-
rodych zkuSenosti, mezi kterymi zatim nevidi podstatné souvislosti.

3. Etapa univerzdlnich modeli. Postupnym organizovanim separova-
nych modeli ve védomi studenta dochézi k jejich slu¢ovani do skupin
podle podstatnych znaki.

4. Etapa krystalizace. Ve védomi studenta dojde k pfeméné separova-
nych a univerzdlnich modeli na novou kvalitu, na abstraktné vyssi
stupen poznani.

5. Etapa strukturalizace. Novy poznatek se zatlefiuje v kognitivni struk-
ture studentovy psychiky.

Potize plynouci z nerespektovani zdkonitosti poznavaciho procesu se
velmi vyrazné projevuji pravé v obtizném chdpani zdkladnich pojmii infini-
tezimalniho po¢tu — limita posloupnosti a limita funkce. Jaké jsou obvyklé
zkuSenosti studenta nizsiho ro¢niku stfedni $koly obecné s limitnim proce-
sem?

Limitni proces v sobé zahrnuje dva fenomény: fenomén nekonecna a
fenomén ,,pfiblizovani se” (podle [1]).
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Setkani studentli s nekone¢nem nejsou ani na zakladni skole tak ojedi-
néld, jak by se mohlo na prvni pohled zddt. Zde se obvykle pracuje s ne-
koneénymi Ciselnymi mnoZinami, neohrani¢enymi geometrickymi utvary,
hovoii se o tzv. ukon¢eném a neukonceném déleni, vysvétluje se pojem
periody desetinného ¢isla apod. Tyto dotyky ovSem nejsou zpravidla do-
cesem je princip matematické indukce. Setkdni studenttt s fenoménem
,,PFiblizovani se” jsou obvykle jesté méné ¢astd (uritou moznost zde po-
skytuje napf. vySetfovani pribéhu linedrnich lomenych funkci).

I z takto stru¢né podaného rozboru je patrné, Ze pfi prezentaci napii-
klad definice limity posloupnosti na stfedni §kole je vyucéujicim oéekavany
,,skok” do etapy krystalizace ignorovanim piedchozich tii etap poznavaciho
procesu. Ve védomi studenta neni dostateéné mnozstvi separovanych a uni-
verzalnich modeltd. Snaha predat studentum vysledek abstrakce pak muze
u vétsiny z nich skonéit nezdarem. Vysledkem snahy studentt o zvladnuti
pozadavk je pak casto pro né jednodussi formalni osvojeni latky ucenim se
nazpamét’. Takové poznatky se potom ani nemohou zaélenit do kognitivni
struktury studentovy psychiky.

Zohlednéni pozadavku postupného vytvareni dostatecného mnozstvi
separovanych a univerzalnich modelt limitniho procesu ve védomi studenti
je opravnéné i z hlediska fylogeneze — historicky trval proces prechodu od
intuitivnich predstav ke korektnim definicim vice nez dvé tisicileti.

Na zdkladé dosud fec¢eného lze tedy konstatovat, Ze vytvafeni spravnych
predstav o limitnim procesu bude vyzadovat systematické pusobeni. Nemélo
by jit o néjaké vyucovaci celky, ale o dlouhodobé ,,intertématické” plisobeni
ve vyuce matematiky (a fyziky) na zdkladni a stiedni skole. Jeho cilem
nemd byt ziskani néjakych konkrétnich védomosti, ale spiSe nabyti urcité
citlivosti na situace, ve kterych se limitni proces objevi a na problémy, pfi
jejichz feSeni se uplatni.

Naméty, kterymi lze tento proces realizovat, se daji rozdélit do nésle-
dujicich oblasti:

1. Problémy, pfi jejichz feSeni se limitni proces uplatni

Sem patii pfedevSim ruznorodé exkurse do historie matematiky: Archi-
médovy, Cavalieriho, Keplerovy, Fermatovy a dalsi kvadratury a kubatury,
Archimédova mechanickd metoda kvadratur, Galileovy myS$lenkové experi-
menty pfi hledani fyzikdlnich zakonitosti volného paddu inspirované Zendno-
vymi apériemi, Fermatova metoda hleddni extrému a podobné. Bude po-
chopitelné prospésné, ovlddnou-li studenti nékteré z prezentovanych metod
aktivné. Tak se také budou moci ,,na vlastni kuzi” piesvédéit o zdludno-
stech a omezenich téchto postupti. Kriasné ndméty zde nabizi napi. prili§
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velkorysé ,.krdjeni” pfi kubaturach téles pomoci s¢itdni nekonecné malych.
Ukézkou zcela jiného druhu je napiiklad Descartesova metoda nalezeni
tecny k cykloidé zaloZena na nahrazeni odvalujici se kruznice pravidelnym
n-uhelnikem, kde n — oo .

Velice efektivnim ndmétem k propedeutice limitniho procesu muze byt
vySetfovani extrému funkci jedné redlné proménné pomoci numerickych
vypoiti. Metodu postupného zuzovani intervalu, v némz extrém takové
,,yozumné” funkce lezi, mohou studenti navrhnout sami. Pfinosem ta-
kového postupu je i moznost zapojeni vypocetni techniky v tomto pro-
cesu a nezanedbatelna prilezitost k propedeutice pojmu derivace funkce.
Namétem podobného charakteru je moznost pfiblizného feSeni rovnic. Zmi-
nim zde pouze jednoduché a ideové nenaroéné metody piuleni intervalu a
metodu iteraci. Z hlediska ,,uméni zanedbavat” — dulezité propedeutické
slozky limitniho procesu — je pozoruhodnd i Newtonova substitu¢ni me-
toda priblizného feSeni rovnic.

Posledné uvedené dva naméty vyzaduji od studentt proviadéni relativné
rozsdhlych numerickych vypoéti. Vyslovné zde chci zdlraznit, Ze ¢as jimi
straveny nepovazuji za ztraceny. Jedna se zde totiz o vyznamnou prileZitost
k ziskdni citu pro jiz zminéné zanedbavani. Silné preferovani symboliky
ve vyuce matematiky v poslednich dvou desetiletich vedlo ke znatnému
potlaieni numerickych vypoétu a tim i ke ztraté zkuSenosti v pocitani
s malymi a velkymi veli¢inami a zanedbavéanim. V soucasné dobé kalkulacek
a pocitacu je zafazeni téchto metod prace do vyuky jen usnadnéno.

2. Matematické objekty vzniklé limitnim procesem

Sem bezesporu patfi historicky znamé funkce s podivuhodnymi vlastno-
stmi: funkce spojitd na uzavieném intervalu s nekone¢né mnoha body lokal-
niho maxima a minima, kterou dostaneme sestrojenim rovnostranného
trojuhelnika nad levou polovinou tohoto intervalu a nekoneénym opako-
vanim tohoto postupu nad zbyvajici ¢asti ptivodniho intervalu, déle funkce,
kterou popsal Bolzano ve své Functionenlehre v par. 65 a kterd nabyva
jakozto spojitd funkce na intervalu (0,1) nekonecnékrat stiidavé hodnot 0
a 1/2 (viz napf. [4]) &i pfimo slavnd Bolzanova funkce, ktera je spojitd na
intervalu (0,1) a nemd pfitom v Ziddném vnitinim bodé tohoto intervalu
vlastni derivaci. V pfipadé posledné jmenované funkce doporucuji pouzit
pro prezentaci na stfedni §kole jeji metodicky vhodnéjsi variantu popsanou
v [6].

Mezi naméty této kategorie lze zafadit i kiivky s pfekvapujicimi vla-
stnostmi. Jednou z nich je napiiklad zndm4 van der Waerdenova hvézda
(viz napf. [6]), kterd nejenze nemd nikde tecnu, ale je i pfikladem uzavrené
kiivky nekoneéné délky. Kdyz uz je fe¢ o kiivce — krasnym piikladem ilu-
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strujicim slozity vyvoj tohoto pojmu je napfiklad tzv. Sierpinského koberec
— objekt, u néjz diskuse o tom, zda je ,,éarou” nebo ,,plochou”, muze byt
z hlediska propedeutiky limitniho procesu velmi cenna. Vznikne totiz tak,
ze ze Ctverce o strané 1, ktery jsme rozdélili na devét stejnych casti, vyj-
meme vnitiek stfedniho ¢tverce. Tento postup budeme nyni aplikovat na
kazdy ze zbyvajicich osmi ¢tvercu, poté opét na ty zbyvajici atd. Objekt,
ktery tak dostaneme, je ,,vSude” déravy. Neni v ném ani jeden souvisly
kousek plochy, i z toho nejmensiho étverecku byla vyjmuta stiedni ¢4st.
Na druhé strané — kdo nakresli takovou ¢aru?

Podobné, pochopitelné podrobnéjsi a rozsahlejsi diskuse se studenty (a
mezi studenty!), podnécované vyucujicim pfi prezentaci nAmétt popisované
kategorie zde povazuji za stéZejni slozku propedeutiky limitniho procesu a
za cil prezentace téchto namétu ve vyuce. Tyto ,,infinitezimalni” diskuse
se pritom nemusi odehravat pouze v roviné matematickych pojmu (spojitd
funkce, kterd nema nikde derivaci, uzaviend kiivka nekoneéné délky apod.),
fantazii studentht mohou jitfit i ptiklady jeva z ,,praxe”, redlného Zivota.
Netieba dodavat, co je obvykle studentum blizsi.

Prikladem neohranic¢eného télesa s kone¢nym objemem (ale nekoneénym
povrchem) je téleso symetrické kolem své podélné osy, slozené z valcii o po-
loméru 27 a vysce 2¢ (1 = 1,2,3,...) nasklddanych podstavami na sebe.
Objem, resp. obsah pldsté n-tého valce je

Va=1-27", rtesp. S = 27 .

Objem V télesa je tedy roven

o0
W 1y W et

n=1

povrch télesa
o0 o0
S > Z St Z 2m
n=l n=1

neni vlastnim redlnym cislem. Pfitom se pfece da vnitiek tohoto télesa
,,obarvit” nalitim 7w objemovych jednotek barvy dovniti!

3. Ukazky limitniho procesu v modelech jevu z ostatnich
prirodovédnych disciplin

Velky prostor dava potencidlné propedeutice limitniho procesu fyzika. Nej-
snaz$i a pritom snadno realizovatelné je zde intuitivni vySetfovani limit
funkénich zavislosti v nevlastnim bodé +oo. Pfikladem probiranym obvy-
kle jiz v nizSich ro¢nicich stiedni $koly je uloha o gravitatnim pusobeni
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Slunce na letici kometu. Podle Newtonova gravitatniho zdkona se Slunce
0 hmotnosti M a kometa o hmotnosti m navzajem piitahuji stejné velkymi
gravitacnimi silami opa¢ného sméru o velikosti

M-
P i
(il

kde k je tzv. gravitaéni konstanta a r vzdilenost mezi nimi. Cennd zde
muze byt diskuse o tom, jak se bude ménit sila F' pfi stdlém vzdalovani
komety od Slunce. T'vrzeni o ,,stdlém zmensovéni sily F' az k nepatrné hod-
noté” a podobné, jisté spravné vyroky je vhodné podpofit jesté podnétem
k jejich spolecné precizaci: pro libovolné malé kladné realné ¢islo € 1ze najit
takovou vzdalenost r komety od Slunce, Ze pii dalsim vzdalovéni je jizZ sila
F mensi nez ¢islo €. Je vhodné i takovou zavislost r(¢) se studenty urcit

sMm
r> [ —,
[

numericky vyzkouset a vSe doplnit jesté vysvétlenim na grafu funkce F(r).

Vyznamny dopad mize mit takové intuitivni vySetfovani limit funkei
v pfipadech, ve kterych je studentum fyzikalni interpretace limity funkce ze
zkuSenosti ¢i provadéného pokusu ziejmé. Pfikladem budiz pohyb hmotné-
ho bodu po naklonéné roviné. Cas t, za ktery projede kuli¢ka naklonénou
rovinu nad zdkladnou d svirajici s vodorovnou rovinou thel «, zavisi, jak
se d4 jednoduchou fyzikdlni ivahou ukazat, na d a o podle vztahu

sagiial s
g - sin 2«

Diskuse nad jednoduSe stanovitelnymi limitami

lim t(a) = lim t(a) = +o0
a—0t a—-—)%_

zde muze byt z hlediska propedeutiky limitniho procesu cennd. Pojede

kulicka po téméi vodorovné roviné nekonetné dlouho? A pojede vibec?

Jakou rychlosti pojede kulicka ve druhém piipadé, kdy je rovina témeéf
wk? G, svisla? Pfitom pro drdhu s urazenou kulickou v tomto pripadé plati

L ‘o

~ blo

& :
£ TN {;
o 5 ] s d
3 V= lim s(a) = lim_ = 400 .
e&mﬂ.ﬁ* as X a— I~ COS QY

Pojede tedy jesté vubec kulicka ¢i uz bude padat?

Vhodné ndméty se vSak najdou napfiklad i v chemii. Zavislost mnoZzstvi
naadsorbovaného plynu e pfipadajiciho na jednotku povrchu pevné latky
na tlaku plynu p je pii stdlé teploté dana vztahem
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1+ kop

3

kde ki a ko jsou kladné konstanty. Propedeuticky vyznam zde ma dvaha
o mnozstvi naadsorbovaného plynu za velmi vysokého tlaku, kdy je jiz
soucin kop mnohem vétsi nez 1. Matematickd idealizace limy_, o a(p) zde ma
své redlné fyzikalni hranice (tlak p) a pravé sepéti fyzikalniho ,,jednicku ve
jmenovateli Ize zanedbat proti ¢islu k2p” s obsahem matematického zapisu

: k
limy_, o0 a(p) = k—;

zde ma pro studenty sviij vyznam.

Podobné ,,infinitezimalni” diskuse mohou navic u ndmétu této kate-
gorie kromé propedeutiky limitniho procesu vyrazné prispét ke spravnému
vniméani matematickych a fyzikdlnich modelii a matematizace redlnych jevi
a déju.

4. Ukazky limitniho procesu u matematickych pojma a metod

Vhodnou pfiilezitost k propedeutice limitniho procesu poskytuji na druhém
stupni zdkladni a niz8ich ro¢nicich stfedni §koly probirané grafy elementar-
nich funkci, a to ve smyslu intuitivné provadénych ivah o limitach téchto
funkci v nevlastnich bodech, resp. o nevlastnich limitach. VySetfovani
prubéhu (ze zacatku i pomoci numerickych vypoéti!) takovych jedno-
duchych funkei, jako jsou napiiklad y = |z|~! & y = (z — 3)~2 je vhodnou
propedeutikou limitniho procesu.

Dalsim vhodnym namétem z této kategorie je s¢itani ciselnych fad po-
moci nazornych geometrickych dtvaru. Pfipomeiime napfiklad zndmy Ore-
smeho dukaz konvergence fady

32,0
n=1l 2"
¢i jeho vtipné rozstfihdni jednotkového ¢tverce pii dikazu rovnosti
(o o]
1
n=1
Jiz v niz8ich ro¢nicich stfedni Skoly se studenti zpravidla setkavaji s tzv.
parametrickymi systémy funkci. Uvédomuji si roli parametri pro pribéh

linedrnich, kvadratickych, pozdéji i goniometrickych funkci. Je myslitelné
uvazovat u nékterych funkci na misté parametru libovolné pfirozené nebo
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prevricené prirozené ¢islo, respektive posloupnost pfirozenych ¢isel (n)S2,

& (n~1), . MiZeme pak vlastné hovofit o posloupnostech funkci, napf.

(n - z?), (le . z2), (n-sinz), (-T-Il— .sinz), (z"), (sin"z), (sin®"z) .

Je vyznamné pro studenty, zndzorni-li si chovani takovych posloupnosti
pomoci grafii nékolika prvnich ¢lent v jednom osovém kiizi. U nékterych
z nich lze z obrazku vypozorovat jistou tendenci pfiblizit se limitné na urcité
podmnozZiné defini¢niho oboru k néjaké funkci. Studenti mohou vycitit,
ze, korektné feceno, posloupnost uvedend jako druhd a ¢tvrtd konverguji
bodové na R k nulové funkci. S pomoci ucitele se mohou dopracovat i
k podobnému zivéru u posloupnosti (z"), resp. (sin?"z), kterd bodové
konverguje na intervalu (0, 1), resp. na R, k funkci

_J 0 pro z€(0,1)
f(m)_{ 1 pro z=1

resp. k funkci

(z) 1 pro z=(2k+1)%, kdek € Z
bl pro vsechna ostatni z € R

VSechny uvahy je vhodné se studenty délat pouze na intuitivni bazi (K jaké
funkci se funkce z dané posloupnosti stale vice blizi?). Nadané studenty je
mozné seznamit s definici bodové konvergence posloupnosti funkei f, na
mnoziné M k funkci f, zkrdcené zapsino

fa(z) = f(z) <= Vz e M; nli_)ngofn(:c) = f(x)

Tuto definici je mozné prezentovat nadanym studentim jak korektné, a to
v pripadé, Ze jiz znaji pojem limity posloupnosti, tak na intuitivni bazi
vysvétlenim podstaty definice na obrazku (pro kazdé z z mnoziny M se
funkéni hodnoty f,(z) blizi k ¢islu f(z)), jestlize pojem limity posloupnosti
jesté neznaji. Sviij vyznam pro mysleni studentu maji pochopitelné i ty
piiklady funkénich posloupnosti, které nejsou konvergentni. Cenny je zde i
propedeuticky pfinos tohoto tématu pro pozdégji zavedeny pojem spojitosti
funkce.

Na zavér uvedu a velice stru¢né okomentuji posledni tfi oblasti ndméta
pro propedeutiku limitniho procesu, které jiz nebudu podrobnéji rozebirat.
Jedna se o piiklady a tlohy slouzici k propedeutice redlnych ¢&isel, piiklady
nekone¢nych mnozin a nekoneénych procesu, ve kterych se projevi pouze
fenomén nekonecna a kone¢né skupina ndméti, které bych souhrnné oznagil
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slovem paradoxy. V prunim piipadé se napi. jedna o celou historii ¢isla ,
problematiku periodicity desetinnych ¢isel, posloupnosti ¢isel raciondlnich,
paty Archimédiv axiém &i ndsledovnika néjakého raciondlniho €isla, tedy
usporadani redlnych ¢isel (viz napf. [7]). Do skupiny druhé patii ukazky
nekonecnych &iselnych mnoZin, neohrani¢enych geometrickych ttvari, ne-
koneénych mnoZin feSeni rovnic a nerovnic a problematika mohutnosti
mnozin obecné, otdzka poétu viech prvocisel ¢i pythagorejskych ¢isel, prin-
cip matematické indukce a podobné. Tato skupina ndméti je bezpochyby
nejobsahlejsi z hlediska propedeutiky limitniho procesu na zakladni skole.
Krasnym pfikladem budiz Archimédovy ,,piseéné” uvahy o vyjadfovani
velkych ¢isel pomoci ¢isel k-tého faddu (viz napf. [5]). T7reti zminénou
skupinu — ,,paradoxy” — lze kromé tradi¢nich Zenénovych apérii naplnit
i mnohymi pfiklady objektu s podivuhodnymi vlastnostmi z oblasti ndméti
uvedené v tomto prispévku pod éislem 2, ale i napiiklad raznymi Galileo-
vskymi fyzikdlné — matematickymi ivahami o pohybu téles ¢i zndmym
Aristotelovym dvojkolem (viz napf. [3]).
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