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Nadredlna ¢&isla

Jird  Cihldr

1. Ideové zdroje teorie nadredlnych ¢&isel

Dedekind konstruuje redlnd ¢isla z raciondlnich &isel timto zpisobem:
Rozkladda raciondlni ¢isla do dvou mnozin A, B (kazdé cislo z A je
mensi neZ libovolné &islo z B) a tento ,,fez” — uspofddand dvojice
mnozin {A | B} — je uzit k definici novych &isel. Je to konstrukce
smérem dovnitf, ¢iselnd mnozina se zahust’uje.

Cantor (von Neumann) konstruuje ordindlni éisla tak, Ze kazdé z nich
chipe jako mnozinu &isel jiz dfive zkonstruovanych, napf.

2 ={0,1},w = {0,1,2,...}, atd. Toto je konstrukce smérem ven,
¢iselnd tfida se rozsifuje.

Nékteré specidlni hry mezi dvéma hraéi mohou byt reprezentoviny
pomoci logickych stromii:

hra x = {x*|x")

L-hra¢ muze tahnout v kazdé pozici jenom nalevo, R-hri¢ pouze
napravo. Hragi se pravidelné stfidaji, jestlize hra¢ nemd zadny mozny
dalsi tah, pak prohral.

Conway chéipe kazdou hru jako uspofadanou dojici mnozin jiz diive
zkonstruovanych her (tzv. levé subhry oznacéujeme z, pravé z®).
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2. Hry jako matematické objekty

Konstrukce 1 Jsou-li L a R dvé mnoziny her, pak {L | R} je hra. Vsechny
hry jsou zkonstruovdny timto zpusobem.

Piiklady 1

oe=0={|} .\0515{0|} §E2E{0,1|}
VE*E{O\O} ./.5—1.5{10} Q/.E .LE{OI*}

Tato konstrukce spojuje oba vyse zminéné konstrukéni pristupy (Dede-
kinduv i Cantortv), tfida her se sou¢asné ,,zahust’uje” i ,,rozsifuje”.

Definice 1 (Opaénd hra) —z = {—z® | -z}

Definice 2 (Souéet her) z+y={zf+y,z+y"* |z +y,z+ 1y}
Na tiidé her G lze definovat i relace >, <, ||, = tak, Ze maji tyto strategické
interpretace:

x>0 <=  existuje vyhravajici strategie pro L-hrace
z <0 <= existuje vyhrdvajici strategie pro R-hrace
z||0 <= existuje vyhravajici strategie pro hrace,
ktery tahne jako prvni
rz=0 <= existuje vyhravajici strategie pro hrace,
ktery tahne jako druhy
Priklady 2
—x=x — 1= {x]|0} %0 1>0
x+*x={x|x}=0 1+(-1)={-1|1}=0
Lze dokézat, Ze struktura [G, =, +, —, 0] je neuspofddana komutativni grupa.

3. Nadrealna cisla

V tfidé her G je moZné vymezit tfidu nadredlnych her ¢isel No touto
definici:

Definice 3 Hra z = {z* | 2%} je (nadrediné) éislo, prdvé kdyz kazdd subhra
zt a =B je éislo a plati:

(Vz)(Vy) z* < z®.
Je pak mozné dokizat, Ze pro kazdé ¢islo z = {z” | z®} plati, ze

(Vz)(Vy) z' <z <z®.
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Priklady 3

\>.E 1/2={0]1} \‘95 1/4={0|1/2}
‘@s 3/4 = {0,1/2 | 1} Q‘z ~3/4={-2|-1,0}

Na tfidé nadredlnych ¢isel No je mozné definovat ndsobeni éisel a inver-
tovani cisla témito definicemi:

Definice 4 (Soucin éisel)
z-y = {zly + zy* — 2yt 2By + 2y® ~ 2By

| zty + zy® — zly®, Ry + oyt — oRyL}

"

Definice 5 (Inverzni &islo) Pro kladné éislo « :

1 { 1+ (zf —z)y? 1+ (zf — z)y*
=— =40, 7 y 5
z z

Y

1+ (zf —z)yt 1+ (2zF — z)yP
y2 s ) R

Je mozn’e pak dokdzat, ze struktura [No,=,<,+,—,:,1/,0,1] je
linearné uspoiadané komutativni téleso, je mozné definovat odmocninu
z kladnych ¢isel a jiné dalsi funkce. Toto téleso obsahuje vSechna éisla
realna, vSechna €isla ordindlni, ¢isla nekoneéné mald, atd.

Priklady 4

2/3 = {0,1/2,5/8,21/32,...1,3/4,11/16,...}
V2 = {1,7/5,1393/985,...3/2,99/70,...}

wZ{0,1,2,... |} e | 1,1/2,1/4,...}
w+1=1{0,1,2,...,w | } ef2={0 | ¢}
w—1={0,1,2,... | w} e/4={0 | &¢/2}
w-2={0,1,2,... | w,w—1} et= {0 .,6/2,6/4, ...}
IO e o Tl e 2.e=]1,1/2,1/4,...}
w-1/2=1{0,1,2,...,w-1 | w} 3.e={2 | 1,1/2,1/4,...}
w/2=1{0,1,2,... | w,w—1lw—-2,...} Ve={0,¢2¢,... |

11,1/2,1/4,...}
wid=1{0.12... | &/dw2-1,...}  Yt=w

v {012, | wwf2 wld,...} atd.
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Je velmi zajimavé, jak bohatd je struktura nadredlnych ¢isel, jak mnoho
,,infinitezimalnich” ¢isel je v okoli 0 (a tedy i v okoli libovolného é&isla), jak
se oproti bé&Znym ordindlnim &islim obohatila struktura ,,nekoneénych”
Cisel, atd.

4. Ordinalni operace na ¢islech

Na tiidé ¢isel No lze definovat séitdni a nisobeni i jinym zptisobem:
Definice 6 (Ordindlni soucet)

c@y={z",z0y" | z?, z 0 y"}

Definice 7 (Ordindlni soucin)

m@yE{:z:G)yLGB:I:L,:c@yRGBa:R|:L'G)yL€Ba:R,:B®yR®:L‘L}

Je dokazatelné, Ze tyto operace maji tytéz vlastnosti jako obvyklé or-
dindlni operace (neutrdlni vlastnosti prvka 0 a 1, asociativnost obou op-
eraci, distributivitu pouze zleva, nekomutativnost obou operaci, atd.).

Pokud parcializujeme tyto operace na tfidu ordindlnich ¢isel On, ktera
je vymezena v ramci No definici:

Definice 8 Cislo z je ordindlnim éislem, prdvé kdyz x = {z" |} a subhry
z¥ jsou vsechna ordindlni éisla menst nez z,

ziskdme obvyklou uspofddanou strukturu ordindlnich ¢isel
[On,=,<,®,0,0,1].

Ordindlni operace na tfidé No pak ddvaji obecné&jsi zajimavé vysledky:

10(-1)=1/2 1®(-2)=1/4 1&(-3)=1/8 1&(-w)=c¢
1/201=3/4 1/202=7/8 1/203=15/16 1/20w=1-c¢
edl=2-¢ eD®2=3-¢ e®@I=4-¢ EBw =€

wOl2=w-1 wOl/d=w-2 wWOl/8=w-3 wOe=w/2
1201=1/2 1/202=5/8 1/203=21/32 1/20w=2/3
1/401=1/4 1/402=9/32 1/403=173/256 1/40Qw=2/T7
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