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ABSTRACT

Profesor Tadeusz Swiatkowski byt wieloletnim pracownikiem i dyrektorem Instytutu
Matematyki Politechniki Lodzkiej. Prezentujemy jego sylwetke jako wielkiego matema-
tyka i wspanialego nauczyciela oraz jego wklad w rozwoj teorii funkcji rzeczywistych.

1. WSTEP

W tym roku mija 20 lat od $mierci naszego Profesora — Tadeusza Swiat-
kowskiego. Obie bylysmy Jego studentkami. Niestety bardzo krétko, ze
wzgledu na Jego problemy zdrowotne. Mimo uptywu lat, pamietamy jak
jasno ttumaczyt nawet skomplikowane zagadnienia matematyczne. Zawsze
zalezalo Mu na tym, by pokazywaé pickno i prostote matematyki. Nigdy
swoim zachowaniem nie mowil | patrzcie, jaki ja jestem madry”, tylko za-
wsze ,patrzcie, jakie to jest proste”. Do tej pory Profesor kojarzy nam sie
wtasnie z ta cecha. Widaé ja wyraznie, gdy czyta sie te Jego artykuly,
ktore byly pisane po polsku. Profesor chetnie pisal w ojczystym jezyku
i publikowal w lokalnych czasopismach. Duza czesé jego prac mozna znalezé
w Zeszytach Naukowych Politechniki Y.odzkiej i Zeszytach Naukowych Uni-
wersytetu L.odzkiego. Niestety, ich zasieg byl przez to dosé¢ ograniczony,
ale Profesor uwazal, ze nalezy wspiera¢ swoje srodowisko naukowe. Mimo
to, wiele z jego artykutéow znalazto swoj oddzwick w matematyce swiatowej
i do tej pory Jego artykuly pojawiaja sie w bibliografii prac wielu znanych
matematykoéw. Profesor byl bardzo szczodry w dzieleniu sie swoja wiedzg.
Chetnie podsuwal problemy do rozwazania, pomysty prac, a nawet szkice
rozwigzan. Wypromowal ok. 40 doktoréw nauk matematycznych. Niestety,
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ze wzgledu na reorganizacje niektorych instytucji, udato nam sie dotrzeé
tylko do 24 nazwisk; lista doktorantéw dostepna jest na stronie:
http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=172152

W tym artkule chcialyby$my krotko przypomnieé Jego postaé i te wyniki,
ktore uwazamy za istotne w teorii funkcji rzeczywistych, gdyz staty sie pod-
stawa do stworzenia takich pojeé¢, jak np. path derivatives, local systems,
Swiatkowski property, Swiatkowski function.

2. ZYCIORYS

Tadeusz Swiatkowski urodzit sie 28 listopada 1933 roku w Belchatowie.
Tam rozpoczal swoja edukacje. Po ukoriczeniu szkoty podstawowej uczesz-
czat do Liceum Ogolnoksztatcacego im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie
Trybunalskim.

W 1951 roku rozpoczal studia matematyczne na Uniwersytecie Lodzkim.
Rok przed ich ukoniczeniem w 1955 roku, rozpoczal prace jako asystent
na Politechnice Lodzkiej. W latach 1959-1962 pracowal na Uniwersyte-
cie L.6dzkim, nastepnie ponownie na Politechnice Lodzkiej. W 1960 roku
uzyskal stopieri naukowy doktora nauk matematycznych, a rok pozniej
zdobytl nagrode PTM dla mltodych matematykow. W 1962 roku wziagt
Slub z Maria Waliszewska (siostra innego znanego lodzkiego matematyka
— profesora Wlodzimierza Waliszewskiego). Jego syn Stefan ukoriczyl stu-
dia matematyczne, cérka Joanna studia medyczne.

W 1966 uzyskal stopieri naukowy doktora habilitowanego za prace O wa-
runkach wystarczajgcych monotonicznosci funkcji. Praca ta stanowita pozy-
tywne rozwiazanie problemu Z. Zahorskiego. Analogiczne rezultaty uzyskat
(na calkowicie innej drodze) znany matematyk amerykanski, autor wielu
ksiazek z teorii funkeji rzeczywistych, Andrew Bruckner ([1]).

W latach 1968-1972 wspoélprowadzit wyktady telewizyjne dla studentéow
studiow dla pracujacych wyzszych uczelni technicznych (program nosit ty-
tul ,Politechnika TV”). Kierownikiem kursu byt prof. W. Krysicki. Zespot
wyktadowcow: prof. 1. Dziubinski, prof. D. Sadowska, prof. T. Swiatkowski,
prof. L. Wtodarski, byt $cisle zwiazany z Politechnika ¥.6dzka. Tadeusz
Swiatkowski byl wspotautorem popularyzatorskiej ksiazki z geometrii (Geo-
metria analityczna na plaszczyznie i w przestrzeni, Wtodzimierz Krysicki,
Tadeusz Swiatkowski, Jan Zydler), zbioru zadai dla kandydatow na wyzsze
uczelnie techniczne oraz poradnika matematycznego (Poradnik matematycz-
ny: praca zbiorowa pod red. I. Dziubinskiego i T. Swiatkowskiego).

W 1978 roku uzyskal tytul profesora nadzwyczajnego. Byl wieloletnim
dyrektorem Instytutu Matematyki Politechniki f.6dzkiej. Posiadal wie-
le odznaczen miedzy innymi Medal Komisji Edukacji Narodowej, Krzyz
Kawalerski Orderu Odrodzenia Polski.
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Zmart 30 pazdziernika 1994 roku.

3. ZAINTERESOWANIA NAUKOWE

Dorobek naukowy Profesora zawiera okoto 30 prac. Najwczesniejsze
prace prof. Tadeusza Swiatkowskiego dotycza funkcji analitycznych, nastep-
nie jego zainteresowania skierowaly sie ku teorii funkcji rzeczywistych i jej
zwigzkom z topologia. Badal uogélnienia pojecia granicy i pochodnej oraz
klasy funkcji ciagtych.

W 1960 roku Tadeusz Swigtkowski napisat prace doktorska, sktadajaca
sie z dwoch czesei:

(1) O funkcjach holomorficznych w kole jednostkowym, przyjmujacych
kazda swoja wartos¢ nieskoniczenie wiele razy.
(2) O przeksztalcaniu funkcji mierzalnej na catkowalng.

Promotorem byl profesor Witold Janowski.

Wyniki zostaly przedstawione w pracach: Sur les fonctions holomorphes
qui prennent dans le cercle unité une infinité de fois chacune de leurs valeurs
(19]) oraz Sur une transformation d’une fonction mesurable en une fonction
sommable ([10]).

W pierwszej czesci pracy doktorskiej Swigtkowski przedstawit wynik doty-
czacy funkcji holomorficznych w kole jednostkowym: wykazal, ze zbior
funkcji holomorficznych przyjmujacych kazda swoja warto$é¢ nieskoriczenie
wiele razy jest rezydualny w przestrzeni wszystkich funkcji holomorficznych.

W drugiej czesci pracy Tadeusz Swiatkowski rozwigzal problem Czestawa
Ryll-Nardzewskiego sformutowany nastepujaco:

Czy dla kazdej funkcji f prawie wszedzie skoriczonej i mierzalnej w {(a,b)
istnieje homeomorfizm ¢ przedziatu (a,b) na siebie, spetniajacy warunek

b
/ £ (6(8)) dt < oo?

Czy istnieje homeomorfizm taki, ktory przeksztatca funkcje mierzalne
wielu zmiennych na funkcje catkowalne w sensie Lebesgue’a?

Odpowiedz na powyzsze pytania jest pozytywna. Tadeusz Swiatkowski
udowodnit twierdzenie:

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f(x1, 2, ..., x,) prawie wszedzie
skoriczona i mierzalna na kostce

azgngbz, i:1,2,...,n.
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Wowczas istniejq funkcje ¢1(x1), da(x1,22), -\ dn(x1, 20, ..., 2y,) takie,
ze
azgngbl, i:1,2,...,n
oraz
(1) ¢1(x1) jest Scisle rosngca oraz ¢1(ar) = a1, ¢1(b1) = by,
(2) dla ustalonych 1, ..., xi—1 funkcja ¢ (x1,z2,. .., TK_1,Tk) jest Tos-
ngcq funkcjg zmiennej xy taka, Ze ¢p(x1,x2,...,28-1,0K) = a,
Ok(x1, 29, .., Tp_1,bp) = b, E=2,...,n,
(3) dla dowolnej dodatniej liczby
by by,

/"'/|f(¢1(331),¢2(9€1,x2),.-.,¢n(x1,x2,...,xn))adazldxz...dq:n < 00.

Kilka lat pozniej (1973, [13]) profesor Swiatkowski wrocit do przedsta-
wionego w pracy doktorskiej problemu i wraz z profesorem Wtadystawem
Wilezyriskim udowodnit nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli f > 0 jest funkcjq potciggle z dotu na [0, 1] takq, ze

1
!}wmx:+m,

to zbior tych h € H (H oznacza zbidr homeomorfizméw h: [0,1] — [0,1]
spetniajgcych warunki h(0) = 0, h(1) = 1), dla ktorych

1
/f (h(x))dx < 400,
0

jest pierwszej kategorii w H .

Twierdzenie. Dla dowolnego ciggu {fn} funkcji mierzalnych, okreslonych
i prawie wszedzie skonczonych na [0,1] istnieje homeomorfizm h tego prze-
dziatu na siebie taki, ze

1
Lﬂnmumm<+m
0

dla dowolnego n € N.

Nastepnym bardzo istotnym wynikiem uzyskanym przez profesora Swiat-
kowskiego bylo sformultowanie twierdzenia o warunkach wystarczajacych
monotonicznosci funkeji. Jednym z bardziej znanych twierdzen tego typu,
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jest to, ktore studenci pierwszego roku studiéw poznaja podczas kursu anal-
izy matematycznej: Jezeli f jest rézniczkowalna w (a,b) oraz jej pochodna
jest dodatnia w (a,b), to f jest funkcjq rosnacq w tym przedziale. Twierdze-
nie to byto w rézny sposéb uogédlniane: np. zatozenie o rézniczkowalnosci
funkcji bylo zastepowane przez pojecie rézniczkowalnosci funkcji w innym
sensie, zbiér, w ktorym pochodna miata istnie¢ lub w ktérym byta nieu-
jemna, byl mniejszy niz (a,b). Jedno z takich twierdzen zostato sformuto-
wane w 1928 roku przez G. Gotdowskiego oraz niezaleznie, w 1930 roku,
przez L. Tonellego:

Twierdzenie (|3], [16]). Niech f bedzie funkcjq spetniajacqg w przedziale
(a,b) warunki:
(al) f jest ciggta,
(b1) f" (skoriczona lub nieskoriczona) istnieje wszedzie poza przeliczalng
liczbg punktow,
(cl) f'(z) > 0 prawie wszedzie.
Wowczas f jest funkcjg niemalejgcq na (a,b).

W 1939 roku twierdzenie to zostalo uogolnione przez G. Tolstowa (|15]),
a w 1950 roku przez Z. Zahorskiego (|17]).

Twierdzenie (Tolstow). Niech f bedzie funkcjq spetniajgcqg w przedziale
(a,b) warunki:
(a2) f jest aproksymatywnie ciggla,
(b2) fi, (skoticzona lub nieskoticzona) istnieje wszedzie poza przeliczalng
liczbg punktow,
(c2) fap(x) > 0 prawie wszedzie.
Wowczas f jest funkcjg ciggltq i niemalejgeq na (a,b).

Twierdzenie (Zahorski). Niech f bedzie funkcja spetniajacq w przedziale
(a,b) warunki:
(a3) f jest funkcjg Darbou,
(b3) f" (skoriczona lub nieskoriczona) istnieje wszedzie poza przeliczalng
liczbg punktow,
(e3) f'(xz) > 0 prawie wszedzie na (a,b).
Wowezas f jest funkcjg ciagla i niemalejgca na (a,b).

Rodziny funkcji, ktére spelniaja zalozenia obu ostatnich twierdzen nie
sa rozlaczne, ani nie zawieraja sie w sobie nawzajem. Twierdzenie Za-
horskiego jest rownoczesnie silniejsze niz twierdzenie Tolstowa (Zahorski
zaktadal wlasnos¢ Darboux zamiast aproksymatywnej ciagtosci) i stabsze
od niego (zakladat istnienie zwyklej pochodnej zamiast pochodnej aproksy-
matywnej). Poszukiwania uogolnien tych twierdzen szty w réznych kierun-
kach, np. probowano wykorzystaé ich stabsze zalozenia: (a3) oraz (b2)
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i (c2). Niestety z tych zalozeni nie wynika fakt monotonicznosci funkeji
(przyktad takiej funkcji mozna znalezé¢ w [1]). Poniewaz kazda funkcja
aproksymatywnie ciagla jest funkcja Darboux pierwszej klasy Baire’a, Za-
horski sformulowal nastepujace pytanie:

Czy kazda funkcja Darboux pierwszej klasy Baire’a spetniajgca zatozenia
(02) i (c2) jest cigglta i monotoniczna?

Pozytywna odpowiedz na to pytanie uzyskal Tadeusz Swigtkowski i przed-
stawil w 1966 roku w swojej pracy habilitacyjnej O warunkach wystarcza-
jacych monotonicznosci funkegi ([11]).

Niech J oznacza klase funkcji f spelniajacych warunki:

(1) kazdy zbior postaci {z: f(x) > M} oraz {z: f(z) < m} jest zbiorem
typu F, i sktada sie tylko z obustronnych punktéw kondensacji
funkcji f

(2) jezeli f € J, g jest ciagta, to f+g € J.

Oczywiscie funkcje Darboux pierwszej klasy Baire’a naleza do klasy J.

Twierdzenie (|[11]). Niech f bedzie funkcjq spetniajgce w przedziale (a,b)
warunki:
(A) feJ,
(B) (’lp (skoriczona lub nieskoniczona) istnieje wszedzie poza przeliczalng
liczbg punktow,
(C) fap(x) >0 prawie wszedzie.
Wowczas f jest funkcjg niemalejgcq i ciggta w (a,b).

Rownolegle, podobne rezultaty niezaleznie od Swigtkowskiego uzyskat
matematyk amerykanski A. M. Bruckner ([1]). Droga uzyskania tego wyniku
byta jednak catkowicie inna.

Nastepny okres pracy naukowej Profesora poswiecony byt uogélnieniu po-
jecia granicy i pochodnej. W niektorych zagadnieniach pochodna zwycza-
jna moze by¢ zastapiona przez pewne uogOlnienia pochodnej. 7 reguty
odbywa sie to poprzez zastapienie zwyklej granicy ilorazu réznicowego przez
inne przejécie graniczne, np. przez wprowadzenie mocniejszej topologii
lub ograniczenie sie do punktow pewnego zbioru. W pracy [12] profesor
Swigtkowski wprowadzil nastepujace pojecie T-granicy i T-pochodnej.

Niech z kazdym punktem x pewnego przedziatu (a,b) bedzie zwigzana
pewna rodzina T'(x) podzbioréw tego przedziatu taka, ze:

(a) jezeli By, Ey € T'(z), to E1 N Ey € T(x),

(b) jezeli 6 >0 to (x — d,x+ ) N (a,b) € T(x),

(¢) x jest jedynym punktem wspdlnym rodziny T'(z),

(d) jezeli § > 0 1 E € T(x), to (x — 0,z) N E oraz (x,z 4+ 0) N E sq
zbiorami niepustymi.
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Zbiory z rodziny T'(x) bedziemy nazywaé T-otoczeniami punktu x.

Definicja. Liczbe g € R nazywamy T'-granicg funkcji f w punkcie xg, jezeli
dla dowolnej liczby € > 0 istnieje zbior E € T(xg) taki, ze |f(x) —g|] < €

zachodzi dla wszystkich x € E. Piszemy wowczas T — limf(z) = g.
T—rxQ

Oczywiscie, funkcja nazywa si¢ T-ciagta w xg jezeli jest okreslona na
pewnym T-otoczeniu g oraz T — limf(x) = f(xo).
T—rx0

Analogicznie: T-pochodng funkcji f w punkcie xg nazywamy granice
fr(xo) =T — lim%ﬁzo). Zauwazmy, ze jezeli T'(x) jest rodzina przedzi-
T—x0

alow otwartych zawierajacych x, to T-granica oznacza zwykta granice. Jezeli
T'(z) jest rodzina wszystkich podzbiorow R zawierajacych z i takich, ze ich
gestos¢ w punkcie = jest rowna 1, to pojecie T-granicy pokrywa sie z poje-
ciem granicy aproksymatywnej.

Obecnie podobne uog6lnienia pochodnej istnieja pod nazwa ,path deriva-
tives” (zajmuja si¢ tym m.in. A. M. Bruckner, R. J. O’Malley, B. S. Thom-
son np. w [2]), za$ uogdlnienia rodzin T'(x) jako systemy lokalne (local
systems) (|14]).

Przy warunkach wystarczajacych monotonicznosci funkcji rozwaza sie
rozne klasy funkcji, np. funkcje Darboux, funkcje aproksymatywnie ciggte,
itp. W jednej z prac Tadeusza Swigtkowskiego opublikowanych w Zeszytach
Naukowych Politechniki Lodzkiej (|6]) rozwazane byly funkcje f: R — R
posiadajace wlasnodci:

(al) f ma wlasnos¢ Darboux,

(B1) f jest pierwszej klasy Baire’a,

(v1) dla dowolnych roznych x1,x2 € R takich, ze f(z1) # f(x2) istnieje
punkt x3 € I(z1,x2) taki, ze f(z3) € I(f(z1), f(x2)) 1 f jest ciagla
W xs3,

(I(a,b) oznacza przedzial o koncach a i b).

Wiadomo, ze suma dwoch funkcji majacych wlasnosé Darboux nie musi
tej wltasnodci posiadaé. Podobnie granica jednostajnie zbieznego ciggu funk-
¢ji majacych wtasno$é Darboux nie musi mie¢ wiasnosci Darboux. Zyg-
munt Zahorski pokazal ([17]), ze jezeli funkcja f nalezy do klasy J, gdzie
J = (al)N(p1), a funkcja g jest ciagta, to f + g € J. Edward Kocela
udowodnil (|4]), ze granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji klasy J
rowniez nalezy do J. Zatem przyjecie dodatkowego zatozenia byto niezbedne,
by podane dzialania dawaly w rezultacie funkcje tej samej klasy.

W pracy ([6]) rozwazana jest klasa funkeji J* spelniajacych wszystkie
warunki (al), (1), (y1). Okazuje sie, ze warunki te sa niezalezne (tzn.
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(al) mie zalezy od (51) i (y1), itd), w szczegdlnosci J # J*. Autorzy
udowodnili nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie. Jezeli funkcja [ spetnia warunki (al) i (y1), g jest ciggta,
to f + g spetnia warunek (y1).

Jezeli funkcje f, spetniaja warunki (al) i (y1), (n € N) ¢ f,, = f, to f
spetnia warunek (y1).

Twierdzenie. Jezeli f € J*, g jest ciggta, to f+ g € J*. Jezeli f,, € J*,
neNif,—f, tofeJ.

W 1982 roku w pracy [7] rozwazano podobne klasy funkeji dla funkeji
dwoch zmiennych f: R? — R:

(2) f ma wlasnos¢ Darboux,

(82) f jest pierwszej klasy Baire’a,

(72) dla dowolnych réznych punktow (x1,y1), (22, y2) ptaszczyzny takich,
ze f(x1,y1) # f(22,y2), istnieje punkt (z3,y3) € I ((21,91), (x2,92))
taki, ze f(23,y3) € I (f(z1,51), f(z2,y2)) 1 [ Jest ciagla w (z3,y3).

i okazato sie, ze funkcje dwoch zmiennych zachowuja sie odmiennie niz
funkcje jednej zmienne;j:

Twierdzenie. Jezeli f, € (a2)N(52),n e Ni f, = f, to f € (a2)N(52).
Istnieje cigg fn € (@2) N (v2), n € N zbiezny jednostajnie do funkcji f taki,
ze f ¢ (72).

W podanej pracy po raz pierwszy funkcje z klasy (1) i (72) nazwano
funkcjami Swiatkowskiego. Nazwa ta zostala wprowadzona przez profesora
Wiadystawa Wilczyniskiego oraz dr Helene Nonas (obecnie Pawlak). W 1995
roku Aleksander Maliszewski zdefiniowal silng funkcje Swiatkowskiego!:

Definicja ([5]). Mowimy, ze f: R — R jest silng funkcjq Swigtkowskiego
(f € Ss), jezeli dla dowolnych liczb x1, 25 € R takich, ze f(x1) # f(x2)
i kazdego N € I(f(x1), f(x2)) istnieje punkt xg € I(x1,22) N Cy taki, ze
f(x3) = A (gdzie Cy oznacza zbior wszystkich punktow ciggtosci funkcji f).

Zas w 2002 Paulina Szczuka wprowadzita pojecie ekstra silnej funkcji
Swiatkowskiego?:

Lw angielskiej terminologii, A. Maliszewski zastosowal termin Swigtkowski function,
a potem dla funkcji spetniajacej silniejszy warunek: strong Swigtkowski function. Dla
uporzadkowania terminologii zgodnej z duchem jezyka angielskiego nalezatoby napisa¢
function fulfilling strong condition of Swigtkowski

2Taka sama uwaga dotyczy ekstra silnej wlasnosci Swiatkowskiego. Powinno sie
napisa¢: function fulfilling extra strong condition of Swigtkowski.
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Definicja ([8]). Méwimy, ze f: R — R spetnia ekstra silny warunek Swigt-
kowskiego (jest ekstra silng funkcja Swigtkowskiego), jezeli dla dowolnych
x1,x2 € R takich, zZe x1 < xq, spetniona jest rowno$é oraz

J ([, 22]) = f ([w1,22] N Cy).

Obecnie funkcje Swiatkowskiego staly sie podstawa wielu badari, pub-
likacji, prac doktorskich.

Podziekowania: Pragniemy podzickowaé prof. dr hab. Wtadystawowi
Wilcezyriskiemu oraz doc. Bogdanowi Koszeli za wsparcie przy pisaniu tego

artykutu.
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