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Trojwymiarowy model Kroniga-Penneya
z separowalnymi rozwiazaniami

I. Wstep

Klasyczny model Kroniga-Penneya [1] przedstawia potencjat, ktory mozna rozwia-
za¢ w sposoOb Scisty. Stuzy on dlatego jako podstawa rozwazan nad wieloma zasadni-
czymi zjawiskami w ukladach okresowych. Jego matematyczna rozwigzywalno$é
wykorzystywana jest w podrecznikach mechaniki kwantowej [2,3,4] do nauki podstaw
jak i zastosowarn tej dziedziny fizyki. Model Kroniga-Penneya moze by¢ réwniez wyko-
rzystywany do bardziej zaawansowanych badan naukowych [5,6,7]. Uzywa si¢ go jako
punktu wyjSciowego do opisu zjawisk zwigzanych z domieszkami [5], skonczono$cia
uktadu i wielu innych np. [6]. Jest to model jednowymiarowy i dlatego stosowany jest
do uktadow liniowych [5,6]. W niniejszej pracy probujemy podaé pewne uogdlnienie
modelu Kroniga-Penneya na trzy wymiary w ten sposéb, aby potencjal wykazywat
symetri¢ sieci krystalicznej oraz pozwalal rozwiaza¢ réwnanie Schrodingera poprzez
separacj¢ zmiennych. W czesci Il rozwazymy ogllne warunki, jakie musi spetniaé po-
tencjal w sieci krystalicznej, aby rownanie Schrodingera byto separowalne. W czesci
I1I zapostulujemy odpowiedni potencjat dla modelu Kroniga-Penneya oraz przedstawi-
my rozwigzanie réGwnania na funkcj¢ falowa. W czedci IV oméwione zostana pewne
wiasnos$ci struktury pasmowej uktadu.

IL. Separacja rownania Schrodingera w sieci krystalicznej

W ogolnym przypadku sie¢ o symetrii translacyjpej posiada trzy rézne wektory

translacji a’ Q) c. Wybierajac osie wspétrzednych uktadu kartezjanskiego xl, xz, x° tak
aby az a;,b=be] + boes, C = C1e] + C2E7 + C363, gdzie e, e, e_3>wersory wzdtuz od-

1

powiednio osi x° , x°, x>, Hamiltonian uktadu musi byC€ niezmienniczy przy translacji



66 M. MATUSIEWICZ, J. BIELENINIK, J. KASPERCZYK

0 wektor postaci ka% b+ mc; gdzie k, 1, m s3 liczbami catkowitymi, co implikuje nie-
2 _— . ,
zmienniczoS¢ potencjatu V(xl, X ; x3). W tym miejscu wprowadzimy nowe wspOtrzed-

ne x’!, x"%, x7, ktorych osie leza wzdluz podstawowych wektorow translacji. Bedzie to
uklad w og6lnosci nieprosiokatny. Poniewaz pragniemy rozwigza¢ réwnanie
Schrodingera poprzez separacj¢ zmiennych, nalezy roztozy¢ potencjat na sumg trzech
potencjatow zaleznych od poszczegéOlnych zmiennych (ze wzgl¢du na symetri¢ sieci
krystaliczej musza to by¢ wspotrzedne wzdtuz podstawowych wektorOw translacji)

’ 52 93 b 12 93 Pd Vd - . . -
V(x 1, x5, x77) = Vix 1)+V2(X )+ Via(x'7). Wéwczas rOwnanie Schrodingera bedzie
W postaci:

2 2 2 2
- h,, o d12+B d7q+y d32 D+
8n°m | d(x") dx“) dE)
h? d 4 d?
e | /A 72 +Bi 2 R 3 ol M
8n°m dx")d ") d(x™)d ") dx")d ")

+ [ViEH+ Vo x)+vi ) ® =Ed.

Réwnanie powyzsze mozna rozseparowac na poszczegllne zmienne jedynie, gdy
wspotczynniki przy pochodnych mieszanych tj. oy, By, Y1 sa rOwne zeru, o oznacza ze
uktad musi by¢ prostokatny. Dla uktadu prostokatnego mamy by = ¢; = ¢ = 0. ROw-
nanie (1) przyjmie wowczas prosta postac:

) 2 2 2
h[ad+dedJ¢+

- -
stim | dx)?  dEH)? T d )
+ [V + Vo D) +v3 O @ = (E;+Ey+Eq) &

(2)

gdzie nie potrzeba juz wprowadza wspoéirzednych primowanych. Warto$¢ wtasna
operatora Hamiltona, catkowita energia E, zostala przedstawiona jako suma trzech
energii By, Eo, E3 . Poszczegoblne energie mozna przyporzadkowac kazdej wspotrzed-
nej, z jedynym warunkiem, aby ich suma byta rOwna energii catkowitej E.

II1. Uogolnienie potencjalu Kroniga-Penneya na trzy wymiary

Uogolnienie potencjatu Kroniga-Penneya na przestrzen trOwymiarowg zgodnie
z zatozeniami poczynionymi w cz¢Sci Il bedzie wygladato nast¢pujaco:

VL x4 ) = Vi) + Vo (x9) + V3 (x) 3)
gdzie
Vi) = -3 v 6 -1x'—nyl) (4a)

n

Vi) = =Y Vo 8 (ay— 1 x> —nlyl) (4b)

n
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Vi(x%) = — 3 V30 (a3—1x —nl3l) (4c)

n

parametry Vo, a; , L; dla i= 1, 2, 3 okreSlone sg na rysunku 1.

nvl

=L ai Li

Xi

- Voi

Rys.1. Zalezno$¢ potencjatu od odleglo$ci od dowolnego centrum w modelu Kroniga-
Penneya.

Rownanie (2) rozseparuje si¢ woéwczas na trzy rOwnania postaci:
ht  d

 8Pm d (x)?

D(x) - ¥ Vob@-Ix—nll)®x = ED(x) (5)

Rozwiazanie powyzszego réwnania zaczerpnigte zostalo z pracy [7]. Wprowadzajac
odpowiednie warto$ci statych K, k; spetniajacych roOwnania

hk;
415[;1 = Ei+Voi -
hk;
L o 7
4rm Ei 2

rozwigzanie mozemy przedstawi¢ w postaci sumy dwoch czionOw, symetrycznego
@, i antysymetrycznego P_:

d, (x) = cos (Kx) ©@a—1xl)+ S(x) ©(x—a) @(% 1-x J+

1 (8)
+ S(—x) O(—x) @[5 1+ x]
gdzie
S (x) = cos (Ka) cos [k(x —a)] — K sin (Ka) sin [k (x — a)] 9)
oraz

K

O_(x) = [sin@} O@—-Ixl) + AX) O(x—a) @[%1‘*)(]4‘
- A(—x)@(—x—a)@(%l—i—xj

(10)
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gdzie
(Ka)

A(x) = cos i €os [k(x —a)] + sin (ka) sin [kix — )] (11)

k
Rozwigzania przedstawion‘e sa w tej postaci, aby wyraznie byto wida¢ ich wiasnos-
ci symetrii.
Di(—x) = Du(x) (12)
D (—x) = P(x) (13)
Ogolne rozwiazanie dla symetrycznej strefy
D(x) = AP, (x) + A_D_(x) (14)
Wowczas, gdy A, 1 A_s3 rzeczywiste, mamy:
Dd(-x)" = D(x) (15)

Warunki na ciggto$¢ funkcji falowej oraz jej pochodnej okreslaja wartosci A1 A_.
Funkcje¢ bedaca rozwiazaniem jednowymiarowego réwnania (5) przedstawia fun-
kcja Blocha

¥ (x) = Y, exp(—ingl) @ (x—nl). (16)

n

Parametr ¢ nazywany jest p¢dem krystalicznym.
Pelne tréjwymiarowe rozwigzanie przedstawia iloczyn funkcji postaci (16)

Wyiqeg = Yg Y2 ¥ (17)

gdzie wektor = (qy, q2, q3) jest podobnie nazwany tréjwymiarowym wektorem pedu.

IV. Struktura pasmowa

Z warunk6éw na ciggto$¢ funkcji falowej oraz jej pochodnej na granicach poszcze-
g0Inych komoérek dla kazdej z funkcji yy; otrzymujemy zwiazek postaci:
= Silh) A (W)
Sil) A'y(L¥)

tg*( il ) = = F(E) (18)

Powyzsze réwnanie zawiera w sposOb uwiklany zwigzek dyspersyjny [3]. Prawa
strona rownania (19) musi by¢ dodatnia, stad energia E; moze przyjmowac warto$ci w
okre§lonych przedziatach, otrzymujemy wigc struktur¢ pasmowa. ZaleznoSci E;(g;) nie

mozna przedstawi¢ w postaci analitycznej, mozliwe jest jednak uzyskanie wykresu tej
zaleznoSci poprzez odwrdcenie zwiazku E;(q;). Nast¢pnie mozna uzyskac pelny zwia-

zek dyspersyjny sumujac poszczegdOlne energie:

E(@) = Ei(q1) + Ex(q2) + E3(q3). (19)
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Widzimy, ze dokonane przez nas uogdlnienie modelu Kroniga-Penneya na peine
trzy wymiary pozwala nie tylko na wyznaczenie funkcji falowej, ale takze pozwala na
wyznaczenie struktury pasmowej w zaleznosci od poszczegOlnych parametréw wyj-
Sciowych. Wyniki dla réznych konfiguracji parametrOw zostang opublikowane w na-
stepnych pracach.
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Three-dimensional Kronig-Penney Model with Factorized
Solutions

Summary

General conditions which allowed to separate the Schrodinger equation with potential of three
dimensional crystal lattice are considered. We therefore propose three dimensional generalization of the so
called Kronig-Penney model. Full wave function and energies are given. We also discuss the band formation
within the proposed model.



