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Streszczenie

W niniejszej pracy zaczynam od otrzymania za pomoca rownan Killinga ogdlnej
postaci tensora metrycznego g,p czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej. Nastgp-
nie zadajac warunek jednorodnosci dla ogolnej postaci metryki sferycznie syme-
trycznej, otrzymuje posta¢ metryki Robertsona-Walkera opisujaca Wszech§wiat jed-
norodny 1 izotropowy.

W kolejnym rozdziale dotyczacym modelu niejednorodnej czasoprzestrzeni sfe-
rycznie symetryczne] Lemaitre’a-Tolmana-Bondiego znajduje si¢ wyprowadzenie
postaci tej metryki przy zatozeniu najprostszego rownania stanu p = 0. Przedstawio-
ne sa roéwniez modele ewolucji wszechswiata z czasoprzestrzenia LTB oraz FLRW,
a takze sa omowione zastosowania metryki LTB w kosmologii. Na koncu zamiesz-
czam spis literatury, z ktorej korzystalem przy pisaniu niniejszej pracy. Do wylicze-
nia sktadowych tensora Einsteina G“B uzylem pakietu ccgrg (Copernicus Center Ge-
neral Relativity Package for Mathematica 8) dostgpnego na stronie:
WWwWw.copernicuscenter.net/ccgrg

1. Metryka Robertsona - Walkera
1.1. Sferycznie symetryczna 4-wymiarowa przestrzen Riemanna

Metryka Robertsona-Walkera opisuje wszechswiat, ktory jest jednorodny 1 izo-
tropowy, jest wigc ona sferycznie symetryczna wokot kazdego punktu tej przestrzeni.
Zeby korzysta¢ z zatozenia o symetrii sferycznej do wyprowadzenia postaci metryki

R—-W mozna najpierw opisa¢ symetrie w formie kowariantnej, ktora nie zalezy od
wyboru uktadu wspoétrzednych. Tego opisu dostarczaja réwnania:

kFT oy + k¥ o Tup + k¥ 5Toy =0 (1)
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ktore musi spetnia¢ kazde pole wektorow stycznych do trajektorii, wzdhuz ktorej ten-
sor Tpp jest niezmienniczy wzgledem transformacji oraz kazde rozwiazanie rownan
(1) generuje grupg transformacji, dla ktorej Ty, 5 jest niezmienniczy [1].

Jezeli tensor Ty = ggp jest metryka okreslona na rozmaitosci, wtedy wlasnosci
geometryczne tej przestrzeni sa wilasnosciami metrycznymi. Symetrie tensora me-
trycznego, ktore moga wystgpowac, maja fundamentalne znaczenie. Symetrie te na-
zywamy izometriami, ich generatory — wektorami Killinga, a rbwnania (1) definiuja-
ce te wektory nazywamy rownaniami Killinga [2].

Korzystajac z rownan Killinga mozna znalez¢ tensor metryczny przestrzeni Rie-
manna, ktorej symetrie sa zapostulowane. Przestrzen Riemanna jest przestrzenia sfe-
rycznie symetryczna, gdy istnieje grupa obrotow O(3) wokdt pewnego punktu p na
rozmaitosci rézniczkowej. Tensor metryczny musi spetnia¢ rownania Killinga dla
kazdego z trzech generatorow grupy rotacji O(3). Rozwazmy wigc sfere, ktorej row-
nanie mozna zapisaé w 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E:

x%+y?+z2=R? (2)

gdzie: R — promien sfery,
X, y, z — wsp. kartezjanskie.

Zeby wyznaczy¢ generatory obrotu trzeba rozwazy¢ obroty sfery o kat a w plaszczy-
znach:

plaszczyzna (yz): x' = x, y'=ycosa — z sina, z' =y sina + z cosa

plaszczyzna (xz): X' = zsina + xcoso, y' =y, z' = zcosa- Xsina

!

plaszczyzna (xy): X' = xcosa - ysina, y' = xsina + ycoso, z' = z[l,?2].
Wektory Killinga odpowiadajace powyzszej transformac;ji to:

b _ o sH u b _ ok u nooo_ u u
Dowolna transformacja sfery na siebie moze by¢ opisana zlozeniem trzech kolejnych
obrotow wokoét trzech réznych osi. Wygodnie jest przedstawi¢ wektory Killinga
przez odpowiadajace im operatory rozniczkowe nazywane generatorami obrotow:

def J,H4 a
Joy = ki 50m

5} ad F] F) 3 P
](yz) =_Z£+y£ ’ ](xz) =Za_XE , ](xy) = —ya+x£

I po przetransformowaniu generatorow obrotu do wspoétrzednych sferycznych:
X = r sinf coso, y = rsin® sing, Z = I cosO
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: 0 a ) . ) P
Jyz) = —singzs—cospctgd oo g = cospgo—singetgd =, iy =5

mozna teraz rozwigza¢ réwnania Killinga dla tensora metrycznego gqz(t, 7,0, @)
z danymi wektorami Killinga:

kiyy = —singdy — cosg ctgd 8% , ki, = cospdy — sing ctgd 8 , ki

_ oM
@ = 93

Réwnanie Killinga dla wektora Killinga odpowiadajacego transformacji wokot osi

ITR

WA
5590:3.# + 550:9#[3 + Sét,ﬁgau = Sgga/)’,u = Gap3 =0

To oznacza, ze tensor metryczny g,z jest niezalezny od x3 = og.
Roéwnania Killinga dla pozostatych wektorow Killinga:

SING Gap 2 + (SINP),q G2p + (SINP),p Gz + (cOSQ CtGV),q g3
+ (cos@ ctg?¥),p gaz = 0
3)

COSQ Gap2 + (COSQ),q Gop + (€OSP),5 Gor — (SinQ ctg?9),q g
— (sing ctg9),p gaz = 0
4)

Mnozac rownanie (3) przez cose, a rdwnanie (4) przez sine 1 odejmujac stronami,
oraz korzystajac z tozsamosci:

sing(sing),,+ cose(cosp),, =0
cos@(sing),,— sinp(cos®),, = @,,

otrzymuje si¢ rOwnanie:
Pra Gop T Pop Jaz + (€1g0),q g3p + (ctg0),5 Gaz = 0 )

Mnozac réwnie (3) przez sine, a rownanie (4) przez cose, otrzymuje sie po uprosz-
czeniu:

Jap2z — PraCtgl gzp — @.pctgl gso =0 (6)
Z réwnan (5) otrzymujemy:
Joz = Goz =0
J12 =913 =0

1
920 =921 =923 =0, g2 = mg%
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g30 =931 =932 =0, gsz3 = Sin29922

Z réwnan (6) otrzymujemy: Japz = 0dlaa # 3 #
Z powyzszego wynika ogdlna posta¢ metryki sferycznie symetryczne;j:

ds? = goo(t,7)dt? + 29, (t, r)dt dr + g1, (t,r)dr? + g,,(t, 1) (d6? +
sin?0 dg?)

Zapostulowane symetrie dotycza podprzestrzeni {t = const, r = const}, dla kto-
rej metryka ma postac:

dl? = g,,(t,7) (d8? + sin?8 dg?)

W tej podprzestrzeni g,, = const, a centrum symetrii jest w miejscu gdzie
g2 = 0. Mozna tak zdefiniowaé wspodtrzedna radialna, zeby g,, = r2. W ogdlnosci
nie ma jednak bezposredniej relacji pomigedzy r, a odlegtoscia od centrum sfery do jej
powierzchni. Punkt bedacy centrum sfery nie musi nawet naleze¢ do rozmaitosci,
moze zawiera¢ 0sobliwosc.

Po skorzystaniu ze swobody wyboru uktadu wspétrzednych otrzymamy najprost-
sza forme¢ metryki sferycznie symetrycznej czasoprzestrzeni:

ds? = goo(t,r)dt? + 29y, (t,r)dt dr + g,,(t,7) dr? + r%(d6? + sin?0 de?) (8)
1.2. Czasoprzestrzen jednorodna i izotropowa, metryka Robertsona-Walkera

Tensor metryczny reprezentujacy model wszech$wiata jednorodnego i izotropo-
wego musi odzwierciedla¢ wlasnos$ci tych symetrii. Obserwatorzy fundamentalni we
wszechswiecie spadaja swobodnie w kosmicznym (globalnym) polu grawitacyjnym,
czyli poruszaja si¢ po geodetykach czasowych. Za obserwatoréw fundamentalnych
mozna uznawaé takie galaktyki, ktore nie oddziatywuja z sasiednimi galaktykami.
W ukladzie wspotrzegdnych zwiazanym z tymi galaktykami, wspotrzedna czasowa
jest czasem wilasnym dla kazdej takiej galaktyki, a wspolrzedne przestrzenne tych
galaktyk si¢ nie zmieniaja. Taki uktad wspotrzednych jest uktadem wspotporuszaja-
cym. Ekspansja Wszech§wiata, czyli wzrost odlegtosci wtasnych migdzy galaktyka-
mi, jest reprezentowana przez zalezny od czasu wspotczynnik wystepujacy w metry-
ce. Zeby rozwazana ekspansja byta zgodna z Zasada Kosmologiczna, potrzeba aby te
wspotczynniki nie zalezaty od zmiennych przestrzennych, czyli rozszerzanie wszech-
Swiata byto niezalezne od miejsca w przestrzeni. Taki wszech$wiat jest jednorodny
1 tensor metryczny musi spetnia¢ réwnania Killinga dla translacyjnych wektorow Kil-
linga. Wektory Killinga, ktére reprezentuja translacje w 3-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej w uktadzie kartezjanskim to:
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kli _6H

_ ok Ho _ oM
s¢, kb, =6k, kb,

u
k ) =9y

()

Komutatory dla tych p6l Killinga wynosza:

= I
[0 k0] = 0. [y k], [0 k2]
Rozwiazujac rownania Killinga dla tensora metrycznego g.4(2, r, 0, ¢) otrzymuje sig:

659053,/4 + St,aguﬁ + 65,390.'# =YGapx = 0
55.%3# + ‘SM a9up t 55 p9an = Japy = 0
62 gaﬁu + 62 ag,uB + 62 p’ga/.t gaﬁz =0

Powyzszy wynik oznacza, ze metryka ptaskiej czasoprzestrzeni jednorodnej we
wspotrzednych kartezjanskich nie moze zaleze¢ od zmiennych przestrzennych.
Jesli w pewnej chwili t, hiperpowierzchnia statego czasu ma element dlugo$ci
dl*(ty) = hy i (to) dx'dx’ to ekspansja hiperpowierzchni moze byé przedstawiona
jako dl?(ty) = f(t1,to) hij(to) dxt dx/ = hij(ty) dx' dx’. Taki zapis oznacza, ze
wszystkie wspotczynniki hj;(t) wzrastaja w tym samym tempie ze wzgledu na jedno-
rodno$¢ Wszech§wiata 1 ekspansje hiperpowierzchni mozna zapisa¢ ogoélnie [3]:

dl*(t) = a®(t)h;(t,) dx*' dx’ 9)
a(t) jest czynnikiem skali, ktory przyjmujemy, ze jest rowny 1 w chwili obecne;.

Dla hiperpowierzchni t = t, metryka czasoprzestrzeni sferycznie symetryczne]
(8) sprowadza si¢ do nastgpujacej postaci:

ds?_const = g11(to,)dr? + r%2(d6? + sin?0 de?) (10)

Forma wspolczynnikow h;; ze wzoru (9) musi zapewnia¢ symetrig sferyczng dla hi-
perpowierzchni statego czasu, wigc powinna by¢ zgodna ze wspotczynnikami wyste-
pujacymi we wzorze (10):

dli?(t) = a?(t) [g11(r) dr? + r2(d6? + sin?0 d¢?)] (11)

Element liniowy dla calej czasoprzestrzeni mozna teraz zapisa¢ zgodnie ze wzorem
(8) dla metryki sferycznie symetrycznej:

ds? = goo(t,r) dt? + 2go,(t,7) dt dr + a?(t) [gy,(r) dr? + r*(d6?
+ sin?6 dp?)]
(12)
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Poniewaz t jest czasem wilasnym wzdhuz statych wspotrzednych x! = const,
wigC goo(t,r) = —1. Definicja rownoczesno$ci w uktadzie wspotrzednych wspotpo-
ruszajacych musi by¢ zgodna z zalozeniem o mozliwosci foliacji czasoprzestrzeni na
hiperpowierzchnie stalego czasu t = const, ktore sa jednorodne 1 izotropowe, wigc
w tym uktadzie wspotrzednych gy, (t,7) = 01 stad otrzymujemy taka postaé metry-
ki:

ds? = —dt? + a?(t) [g11(r) dr? + r2(d6? + sin?6 de?)] (13)

Nieznana funkcje g,(r) mozna zastapi¢ funkcja exp[a(r)] pod warunkiem, Ze
g11 > 0 (warunek na sygnature metryki (— + ++) jest spelniony wsz¢dzie poza ob-
szarami horyzontu czarnych dziur). W rezultacie otrzymujemy nast¢pujaca postac
metryki jednorodnej 1 z tego wzgledu skoro izotropowej w jednym punkcie, to row-
niez izotropowej wokoét kazdego punktu:

ds? = —dt? + a?(t) [e?* dr? + r2(d6? + sin?6 dp?)] (14)

Aby wyznaczy¢ funkcje a(r) wystgpujaca w metryce trzeba skorzysta¢ z warunku
koniecznego na to, zeby metryka byla jednorodna na calej hiperpowierzchni statego
czasu. Takim warunkiem koniecznym jest stato§¢ wartosci skalara Ricciego R = R* u
w kazdym punkcie hiperpowierzchni t = const (w dalszej czgéci bedzie pokazane,
ze jest to warunek wystarczajacy):

R - 2e7%(-1+e?*+2ra,) 2
B T2

" [1—(e7%% - 2e %%raq,, )]
2
= 51 (o), ]

R 1 _
R = const, 5= const =k = = [1— (re™%%),,]

Catkujac powyzsze roOwnanie otrzymujemy:

jd(re‘z‘]‘) = f(l —r?K)dr

re 2 =r——r3k+C
3 1
o2 —

= 15

1—§r21c+g (15)
gdzie C jest stala calkowania. Lokalnie czasoprzestrzen jest ptaska 1 maly okrag
o promieniu ¥ = ma obwdd 2m i promien wilasny |g;4|'/?¢. Dostatecznie maly
okrag wokot punktu r = 0 ma stosunek obwodu do promienia réwny 21 |gq4|~ /2.
Jesli przestrzen jest lokalnie ptaska w r =0, ten stosunek musi by¢ rowny 2.
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Stad g,,(r =0) =1 i stala calkowania C = 0. Oznaczajac k = (1/3) k mozna
zapisa¢ rownanie (14) w formie:

ds? = —dt? + az(t)[ dr + r2(d6? + sin*0dp?)] (16)

Powyzsza metryka jest metryka Robertsona-Walkera. Mozemy w niej, bez straty
ogolnosci wyskalowa¢ wspotrzedna radialna » w ten sposob, zeby k przyjmowato
jedna z trzech wartosci: —1, 0, +1.

Dla przyktadu rozwazmy k = —3, przeskalowujac # =37 , @(t) = 372qa(t)
otrzymamy element liniowy:

ds? = —dt? + & (0)[ di? + 72d0?]

— k72
Takim przeskalowywaniem wspotrz¢dnej » nie mozemy zmieni¢ znaku k. Aby poka-
zac¢, ze stalo$¢ skalara Riemanna na hiperpowierzchni t = const jest wystarczajacym
warunkiem na to, zeby izotropowa metryka (14) byla jednorodna, wystarczy rozwa-
zy¢ 3 przypadki dla ktorych k = 0,+1, —1.

k = 0: w kazdej chwili t, element liniowy ma postac:
dl? = a?(ty)[dr? + r?dN?] = di? +72dN?* gdzie ¥ = a(ty)r. To jest metryka
przestrzeni euklidesowej, ktora jest jednorodna 1 izotropowa. To jest ptaska metryka
R-W.

k = 1: definiujac nowa wspotrzedna y(r) taka, ze dy = (1 —r?)"Y2dr, a na-

f

otrzymujemy r = siny. Element liniowy dla hiperpowierzchni t = t, ma postac:
dl? = a?(ty)[dy? + sin?y d2?], jest to metryka sfery S’ i jest ona metryka jedno-
rodna 1 izotropowa.

k = —1: definiujac nowa wspotrzedna y(r) taka, ze dy = (1 +r?)~Y2dr, na-
stgpnie catkujac:

j X rodr

dy = j

0 o V1+r?

otrzymujemy r = sinhy. Element liniowy dla hiperpowierzchni t = t, ma postac:

dl? = a?(ty)[dy? + sinh?yd?], jest to metryka tr6jwymiarowej przestrzeni Loba-
czewskiego, ktora rowniez jest jednorodna 1 izotropowa.
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2. Metryka Lemaitre’a — Tolmana — Bondiego
2.1. Model czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej i niejednorodnej
Metryke czasoprzestrzeni sferycznie symetrycznej (8), mozna zapisa¢ w uktadzie

wspohrzednych wspotporuszajacych sig 1 synchronicznych, w ktorym sktadowa cza-
sowo-przestrzenna tensora metrycznego g1 = 0 [1]:

ds? = et gt2- e AN gr2_R2(t,1)(dO? + sin?6 d?) (17)
Przy sygnaturze metryki (+ — — —) tensor energii — pgdu dla cieczy doskonate;j:
Taﬁ = (,0 + p)uauﬁ —DPYap (18)

Czteropredkos$¢ cieczy doskonatej w tych wspotrzednych ma postac:
u® = e CNSE | oraz u*u, =1 (19)
Dla tej metryki rownania pola Einsteina z uwzglednieniem statej kosmologicznej A:
G", =«kT", — A8", (20)

gdzie k = 8m(G, oraz ¢ = 1, maja postac:

(do wyliczenia sktadowych tensora Einsteina G¢ p Uzylem pakietu ccgrg, Copernicus
Center General Relativity Package for Mathematica 8, dostgpnego na stronie:
WWW.copernicuscenter.net/ccgrg , a rownania zapisuje¢ w postaci jak w [1])

G% = e €N (Rz(t' r) At TR(, r))
R(t, T) R(t, 7")
—A(tr R, (t,7) R;rz (t,v) A, (t, TR, (t,7) 1 -
—e A, )<2 R(t, 1) + R2(t,7) B R(t,7) )+ RZ(6,7) =kxp—A
21)

2 . .
GlO — e—A(t,r) (2 R'T (t, T) _ A(t' T)R'T (t' T) _ R(tr T)Crr (t' T')) — 0

R(t,7) R(t,7) R(t, 1)
(22)
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. =2 . .
Gll — e—C(t}r) <2 R(tl r) + R (t) r) _ C(t, T)R(t, T))

R(t,v) R?(t,7) R(t,7)

_ A R2(t,r) C,. (t, 7R, (t,7) N 1 — kp—4
R2(t, 1) R(t,7) R2(t,7)
(23)
1 R(t,r) _C(t7r)R(tr) At R(Et7r) .
2 _ 3 __,-C(tr) —
G* = G% = e <4R(t,r) R R TS +24(t 1)

+ A%(t,r) — C(t, n)A(t, r))

_ le—A(t,T) 4 R, (t» 7") Cr (t' T)R'r (t' T') _9 A,y (t' r)R'r (t' T')
R(t,7) R(t,7) R(t,7)

+ ZC'T‘T‘ (tl 7") + C'T'z (tl T) - Crr (t; T)A;r (t: r)) = _Kp - /1
(24)
Aby wyznaczy¢ e¢®n) | eAT) wystepujace w rownaniach Einsteina trzeba
zatozy¢ rownanie stanu dla materii. Najprostszym zalozeniem jest p = 0 1 dynamika

wszech§wiata zalezy jedynie od grawitacji, materia porusza si¢ po geodetykach cza-
sowych. Wtedy czteroprzyspieszenie musi by¢ réwne zero:

u® = u%guf = u%oul = (u o+ uPfre,p)u’

B 1(aC+aCdr> Cga 4 p-Cra

~72\ot Torar)¢ ‘0T oo
1. 1.

0 — __(p=C 4 —(p—C —

u” = 2Ce +2Ce 0

d=teac,—0<=>% 2y

w=3¢ T - T dr
Stad wynika niezaleznos¢ parametru C od wspotrzednej radialnej. Dodatkowo trans-
formacja wspotrzednej czasowej t’ = [ e¢/2dt prowadzi do tego, ze w nowym ukla-
dzie wspotrzednych sktadowa czasowa metryki goo = 1. Wobec tego réwnanie (22)
uprosci si¢ do postaci:

1 — —A(t,‘l") R!T(t!r) _ A(t,T)R,r(f,T') —
G 0=¢€ (2 R(t,T) R(t,r) ) 0 (25)

Po pomnozeniu rownania (25) przez R(t,r) mozna je zapisa¢ w ten sposob:
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d ; _Atr)
a(e 2 R, (t,r)) =0

Zgodnie z powyzszym rownaniem zaznaczam, ze wyrazenie e “AT/2R (t,7) moze
byé zalezne jedynie od wspotrzednej r: f(r) = e 4EM/2R,_ (¢,71)
Z tego rownania mozna wyznaczy¢ funkcje e4(®7):

~A(tr) — B2

¢ £2(r)

(26)

Wyrazenie (26) nie moze by¢ ujemne, co jest zgodne z przyjeta sygnatura metryki.
Nieznana funkcje f?(r) mozna zapisa¢ w innej formie, pomocnej w dalszych obli-
czeniach, w ktorych pojawia sie funkcja e4(t™)

f2) =1+2E@), E@)=- 27)
Ostatecznie mozna rownanie (26) zapisa¢ w ponizszy sposob:

2

A(t,?") — R’T (t,?‘) 28
€ 142E(7) (28)
Zapisuje rownania pola Einsteina (21)-(24) z uwzglednieniem wyznaczonych powy-
zej postaci funkcji wystepujacych w metryce i przyjetej postaci rownania stanu dla
materii p = 0:

B R%(t, 1) R(t,7)R,, (t,7)

o =®en t P RGOR, 6 1)

1+ 2E(r) (R,2(t,r) 2R, (t,1) E, (t,7) 1 4

“R.2(t1) ( R2(t,r) | R(tr) 1+ 2E(r)> R:(t,r) P

(29)

Gl,=0=0 (30)

¢y =254+5-Z =y 31)

1 ) ) .

G?, =G3; = REDR D [R(t, 7R, (t,7) + R, (t, )R(t,7) + R(t, TR, (t,7)
—E,(M]=-xkp—-4

(32)

164



Czasoprzestrzenie sferycznie symetryczne: jednorodna Robertsona-Walkera...

Sktadowe pozadiagonalne tensora Einsteina, w tym skladowa G, z rownania (30) sa
teraz tozsamos$ciowo rowne zero.
Mnozac rownanie (31) przez R?R otrzymuje si¢ rOwnanie:

d . 1
—(RR2 — 2ER +—/1R3) =0
ot 3

ktore po scatkowaniu wyznacza zalezno$¢ R(t,r) od E(t,7r) i od kolejnej dowolne;j
funkcji M (r), ktora pojawia si¢ jako stata catkowania niezalezna od wspotrzednej t:

2M(1)

52 _
R=(t,r) = 2E(r) + RCET)

— -~ AR%(t,7) (33)
Ostatecznie mozna zapisa¢ metryke Lemaitre’a-Tolmana-Bondiego w postaci:

ds? = d¢2 — Br2Wn g2 R?(t,r)(d6? + sin?0dg) (34)

1+2E(r)
2.2. Model ewolucji wszechswiata z metryka RW oraz LTB

Roéwnanie (33) opisujace ewolucje w czasie parametru skali R(t,r) czasoprze-
strzeni LTB dla ustalonej wspoirzednej r, ma przy zatozeniu, ze p = 0 algebraicznie
1dentyczna postac¢ jak dobrze znane roOwnanie Friedmana opisujace ewolucje czynnika
skali a(t) dla czasoprzestrzeni RW:

1* + k = ——pa?
a 3 pa

gdyz po skorzystaniu z rownania ruchu cieczy kosmicznej

d
1a (pa®) = —3pa?

oraz po skorzystaniu z zalozenia p = 0, wynika: pa® = const = C, a réwnanie
Friedmanna mozna zapisa¢ w ponizszy sposob [1]:

a? = —k + = — > Aa? (35)
R? = 2E(r) + =2 — 2 AR? (36)

Wobec tego ewolucja czynnika skali R(t,r) dla ustalonej wspotrzednej r jest opisy-
wana podobnymi rownaniami, jak ewolucja czynnika skali a(t) w modelu czasoprze-
strzeni Robertson-Walkera [1, 4], w ktorym modele ewolucji opisujace wszech§wiat
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jednorodny 1 izotropowy, a wigc rowniez wypetiony jednorodnie 1 izotropowo mate-
rig kosmiczna, zaleza od parametru k okreslajacego krzywizng¢ wszech§wiata: k = 0
— model wszechs$wiata ptaskiego, k = 1 model wszechs§wiata o geometrii sferycznej,
k = —1 model wszech§wiata o geometrii hiperbolicznej. W tym kontek$cie metryka
RW jest nazywana metryka Friedmana-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera. Dla przy-
padku A = 0 modele ewolucji wszech§wiata FLRW mozna przedstawi¢ na wykresie
parametru skali a(t):

alt) oc ¢ k==1

aft)

alt) x t¥3

DL

Rys. 1. Modele ewolucji Wszechswiata dla parametru k = —1,0,+1. Dlak = —1,
a(t) jest proporcjonalne do t dla dostatecznie duzych t: t — co.

Z poréwnania wzordéw (33) i (35) wynika, ze warto$¢ parametru krzywizny k = 0
w modelu FLRW odpowiada wartosci E(r) = 0 w modelu LTB. Oraz warto$¢ k > 0
odpowiada wartosci E(r) < 0, oraz k < 0 odpowiada E(r) > 0.
Na hiperpowierzchni stalego czasu t = const przestrzeni LTB, funkcja R zalezy tyl-
ko od wspotrzednej radialnej, dlatego moze by¢ ona uzywana jako zmienna niezalez-
na zamiast zmiennej r oraz moze by¢ traktowana jako wspotrzedna radialna. Wybie-
rajac ortonormalng baz¢ zdefiniowana przez metryke hiperpowierzchni t = const:
{e' = (1 +2E)"Y2dR, e? = Rdf, e® = R sinf dg} po obliczeniu w niej tensora
krzywizny Riemanna R% ., otrzymuje si¢ nastgpujace niezalezne sktadowe:

Rl
Ry = ﬁ =RE, , R3223 = 2E

Stad gdy E = 0, kazdy punkt hiperpowierzchni t = const jest plaski. Jesli
E = const, to krzywizna jest stata. W przeciwienstwie do modelu FLRW, krzywizna
z lezy od wspoélrzednej radialnej r, w szczegdlnosci moze bys dodatnia w jednym
miejscu, a uyjemna w innym. Z tego wzgledu modele ewolucji przedstawione na ry-
sunku 1 (uwzgledniajac odpowiednio$¢ parametru k w modelu FLRW do warto$ci
funkcji E(r) w modelu LTB) nie musza opisywaé roznych modeli kosmologicznych,
lecz moga by¢ wlasciwe w roznych obszarach tej samej czasoprzestrzeni.
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2.3. Metryka LTB w kosmologii

Najbardziej bezposrednie przestanki dla przyspieszenia ekspansji Wszech§wiata
pochodza z obserwacji supernowych SNIa o duzym przesunigciu ku czerwieni
z~05-1.

Obserwowana zalezno$¢ odlegtos$¢ jansnosciowa — redshift jest w modelu FLRW
najlepiej dopasowana przy parametrze gestosci materii (ciemna materia oraz materia
barionowa) 2, = 0.3 1 parametrze gegstosci ,,ciemnej energii” (2, = 0.7 (ujemna
energia prozni).

Mata wielko$¢ fluktuacji w promieniowaniu reliktowym rzedu AT /T, ~ 107°
wskazuje, ze jednorodny model FLRW jest dobrym przyblizeniem dla wczesnego
Wszechswiata. Dla mniejszych redshiftow kontrast gestosci materii §p/p wzrasta do
wartos$ci rzedu 1. Dla rozmiaréw rzedu 60/h Mpc $redni kontrast gestosci ~ 1 1 maleje
do wartosci ~ 0.1 dla skal rzgdu ~ setek Mpc. [5]

Niejednorodna metryka LTB dostarcza mozliwosci dopasowywania relacji odle-
glos$¢ jasnosciowa — redshift dla supernowych typu la bez uwzgledniania w roéwna-
niach pola Einsteina statej kosmologicznej A.

Rownanie Friedmana dla metryki FLRW razem ze stata kosmologiczna 1 z sygna-
turg metryki (+ — — —) mozna zapisa¢ w ten sposob [6]:

a?  8nG k a: A 1—0Q 40—
H? =—==—(p—ps) = =HiAyo s — 5+ Hiag — 7+  (36)

Porownujac to réwnanie z rownaniem (33) dla metryki LTB:

R* 2M(r) A 2E(r)
RZ~ R3 3 R?

mozna uzywajac ponizszych definicji:

R(t,
H(t, T) = %
2M(r) = H§ (1) 2o (r)R5 (1)

2E(r) = Hg (M1 = 0240(r) — 2uyo (T)]Rg (r)

zapisa¢ zalezny od wspotrzednej czasowej 1 radialnej odpowiednik stalej Hubble’a
dla czasoprzestrzni LTB:

Ry (1)
R(r)

)3 —0(r) + (1 — () — QMO(r)) (RO(T))Z]

H2(t,r) = HE(7) [QMO (r) ( R(r)
(37)
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Réwnanie (37) dla LTB rozni sie tym od rownania (36) dla FLRW, ze kazda wy-
stgpujaca w nim wartos¢ zalezy dodatkowo od wspodtrzednej radialnej. W obecnosci
niejednorodnosci, wartos¢ ,,state;” Hubble’a oraz ggstos¢ materii moga zmieniaé si¢
w zaleznosci od wspotrzednych przestrzennych 1 pylowy model niejednorodny jest
wtedy zdefiniowany przez dwie funkcje: Hy(x?) oraz £2,,(x"). Konsekwencja tego
sa dwa mozliwe rodzaje niejednorodnosci: niejednorodnos¢ w rozmieszczeniu mate-
ri1 oraz niejednorodnos¢ ekspansji przestrzeni. Chociaz dynamika tych dwoch rodza-
jow niejednorodnosci jest zwiazana ze soba przez rownania pola Einsteina, to jednak
wazna rol¢ odgrywaja réwniez warunki brzegowe, ktore nie sa znane. Mozliwy jest
model wszechéwiata, w ktorym obecnie 2,,,(x') = const, lecz fizyczny rozktad
materii p,, jest zmienny, natomiast moze on by¢ jednorodny pod warunkiem, ze
Qyo(MHZ(r) = const.

Calkujac rownanie (37) otrzymuje si¢ relacj¢ miedzy czynnikiem skali R(t,7),
a wspotrzednymi r 1 ¢

aR\? /b2 _ g2 __ 1 drR__ 1 dRR
(dt) /R = H[.] > dt = =T = =100 (38)
~ H, 3 "~ |dR/R, = dx
R, R
Do R Dy (R_o) + (1 — 240 — 2yo)
1 dR/R,
Hy \/'QMOx_l — Qpox? + (1 = 0240 — 2y)
(39)
to 1 1 dx
t =—— T 4
ft d HO(r) 150((2’:) \/-QMOX_l—.QAOXZ+(1—.QA0—.QM0) ( 0)

Dla kazdego punktu czasoprzestrzeni powyzsze rownanie (40) okresla funkcje R(t,7)
oraz jej pochodne. Aby poréwnywa¢ model niejednorodny LTB z obserwacjami su-
pernowych potrzebne jest rownanie taczace redshift 1 obserwowana jasno$¢ z niejed-
norodno$ciami wystepujacymi w modelu. Aby otrzymac takie rownanie rozwaza si¢
propagacje $wiatta przyjmujac df = dep = 0, $§wiatlo porusza si¢ po geodetykach
zerowych ds? = 0, o jest parametrem opisujacym jego ruch wzdhuz geodetyki zero-
wej, wiec dla przypadku, gdy promien $wietlny zbliza si¢ do obserwatora mozna za-
pisac:

dat dr R, (t7)

do  doJ1+2E(r) (41)

Nastepnie rozwazajac dwa promienie $wietlne oddzielone od siebie w czasie o 7(0):
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t, =t(o) , t, =t(o)+1(0) , ©(0) L t(0)

d . _dt(o) _ _dr Rr(tr) (42)
dt ' 7 do ~ doJ1+2E(r)
d__dt(e) , dA(o) _ _dr R.(tr) , dA(0)
dt ta = do + do do \/1+2E(T) do (43)
4, _ _arRE@+@)n)y _ _ dr [R(t,)]r+[R ()], T(0) (44)
dt 2~ do  J1+2E(r) do J1+2E(T)
Z porownania prawych stron rownan (43) i (44) wynika rownos$¢:
dt(o) _ _ dr [R(t(0)+1(9)1)]r (45)
do do V1+2E(T)
Rézniczkujac rownanie opisujace redshift otrzymuje sig
_ 10 dz _ _ T(0) dT _ [R(t,r)]r dr
1+z= (o) ' do  T12(0)do (1+2) 1+2E(r) do (46)
ar _ J1+Hg(r)[1—0Ao§r)—amo<r>]Ré<r> )
dz (1+2)[R(E,)]r
Stosujac do réwnania (41) rownanie (47) otrzymuje si¢:
dt —_ 1 [R(t‘r)]rr
dz 14z [R(t1)],r (48)
Odlegtos¢ jasnosciowa wyraza si¢ wzorem:
d, = (1 +2)?R(t(2),7(2) (49)

w ktorym zalezno$¢ wspotrzednych ¢ 1 r od redshiftu jest okreslona wzorami (47)
1 (48), a funkcja R(t, ) jest okreslona wzorem (40). W kazdej z tych relacji swoj
udziat maja niejednorodnosci. Do réznych danych obserwacyjnych mozna dopaso-
wac¢ odpowiadajacy profil niejednorodnosci w modelu LTB, taki ktory wykluczatby
stalag kosmologiczna A; ponadto dla tych samych danych obserwacyjnych mozna do-
pasowac¢ wiele takich modeli niejednorodnosci. W tym kontek$cie, interesujacym
aspektem jest to, co model LTB demonstruje: iz istnienie ciemnej energii nie jest nie-
unikniona konsekwencja danych obserwacyjnych, lecz ich interpretacja zalezy od
uzytego w tym celu modelu.
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