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Liczba relacji binarnych niektérych typéw w zbiorze skonczonym
Grzegorz Bryll, Ramona Wiora

Mlodziez szkolna w czasie nauki w szkole podstawowej i Sredniej spo-
tyka sie z wieloma przykladami relacji binarnych, a takze bada wlasnosci
niektdrych relacji. Miedzy innymi ustala sie wilasnosci nastepujacych rela-
cji:

< — relacja mniejszosci,

< - relacja niewiekszosci,
> — relacja wiekszosci,
> — relacja niemniejszosci,

relacja podzielnosci w zbiorze liczb calkowitych,

— relacja réwnoséci w dowolnym zbiorze,
rl — relacja réwnolicznosci w rodzinie zbioréw,

C, C - relacje inkluzji (zawierania) i ostrej inkluzji (zawierania wlasciwego)
w rodzinie zbioréw,

|, L — relacje réwnoleglosci i prostopadlosci w zbiorze prostych na plaszczy-
znie

— relacje przystawania i podobienstwa w zbiorze figur na plaszczyznie

Dla pelnego wyjasnienia niektérych wlasnos$ci relacji celowe jest poda-
wanie przykladow relacji, rozpatrywanych w zbiorze skonczonym. Dobér
tych przykladéw nie jest trudny, gdy uswiadomimy sobie jaka jest liczba
relacji danego typu w zbiorze skonczonym i w jaki spos6b mozna je znaj-
dowac.
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1. Rodzaje relacji binarnych w danym zbiorze.

Wsréd relacji binarnych rozpatrywanych w danym zbiorze X wyréznia
sie m. in. nastepujace rodzaje (typy)::

a) relacja R jest zwrotna w X <= Vyecx (aRa);
b) relacja R jest przeciwzwrotna w X <= VYgex[~ (aRa)l;
c) relacja R jest symetryczna w X <= VY, pex(aRb = bRa);

d) relacja R jest asymetryczna (przeciwsymetryczna)
w X <= VY pex[aRb =~ (bRa)l;

e) relacja R jest antysymetryczna (na wpdl przeciwsymetryczna) w
X <= Vapex(aRbAbRa = a = b);

f) relacja R jest przechodnia w X <= Vg3 .cx(aRbAbRc = aRc);

g) relacja R jest réwnowaznodcia w X <= (R jest relacja zwrotna,
symetryczna i przechodnia w X);

h) relacja R jest quasi—porzqdkiem w X <= (R jest relacja zwrotna
i przechodnia w X);

i) relacja R jest porzqdkiem w X <= R jest relacjag zwrotna,
antysymetryczna, i przechodnia w X);

j) relacja R jest spdjna w X <= Vgpex[a # b= (aRbV bRa)];

k) relacja R jest silnie spdjna w X <= VY, pex(aRbV bRa).

Relacje binarna R okreslona w zbiorze {1,2,...,n} mozna ilustrowaé
przy uzyciu tablicy kwadratowej lub przy uzyciu grafu.

Na przyklad relacja R = {(1,2),(3,1),(4,2),(3,4),(4,4)} rozpatry-
wana w zbiorze {1,2,3,4} ma nastepujace ilustracje (rys. 1):

R[1]2]3]4 /’\
1 = 1® # it Q
3 [+ -

4 +] |+

Rys. 1

'Obszerne wiadomosci o relacjach mozna znalezé m. in. w pracach [1-8]. W niektérych
z tych prac podane sa réwniez zadania dotyczace liczby relacji okreslonego typu.
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Jedli (a,b) € R, to w odpowiedniej kratce tablicy umieszczamy znak
,,+7; jesli za$ (a,b) ¢ R, to w odpowiedniej kratce umieszczamy znak ,,—”.
W ten sposéb przy pomocy tablicy kwadratowej mozemy wyznaczy¢ liczbe
relacji okreslonego typu w danym zbiorze {1,2,...,n}.

Zauwazmy, ze liczba wszystkich relacji binarnych w zbiorze {1,2,...,n}
jest rowna on*,

2. Liczba relacji zwrotnych.

Tablica dowolnej relacji zwrotnej, okreslonej w zbiorze {1,2,...,n} ma
te wlasno$é, ze we wszystkich kratkach na gléwnej przekatnej wystepuje
znak ,,+”. Liczba wszystkich kratek tablicy, znajdujacych sie poza gléwna
przekatna wynosi n? — n. W kratkach tych mozna umiesci¢ znak ,,+” lub
znak ,,—". Tak wiec liczba relacji zwrotnych w zbiorze X jest réwna liczbie
(n? — n) — wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru dwuelementowego
{+,—}. Liczba ta wynosi:

(1) on’-n  coyli 22(3).

3. Liczba relacji przeciwzwrotnych.

Tablica dowolnej relacji przeciwzwrotnej w zbiorze {1,2,...,n} ma we
wszystkich kratkach na gléwnej przekatnej znak ,,—”. Pozostale kratki

w liczbie n? — n mozemy zaopatrywaé¢ znakami ,,+”, ,,—". Liczba relacji
przeciwzwrotnych jest wiec réwna liczbie relacji zwrotnych 1 wynosi:

(2) on’n  eayli 22(3).

4. Liczba relacji symetrycznych.

Tablica relacji symetrycznej w zbiorze {1,2...,n} ma te wlasnos¢, ze
znak ,,+” jest rozmieszczony symetrycznie wzgledem glownej przekatne].
Umieszczenie znaku ,,+” w kratce nad gléwna przekatna powoduje, ze znak
ten (ze wzgledu na symetrie) nalezy umiesci¢ pod gléwna przekatna, sy-
metrycznie wzgledem tej przekatnej. Liczba kratek znajdujacych sie nad

gléwna przekatna i na gléwnej przekatnej wynosi %(n2 —n) + n, czyli

(n? + n). Liczba relacji symetrycznych w zbiorze {1,2,...,n} jest wiec
rowna liczbie %(n2 + n) — wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru

dwuelementowego {+,—}, czyli liczbie

(3) 2:(*+n)  cpui 2("3)
Przy okazji zauwazmy, ze w zbiorze {1,2,...,n} mozna okresli¢ n’

réznych dzialan binarnych. Liczba dzialan binarnych przemiennych jest

rowna 1 A
1(p2 : n
n2 M) eayli n("2")

99
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5. Liczba relacji asymetrycznych.

Tablica dowolnej relacji asymetrycznej w zbiorze {1,2,...,n} ma na-
stepujaca wlasnoéé: jesli w i—tym wierszu i w j—tej kolumnie tej tablicy
wystepuje znak ,,+” (tj.: (¢,7) € R), to w j—tym wierszu i w i-tej kolumnie
umieszczamy znak ,,x” dla zaznaczenia, ze warunek (i,7) € R dla relacji
asymetrycznej R implikuje warunek (i,7) ¢ R.

We wszystkich kratkach na gldéwnej przekatnej wystepuje znak ,,—”, bo-
wiem (7,7) ¢ R, dla dowolnego i € {1,2,...,n}. Dla wyznaczenia liczby re-
lacji asymetrycznych wystarczy wzia¢ pod uwage jedynie kratki znajdujace
sie nad gléwna przekatna, bowiem rozmieszczenie znakow ,,+”, ,,—”, ,*”
nad gléwna przekatna determinuje odpowiednie rozmieszczenie pod gléwna
przekatna. Symetria wzgledem gléwnej przekatnej jest nastepujaca:

”

znakowi + nad gléwna przekatna odpowiada znak ,,x
przekatna,

pod gléwna

znakowi * nad gléwna przekatna odpowiada znak ,,+” pod gléwna
przekatna,

znakowi — nad gldwna przekatna odpowiada znak ,,—” pod gléwna
przekatna.
Liczba kratek nad gléwna przekatna wynosi %(n —n), zatem liczba rela-
cji asymetrycznych jest réwna liczbie 5(n? — n) — wyrazowych wariacji z

powtdrzeniami zbioru {+, —, x}. Liczba ta wynosi:

2

(4) 32" cpyli 3(3),

6. Liczba relacji antysymetrycznych.

Liczba wszystkich relacji antysymetrycznych o tej wlasnosci, ze do re-
lacji tych nie naleza zadne pary uporzadkowane o identycznych elementach,
réwna jest liczbie wszystkich relacji asymetrycznych.

Istnieja jednak relacje antysymetryczne, do ktérych naleza pary uporzadko-
wane o identycznych elementach. Przy danym rozmieszczeniu znakéw ,,+”,
»— 5 5% we wszystkich kratkach tablicy, znajdujacych si¢ poza gléwna
przekatna, mozna znaki ,,+”, ,,—” rozmiesci¢ w kratkach gléwnej przekatnej

2™ sposobami. Liczba wszystkich relacji antysymetrycznych wynosi wiec:

(5) on . 33(n*=n) vty on . 3(3),

7. Liczba réwnowaznosci.

W celu wyznaczenia liczby wszystkich réwnowaznosci w zbiorze
{1,2,...,n} przypomnimy najpierw zwiazek pomiedzy réwnowaznoéciami
w dowolnym zbiorze X (X # () i podzialami tego zbioru.
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Jesli R jest réwnowazno$cia w zbiorze X, to zbidr ilorazowy X/R,
czyli zbiér klas abstrakcji wyznaczonych przez R ielementy zbioru X, jest
podzialem zbioru X. Istotnie, zbiér X/R = {[a]g : @ € X} ma nastepujace
wlasnosci:

(6) Vaex ([a]r #0),
(7) Vaopex([a]lr # [b]r = [alr N [b]r = 0),

(8) U lalr = X.

acX

Na odwr6t, dla dowolnego podzialu P zbioru X relacja Rp okreslona
wzorem:

(9) aRpb <= dzep(a,b€ Z)
jest relacja typu rownowazno$ci w zbiorze X.

Tak wiec badania réwnowaznosci w danym zbiorze {1,2,...,n} mozna
sprowadzi¢ do badania podzialéw tego zbioru.

Niech X, = {1,2,...,n}. Liczbe p,, wszystkich réwnowaznosci w zbio-

rze X, mozna okresli¢ indukcyjnie nastepujaco:

(10) { Po =1,

Pn=("g )P0+ ("THp1 + ("Fp2 + .. + (" ppo1, n> 1.
Dla zbioréw X;,..., X5 na podstawie (10) otrzymujemy:
=1 p2=2 p3=5 ps=15 ps=>52.

Podzialy odpowiadajace poszczegélnym réwnowaznosciom maja postaé:
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Zbiér | Liczba Razem
podzialéw Podzialy liczba
podzialow
X, @po=1| ({1}) 1
Xy | (Q)po=1[#{1,2})
2
Dp =1 | ({1},{2})
X3 (g)Po =1 ({11 21 3})
(Dp1=2 | ({1},{2,3}), ({2},{1,3}) 5
(p2 =2 | ({1,2},{3}), ({1},{2}, {3}
Xs | Qpo=1({1,23,4})
Drr =3 | {1},{2,3,4}), ({2},{1,3,4}), ({3}, {1, 2,4})
()p2 =6 | ({1},{2},{3,4}), ({1,2},{3,4}),
({1}, {3}, {2,4}), ({1,3}, {2, 4}), 15
({2}, {3}, {1,4}), ({2,3},{1,4})
(3)ps =5 | ({1},{2}, {3}, {4}), ({1,2}, {3}, {4}),

({1,3}, {2}, {4}), ({1,2,3},{4}),
({1,2,3}, {4})

Wzér (10) mozna uzasadni¢ nastepujaco:
dla n = 1,2 wzdr jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze wzor ten jest prawdziwy
dla wszystkich liczb naturalnych m, gdzie 1 < m < n i rozwazmy zbiér

Xln+]_ = {1,2, e

,n,n + 1}. Zamiast réwnowaznosci bedziemy rozwazaé

odpowiednie podzialy. Z elementéw zbioru X, = {1,2,...,n} mozna
utworzy¢ nastepujace zbiory jednoelementowe, dwuelementowe,
elementowe:

R




G. Bryll, R. Wiora 103

Liczba kombinacji
(11.1) {1}, {2},...,{n}; (1)

(11.2) {1,2},{1,3};.:.:{n -1, m}; (3)
(11.3) {1,2,3},{1,2,4},...,{n—2,n—1,n}; (s)

--------------------------------------------------------------------

(1ln-1) {1,2,...,n—1}L{1,3,...,n},...,{2,3,...,n}; (,",)
(11.n) {1,2,...,n—1,n}; ™

Dla otrzymania wszystkich podzialéw zbioru X, z wyjatkiem jednego
wystarczy utworzy¢ wszystkie podzialy zbioréw (11.1)—(11.n). Na podsta-
wie zaloZenia indukcyjnego liczba podzialéw dla zbioru m-—elementowego

(1 <m < n) wynosi:
m—1
m—1
=3 ("7 o

i=0
Kazdy z utworzonych podzialéw uzupelniamy o zbiér zlozony z pozosta-

lych elementéw zbioru X, 1. W ten sposéb otrzymamy nastepujaca liczbe
podzialéw zbioru X, :

(ot (3o (7)on

Dodajac podziat ({1,2,...,n,n+1}) otrzymamy wszystkie podzialy zbioru
Xn+1- Tak wiec liczba wszystkich réwnowaznosci w zbiorze X, wynosi:

Pnt1 =1+ i (?)m = Zn: (?)pi,

t=I t=0

co konczy dowdd indukcyjny.

8. Liczba relacji silnie spéjnych.

Zauwazmy, ze relacja silnie spdjna jest zwrotna. Tak wiec tablica re-
lacji silnie spéjnej ma te wlasnos¢, ze we wszystkich kratkach na gléwnej
przekatnej znajduje sie znak ,,+”.

Jesli w pewnej kratce tablicy relacji silnie spdjnej, znajdujacej sie pod
gléwna przekatna wystepuje znak ,,—”, to w kratce symetrycznej wzgledem
gléwnej przekatnej wystepuje znak ,,+” (z uwagi na warunek silnej spdjno-
$ci).
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Liczba I, relacji silnie spdjnych w zbiorze {1,2,...,n} wyraza si¢ wzo-
rem:
s 3 ' 1
(12) In = ?::0 (j)28_3, gdzie s= 5( 2 —n).

Wzér powyzszy mozna uzasadni¢ nastepujaco:

Jesli pod gléwna przekatna tablicy dokladnie w j kratkach (0 < j <
ﬂ%'ﬁ) umieécimy znak ,,—” (a w pozostalych znak ,,+”), to nad gléwna
przekatna w odpowiednich j kratkach nalezy umiesci¢ znak ,,+” (ze
wzgledu na warunek silnej spdjnosci), za§ w pozostalych %(n2 -n)—j
kratkach mozna umiescié¢ znaki ,,+” lub ,,—". Liczba sposobéw rozmie-
szczenia znaku ,,—” w j kratkach pod gléwna przekatna wynosi %(nzj”"),
zatem liczba wszystkich relacji silnie spdjnych wnosi wtedy

L(n*=n\\ oimi-n)—j
2\ J

nz—n

Uwzgledniajac, ze j = 0,1,..., 252 otraymamy wzor (12).

9. Liczba relacji spdjnych.

O ile tablica relacji silnie spéjnej ma te wlasnos$é, ze we wszystkich
kratkach na gléwnej przekatnej wystepuje znak ,,+”, to w przypadku relacji
spdjnej w kratkach na gléwnej przekatnej moga wystepowac znaki ,,+” i
,,—. Na gléwnej przekatnej znaki te mozna rozmiesci¢ na 2" sposobow.

Zatem korzystajac ze wzoru (12) stwierdzamy, ze liczba r, wszystkich

relacji spéjnych w zbiorze {1,2,...,n} wynosi:
n ~ (s 5—jJ : 1. 9
(13) T == 2 Z  12°77,  gdazie s=§(n —n).
i=0 \J

10. Liczba porzadkéw liniowych.

Latwo zauwazy¢, ze liczba s, relacji porzadkowych w danym zbiorze
skoriczonym {1,2...,n}, spelmiajacych warunek silnej spdjnosci, jest réwna
liczbie permutacji tego zbioru. Zatem

85 = nl
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