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Pewien spos6b badania rozwiazalnosci rownan z parametrem
Grzegorz Bryll, Grazyna Rygal

Badanie réwnan o jednej niewiadomej postaci F(z,a) = 0, gdzie a jest
parametrem, mozna zastapi¢ badaniem funkcji jednej zmiennej w postaci
uwiklanej F'(z,y) = 0. Tak na przyklad liczbe pierwiastkéw réwnan postaci:
a® = azx,z* = az,a” = z%,a* = lg, £, mozna oceni¢ na podstawie wykresu
funkcji y = y(z), podanej odpowiednio w postaci uwiklanej: y* = zy, 2V =
ry,y* = a¥,y* = lg, z.

Badanie funkcji y = f(z) w postaci uwiklanej F(z,y) = 0 jest czesto
prostsze niz bezposrednie badanie odpowiedniego réwnania z parametrem.
Wiadomo na przyklad, ze dla pewnych warto$ci parametru a réwnanie
a® = lg,z ma trzy rézne pierwiastki (zob. np. [1,2,3]), co jest trudne
do zauwazenia, gdy bada si¢ punkty przeciecia wykreséw funkcji y = a® i
y=Ig,z.

I. Ré6wnanie a® = az(z > 0,a > 0).
Roéwnanie to zastepujemy réwnaniem

(1) y¥* =2y (z >0, y > 0)
i sporzadzamy wykres funkcji y = y(z) podanej w postaci uwiklane;j
(1).
Na podstawie (1) otrzymujemy zlny = lnz +1ny, czyli (z—1)Iny =
Inz.
Jesliz # 1, tolny = %, skad

(2) y = e=i
Jesli z = 1, to réwnanie (1) jest spelnione przez dowolna pare postaci

(1,y), gdzie y > 0. Dla naszkicowania wykresu funkcji (2) wystarczy
zbadaé granice w punktach 0,1, 4+oo0.

Mamy wtedy:
1
. . lim% . lim z=T 0
lim y =€t = +o00,limy = e==1 =e, lim Y = egd—+too =e =1,
z—04 z—1 T—++00
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Funkcja (2) ma wiec przebieg zmiennosci podany na rys. 1.

In x

g -1 y]

Rys. 1.

Kreslac ponadto prosta o réwnaniu z = 1 mozemy odczyta¢ na pod-
stawie rys. 2 liczbe pierwiastkéw réwnania a® = az (e > 0) w zaleznosci
od parametru a. ROwnanie to ma wiec nastepujace liczby pierwiastkéw:

aA

Rys. 2.
dokladnie jeden pierwiastek, gdy 0 < a <1 lub a = ¢;
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dwa rézne pierwiastki, gdy 1 < a < 400, i a # e, przy czym:
z1=1129=¢ gdzie: £>1,gdyl<a<e;
£ <1, gdya> e
Zauwazmy, ze w celu zbadania zbioru rozwiazan réwnania a®* = az mozna
postapi¢ inaczej, zastepujac to réwnanie réwnaniem réwnowaznym

(3) a®* 1 =g,
Stosujac podstawienie z — 1 = u otrzymamy réwnanie

(4) a* =p+1.

W celu ustalenia zbioru rozwiagzan tego réwnania wystarczy zbadaé
punkty przeciecia sie wykreséw funkcji y = a* i y = p + 1 (w ukladzie
wspdlrzednych p0y) (rys. 3).

= + 1
VA 4 K
1 y=a'
0 "
a = 1 0 <acx<l

y = pn +1

a = e l < a<e
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YA
y=a* W y=p+1
0 >u
Q. > e
Rys. 3.

II. Réwnanie z% = az(z > 0,a > 0).

Badanie zbioru rozwiazan tego rownania mozna przeprowadzi¢ w opar-
ciu o réwnanie:

(4) z¥ =zy,(z >0,y > 0).
Dla y = a otrzymujemy réwnanie 2% = ax.
Réwnanie (4) mozna otrzymaé z réwnania (1) stosujac zamiane zmiennych.
Tak wiec dla otrzymania odpowiedniego wykresu wystarczy dokonaé¢ odbi-
cia symetrycznego wykresu podanego na rys. 2 wzgledem prostej a = z

(rys. 4).

Rys. 4.
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Réwnanie z¢ = az(x > 0,a > 0) ma wiec nastepujace pierwiastki
(odczytane na podstawie rys. 4):

— dokladnie jeden pierwiastek &, gdy a # 1; przy tym:
E>e gdyl<a<l,
1<é<e gdya > 1;

— kazda liczba rzeczywista dodatnia jest pierwiastkiem, gdy a = 1.

III. Réwnanie a* = z%(z > 0,a > 0).
Dyskusje rozwiazalnosci tego réwnania przeprowadzimy opierajac sie
na wilasnosciach réwnania

(5) g =y"lg > 0.5 >0

Zamiana zmiennych w tym réwnaniu nie zmienia jego postaci, tak wiec
zbiér X = {(z,y) : y = z Az > 0} jest pewnym zbiorem rozwiazan. Nie sa
to jednak wszystkie rozwiazania réwnania (5). Réwnanie (5) potraktujemy
jako posta¢ uwiklana pewnej funkcji. Funkcje te przedstawimy w postaci
parametrycznej. Logarytmujac obustronnie réwnanie (5) otrzymamy:

Inz¥ =lny*, skad ylnz==zlny czyli ylnleny.
&

Niech £ = ¢. Otrzymamy wiec:

y =lz, . y =tz,
{tlncc = Iny, eyl {y = gt. (&>0)

Wyznaczajac z ze zwiazku zt = tz otrzymamy:
t—1 _ . :
g7 =1, skad T=1+7 oilet#1.

Réwnania parametryczne maja postac:

(6) { !
Yy

Dla naszkicowania wykresu tej funkcji zbadamy niektére granice. Skorzy-
stamy przy tym z zaleznosci:

1
z;’ gdzie t>0 i t#1.
t

Int tint

=" lny=——
NE=T e P t—1’
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otrzymanych na podstawie (6). Mamy wiec:

Int
lim Inz = lim — =
t—04

t—04 t — oo,
Int 1 ;
lim Iny = lim - = lim + = lim t =0,
skad

lim 2 =400, im g = 1.
t—04

' t—04
Podobnie: .
limlnz = lim £ = 1, skad limz =e,
t=1 =1 1 t—1
Int+1
limlny = lim L =1, skad limy=e,
t—1 t-»1 1 t—1
1
lim Inz= lim + =0, skad lim z =1,
—+o00 t—+oo 1 t——+00
. . Int+1
lim Iny = lim
t—+o00 t—+00

= +o00, skad t_lﬂnooy = +00.

Wielkosci z,y w zaleznosci od parametru ¢ zmieniaja sie nastepujaco
(tabela 1):

t 0 21 S 40
z(t) |+00 ¢ e Ny 1
y(t) | 1 o D A o
Tabela 1.

Funkcja o réwnaniach (6) ma wiec wykres podany na rys. 5. Wykres
ten jest symetryczny wzgledem prostej y = z
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Rys. 5.
Dodajac zbiér rozwigzan X oraz przyjmujac y = a otrzymujemy wy-
kres, ktérego punkty spelniaja réwnanie a” = z%(a > 0,z > 0) (rys. 6).

Rys. 6.
Réwnanie a® = z® ma wiec nastepujace liczby pierwiastkéw (odczytane
na podstawie rys. 6):
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— dokladnie jeden pierwiastek, gdy 0 < a < 1luba =,
— dwa rézne pierwiastki, gdy a > 1ia # e.

Rezultat powyzszy mozna tez otrzymac na innej drodze, badajac prze-
ciecie sie wykreséw funkcjiy = a® i y = z%, dla réznych wartosci parametru
a(a > 0).

IV. Réwnanie o =1g,z (z > 0,a > 0,a # 1).
Réwnanie powyzsze zastepujemy réwnaniem
(7) 2* =g, x, gdziez >0,z >0,z # 1.

Niech z* =y, skad z = y%.
Réwnanie (7) przyjmuje wiec postaé z*° = z, czyli z¢¥ = x, skad

< |

(8) o il

Na podstawie (8) i zwiazku z = y% otrzymujemy:

i 1
Yy z

¥ = He

czyli
(9) z* = y¥.

Réwnanie powyzsze spelniaja pary (z,y) takie, ze y = z. Ponadto réwnanie
to nie zmieni si¢, gdy zamienimy role zmiennych. Tak wiec wykres krzywej
o réwnaniu (9) jest symetryczny wzgledem prostej y = z.
Réwnanie (9) potraktujemy jako réwnanie pewnej funkcji uwiklanej
y = y(z) (o ile y # z). Logarytmujac obustronnie réwnanie (9) otrzymu-
jemy:
ghhz=yhy, czyli Inz= %lny.

Wprowadzimy parametr ¢ za pomoca wzoru:
(10) t==.
Mamy wtedy:

Inz =tln(tz), czyli Inz={(nt+ Inz),

skad
lnxzﬁlnt (oile t#1).
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Zatem

r = tlit,
(11) gdzie t>01t#1,

55
1=

y= tz=11-t,

Dla naszkicowania krzywej o réwnaniach (11) napiszemy jej réwnania w
postaci:

t>0 i t#1),

Latwo sprawdzié¢, ze ze zmiana parametru t wielkosci z,y zmieniaja sie
nastepujaco (tabela 2):

B A 1 /400

a:l\,% %\,O

g8 A2 20 = 2 1]
Tabela 2.

Krzywa o réwnaniu (9) ma wiec ksztalt podany na rys. 7.

yA
y=X
e--
19
1\A
e"l . .
1 1 e X
e

Rys. 7.
Punkt A na rys. 7 ma wspdlrzedne A(%, %) (zob. tabele 2). W celu
zbadania liczby rozwiazan réwnania a® = log, z wystarczy zbadaé¢ punkty
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przeciecia sie krzywej podanej na rys. 7 z krzywa wykladnicza y = a® (w
ukladzie Ozy).

Rozwazmy dwa przypadki: a > 1,0 < a < 1.

Ya> 1.

Zbadamy najpierw sytuacje, gdy prosta y = z jest styczna do krzywej
y = a®. Spelniony jest wéwczas warunek (a*)’ = z', czyli a®Ina = 1. Stad

a® = =, czyli zlna = —Inlna. Tak wiec rozwazane krzywe sa styczne w
punkcie
Inlna
12 Ty = — .
(12) 0 =

Parametr a mozemy wyznaczy¢ z warunkéw y = 29 1 y = a®, czyli z
warunku a®® = zy.

Mamy wtedy:
_lnlna Inlna
a Ina =—= — "
Ina
skad otrzymujemy kolejno:
1 Inl Inl
- nlnalna =In (— = na) , In(lna)™! =1In (— = na) :
na Ina Ina
1
-1— = _ln na, Inlna = —1.
Ina Ina
Ostatecznie wiec
(13) a=¢e .

Dla powyzszej wartosci parametru a punkt stycznoscei (12) wynosi: zg = e.
Mozliwe sa wiec nastepujace przypadki (rys. 8):

a) Krzywa y = a” jest styczna do prostej y = z, gdy a = ¢ . Wowczas
rownanie a” = lg, z ma dokladnie jeden pierwiastek.

b) Krzywa y = a” przecina prosta y = z w dwéch punktach, gdy

-1 , ’ . s . . .
1 <a<e® . Wéwczas réwnanie ma dwa rézne pierwiastki.

¢) Krzywa y = a® nie ma punktéw wspdlnych z prosta y = z, gdy
a > e¢ . Réwnanie a® = Ig, = nie ma wtedy rozwiazan.
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a -1 =X -1
ﬁ a=e’ Y y? l<ac<e*
" y=lg,x
y=a
Bf o mmim e y=lg,x
1 : 1
_/ ! —
/1 é 4))( !1 _"X

Rys. 8

2.0<a<l.

Jesli krzywa wykladnicza y = a® przechodzi przez punkt A(%, %)

(rys. 7), to % - a%, skad

(14) a=e"

W punkcie A krzywe y =1g, 2 1 y = a® maja wspdlna styczna, bowiem:
Y1 =353 ¥ =a"lna,

vi(s) = -1, yh(2) = -1.
Rozwazmy dwa przypadki:
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a) e ®*<a<l.

Dla powyzszych wartosci parametru a krzywa wykladnicza przecina
jedynie prosta y = z. Tak wiec réwnanie a® = lg, z ma dokladnie
jeden pierwiastek.

b) 0 <a<e™®

Znajdujemy najpierw punkt przeciecia krzywej y = a” z prosta y = z.
Wtedy a™ = zg, skad l“TzQ =lna < —e (gdyz a < e™¢). Mamy wiec
Inzg < —exg. Niech G(z) = Inz + ezx. Funkcja G jest rosnaca (jako
suma dwéch funkcji rosnacych). Mamy ponadto:

1

G (—) =Ilne ' +1=0.

e

Jesli z < 1, to G(z) < G(3) =0, gdyz G jest funkcja rosnaca. Wykres

funkcji y = a® przecina wiec prosta y = £ w punkcie zy i ponadto przecina

krzywa z* = y¥ w pewnym punkcie (z1,y;), poza prosta y = z. Z warunku
ES

lnT:gQ = Ina mamy a = z,°. Punkt (z1,y1) przeciecia krzywej z% = y¥ z
1

krzywa wykladnicza y = (:cg_" )* spelnia wiec warunek:

(15) { z1lnz; =y;lny,

Iny; =3 %lnxo.

Zauwazmy, ze punkt (z1,%1) lezy réwniez na krzywej logarytmicznej
1

y = 1g, z, gdzie a = z,°.
Mamy bowiem:

4 m_lna:_ Inz la Inz
Y= l6a —lna_lnma%o* Oln:no’

natomiast z warunku (15) poprzez dzielenie stronami otrzymujemy:

yilnyy  z1lnz cavli : Inz;
— ) Zyl Y1 =Toy -
In y; o> Inzg In zg

Tak wiec punkt (z1,y1) lezy na krzywych y = a%,y = lg, = i nie lezy na
prostej y = z. W przypadku 0 < a < e ® krzywe y = a® 1 y = lg, x prze-
cinaja si¢ w trzech réznych punktach (zo,vo), (z1,%1), (y1,21). Réwnanie
a® = lg, * ma wiec trzy rézne pierwiastki (rys. 9).
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<
»

y=Ilg,x 4
\ ¢
1

Rys. 9.
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