Prace Naukowe Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Czestochowie
Matematyka VII, Czestochowa 1999
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klasycznego implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan
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Klasyczny implikacyjno-negacyjny rachunek zdan moze by¢ scharakte-
ryzowany miedzy innymi w sposob matrycowy i w sposéb aksjomatyczny.
Podobne charakteryzacje mozna poda¢ dla rachunku dualnego.

Dla dowolnego jezyka J = (S, F) rachunku zdan (ze zbiorem wyrazen
sensownych S i zbiorem funktoréw zdaniotwérczych F) mozna rozwazad
algebre A = (U,f), podobng do tego jezyka (z uniwersum U i zbiorem
dzialan f).

Jesli w algebrze A wyrdéznimy pewien podzbior V, 0 # V C U,
zwany zbiorem wartosci wyréznionych, to otrzymamy nastepujaca matryce
logiczng, odpowiadajaca jezykowi J :

(1) M = (U,V,f).
Matryce
(2) My = (U, U - V,f)

nazywamy matryca dualng wzgledem matrycy 901 (zob. [4]).
Konsekwencje matrycowa wyznaczona przez matryce (1) definiujemy
nastepujaco:

Definicja 1.
o € Cgp(X) <= Vien[h(X) CV = h(a) e V], (X CS9).

gdzie H oznacza zbiér wszystkich homomorfizméw jezyka J w algebre A.
Zawartod¢ matrycy U (czyli zbiér tautologii) oznaczamy przez F(90).
Przyjmujemy nastepujaca definicje:

Definicja 2.
E(Dﬁ) = {Ol €S: vheH(h(a) = V)}

Mamy wiec:
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Whniosek 1.
E(ON) = Cim(@)'

Dla klasycznego implikacyjno—negacyjnego rachunku zdan matryce lo-
giczne (1) i (2) maja postac:

(3) M= = ({0,1}, {1}, {e, n}),

(4) o™ = ({0,1},{0}, {c,n}),

gdzie dzialania ¢ 1 n okreslone s3 nastepujaco:

(5) c(z,y)=min(l,1-2z+y), n(z)=1-=z.
Zawartosci tych matryc sa nastepujace:

(6) EMN™")={a€ S :Yreg(h(a) =1)} = Copren (0);

(7) EMM,") = {a € S : Vien(h(a) = 0)} = Cgpen(0).

Wiadomo, ze dla klasycznego implikacyjno—negacyjnego rachunku zdan
mozna przyjac nastepujacy uklad A, schematéw aksjomatéw, pochodzacy
od J. Lukasiewicza [3]:

A,. CCaBCCpByCary
Ag. CCYCNCV,G
As3. CCNoaoo

Jedyna reguly pierwotng jest regula odrywania r, o schemacie:

. Coaf,a
B

Dla rachunku dualnego przyjmujemy nastepujaca aksjomatyke A2 =
{Aii’ Ag) Ag) Ag, Ag}, gdzie:

Ad. NCNCoafa
A4, NCNCNCafNCayNC~pA
A4, NCNCoBNp
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A4, NCNaNCNaa
A¢. NCaNCaNa

Jedyna regula pierwotna jest reguta r¢ o schemacie:

. NCap,p

g a

Jesli wprowadzimy funktor C* okreslony nastepujaco:

(8) C*afl = NCap

to regule r¢ i schematy aksjomatéw A¢-A¢ mozna zapisaé w postaci:
C*af3,

(9 it SO0

A, C*C*afa
A, C*C*C*afC*ayC*yf8
A3, C*C*ofNp
A4, C*NoC*Naa
A¢. C*aC*aNa
Funktor C* okresélony wzorem (8) mozna byloby nazwaé implikacja
dualng wzgledem implikacji C.

Funktorowi C* w matrycach 91°™" i 97" odpowiada dzialanie ¢*
okreslone wzorem:

(10) c"(z,y) = n(c(z,y)) = max(0,z — y).

Oznaczmy przez T zbiér wszystkich tez klasycznego implikacyjno—ne-
gacyjnego rachunku zdan, za$ przez Ty—zbiér wszystkich tez rachunku du-
alnego.

Funkcje konsekwencji oparte odpowiednio na regutach r, i r4 okreélamy
nastepujaco:

Definicja 3.

a. Cny,,3(X) jest najmniejszym zbiorem sposréd zbioréw Y, domknietych
ze wzgledu na regule r, i speliajacych warunek: A, UX CY;

b. Cnyray(X) jest najmniejszym zbiorem sposréd zbioréw Y, domknigtych
ze wzgledu na regule r¢ i spelniajacych warunek: A2U X CY.
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Widzimy wiec, ze:
Whniosek 2.
Cngpy(D) =T i Cnyray 0) = ;]

Istnieje kilka metod dowodu nastepujacego twierdzenia o silnej adekwatnosci
matrycy (3) wzgledem klasycznego implikacyjno—negacyjnego rachunku zdan
(symb. KRZ¢c_n) :

Twierdzenie 1.

C’n{,,o} = Cmc,ﬂ .
Stosujac metode Assera—-Losia [1,2] wykazemy, Ze:

Twierdzenie 2.

Cniray = Coppen-

Tak wiec matryca 91" jest silnie adekwatna wzgledem rachunku dualnego
(symb. KRZ&_p). W dowodzie wykorzystujemy idee zawarte w pracy [6],
dotyczace jednak konsekwencji Cny,qy.

Dowdéd twierdzenia 2 poprzedzimy kilkoma definicjami i lematami.

Lemat 1.
Va,8es [C*aﬂ € Cngay(X) <= a € Cnpay (X U {ﬁ})J ;

dla dowolnego X C S.
Pojecie niesprzecznosci i zupelnosci ze wzgledu na C’n{,g} definiujemy w
sposob klasyczny:

Definicja 4.
X € C’n{rg} — Syst <= Cn{rg}(X) L A,
Definicja 5.

X € Cn{,.g} . NSp > aaes [0{, Na € Cn{rg} (X)] )

Definicja 6.
X € Cnyrgy ~ Zpt <= Vaes |@ € Cnipgy (X) V Na € Cngyay(X)]

dla dowolnego X C S.

Mozna wykazaé, zel:

'Dowody lematéw 2-5 sa analogiczne do dowodéw odpowiednich twierdzen podanych
w pracy (6], dotycza jednak konsekwencji Cn (rdy 1 funktora C*.
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Lemat 2.

X € C’n{,,g} — Nsp <= daes [a ¢ C'n{rg} (X)] )

Lemat 3.

X € Cn{,.g} — Zpl <—= Vagcn{rg}(x) (X U {Ot} ¢ Cn{,.g} - Nsp) :

Lemat 4.

o ¢ Cn{rg}(X) =X U {Na} & Cn{,.g} — Nsp,

Lemat 5. (twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji) (por. [5]):

X € Cn{,.g} — Nsp = Jy (X CYAY € C’n{,,g} — Systn

ﬂCn{,,g} — Nspn Cn{,.g} - Zp}),

Przed podaniem dowodu twierdzenia 2 wykazemy nastepujace twierdzenie
o stabej adekwatnosci matrycy 9" wzgledem rachunku K RZg_ N (twier-
dzenie o pelnosci):

Twierdzenie 3.
C‘n{,.g} @) =F (ﬂﬁ;’”) .

Dowéd. Inkluzja Cng.ay(0) C E(IMy") jest oczywista. W celu wyka-
zania inkluzji E(9M;") C Cnyay(0), czyli implikacji

ad C"n{,.g}(@) =« ﬁé E(m;'n)a

zalézmy, ze o ¢ Cny,q)(0). Stad wobec lematu 4 otrzymujemy {Na} €
C'n{,.g} = NSp.
W mysél lematu 5 istnieje wiec zbior Y; o wlasnoéciach:

(11) Y, € Cn{,.g} — Syst,
(12) Y: € Cny.qy — Nsp,
(13) Y, € Cn{,.g} = Zp}.,

(14) Na € Yl
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Okreélamy wartodciowanie V : At — {0,1} w nastepujacy sposéb:?

0) gdy P & Yl:
(15) V(p:) = i=1,2,..
1, gdy Np; e 1.

Na drodze indukcyjnej (ze wzgledu na zlozonoéé formul) mozna wy-
kazac, ze dla dowolnej formuly v spelniony jest warunek:

0, gdy v €Y,
1 Vi) =
(16) (7) {1, gdy Ny €Y.

Poniewaz Na € Yy, zatem V(a) = 1, czyli a ¢ E(93"), co koriczy dowéd.
W dowodzie twierdzenia 2 skorzystamy z lematu 1 i z nastepujacych
wlasnosci funkeji Cny,qay i Coppem
© d

Lemat 6.

@€ Cnig(X) =3y (Y C X Acard(Y) <R, Aa€ Crga(Y)),

Lemat 7.

o € Copen(X) = 3y (Y C X Acard(Y) < R, Aa € Copen (Y)) ,

Lemat 8.

C"af € Copen(X) <= a € Canen (X U{B)),

Dowdéd twierdzenia 2.
Nalezy wykazac, ze

Vxcs [Cngay(X) = C'm;.n(X)] .
Zalézmy najpierw, ze a € C'ny,ay(X). Istnieje wigc zbiér ¥ o wasnosciach:
nC A, ca,rd(Yl) <N, @€ C'n{,.g}(Yl)

Jedli Y1 = 0, to a € Cny,ay(0), skad wobec twierdzenia 3 a € E(9MG")
czyli a € Copen (0) i tym samym « € Cg))“[;'" (X).

Jesli Y1 = {B1,...,Bm}, toa € C’n{rg}({ﬁl, .y Bm}), skad wobec le-
mata-l; €0l T6 aﬁlﬁg e .ﬂm c Cn{rg}(@)

m—TazZy

% At jest zbiorem wszystkich zmiennych zdaniowych, tj. At = {p1,p2,...}.
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W oparciu o twierdzenie 3 otrzymujemy

el O(ﬂlﬂz V5 .ﬂm € Cm;.n(@)

e
m—Tazy
Stad, korzystajacz lematu 8 mamy: a € CEDTZ’" ({B1,---,Pm}), czyli uwzgle-
dniajac warunek Y; C X otrzymujemy ostatecznie a € CDJT;‘" (X).
Udowodnilismy wigc inkluzje Cng.ay(X) C CEDTZ’" (X). Podobnie uzasa-
dniamy inkluzje Cgm;'" (X) € Cray(X), co koriczy dowdd twierdzenia 2.
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