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Dla rachunku zdaniowego o jezyku J = (S, IF) i algebrze podobnej do
tego jezyka (U, f) mozna rozwazaé dwie matryce logiczne:

(1) M= UV, f), M= (UU-V,I),
gdzie 0 # V' C U.

Konsekwencje matrycowe odpowiadajace powyzszym matrycom okreslone
s nastepujaco:

() Con(X)={z €S :Vrcmom[h(X) CV = h(z) € V]},

(3)  Cop(X)={2 €S : Vieromlh(X) CU-V = h(z) e U-V]},
dla dowolnego X C S.

Hom jest zbiorem wszystkich homomorfizméw jezyka J w algebre (U,f).
Matryce 91’ nazywamy matryca dualna wzgledem matrycy 901.
Zawartodci matryc (1) sg nastepujace:

(4) E(ON) = Cgn(0) = {z € S : Vaemom(h(z) € V)},

(5) E(MN) = C’m:(ﬂ)) ={z €S :YheHom(h(z) €U - V)}.

Niech Cr(X) bedzie najmniejszym zbiorem spoéréd zbioréw Y,
domknietych ze wzgledu na uklad regul R i spetniajacych warunek
EM)UX CY, zaé Cr(X) — najmniejszym zbiorem sposéréd zbioréw Y,
domknietych ze wzgledu na uklad regul R’ i spelniajacych warunek
EMYuXx CY.

Jezeli spelniony jest warunek Cgr(0) = E(9N), to méwimy o ade-
kwatnosci matrycy 9 wzgledem rachunku (.S, Cg), jesli natomiast spetniony
jest warunek Cr = Cgqy, to méwimy o silnej adekwatnosci matrycy 9
wzgledem tego rachunku. Podobnie okre§lamy pojecia adekwatnosci i sil-
nej adekwatnoéci matrycy 9" wzgledem rachunku (S, Cr).
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Przy okreslaniu funkcji Cr i Cps zamiast zbioréw E(90) i E(9N') przyj-
muje sie zwykle pewne uklady aksjomatéw A i A’.

Rachunek zdaniowy (S,Cgr/) o matrycy silnie adekwatne; M’ nazy-
wamy rachunkiem dualnym wzgledem rachunku (S, CRr) (por. [5,6]).

Rozwazmy jeszcze jedna funkcje konsekwencji Crs, okredlong nastepu-
jaco:

Cpr+(X) jest najmniejszym sposréd zbioréw Y, domknietych ze wzgledu
na uktad regul odrzucania R* i spelniajacych warunek A*U X CY,

Zbiér A* (A* N CRr(0) = 0) jest ukladem aksjomatéw odrzuconych.

Rachunek zdaniowy (S, Cg») nazywany rachunkiem refutacyjnym (re-
jekcyjnym, odrzuceniowym) wzgledem rachunku (S, CR), zaé sam rachunek
(S, CR) nazywamy rachunkiem asercyjnym (uznaniowym).

Jezeli spelnione sa warunki:

(6) Cr(@) NCg«(0) =0, (warunek L—niesprzecznosci)

(7) Cr(@)UCRg«(0) =S, (warunek L—zupelnosci)

to rachunek (S, Cr) nazywamy rachunkiem L-rozstrzygalnym (rozstrzygal-
nym w sensie Lukasiewicza) (por. [7]).

Zbiory tez poszczegdlnych rachunkéw, w przypadku systemu L-roz-
strzygalnego, przedstawiono na rys. 1.

rys. 1.
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Ustalimy z kolei pewien zwiazek miedzy systemem refutacyjnym i sy-
stemem dualnym dla rachunku (S, CRg).

Zalézimy, ze w jezyku J wystepuja funktory C' (implikacja) i N (nega-
cja) i ze do zbioru f, wystepujacego w matrycach (1), naleza odpowiadajace
im funkcje ¢ i n o wlasnosciach:

(8) c(z,y),zeV=>yeV,
(9) zeV=>n(z)eU-YV,
(10) d(z,y),yeU-V=>ze€U-YV,

gdzie c'(z,y) = n(c(z,y)), =z,y€U.
Rozwazmy tez trzy reguly odrywania (modus ponens) o schematach:

Coap,a , | Clap,B . CoBeCr(0),p

T'mp ﬁ ) ’I‘mp : ) r'm,p

(87 o

gdzie: C'aff = NCaf.

Niech R = {rmp}, R = {ry.,}, R* = {rm,}.
Zalézmy ponadto, ze zachodza wzory (twierdzenia o pelnosci):

(1)  Cr=Cygy, Cr = Cyy-

Tym samym zakladamy, ze zostaly sformalizowane rachunki zdaniowe o
matrycach (1).
Wykazemy, ze:

Lemat 1. Jezeli zachodza wzory (11), to reguta r}  jest regula kon-
sekwencji Cpr.

Symbolicznie: Caf € Cr(0) = a € Cr({Cap, [}).

Dowadd.

Zalézmy, ze

(12)  Coap € Cr(0),

Korzystajac z wlasnoéci:

(13) ~v€Cr(@) = NyeCr(®)', ~vE€S,
otrzymamy NCaf3 € Cri/(0), czyli

(14)  C'af € Cri(0)

'W dowodzie wlasnosci (13) korzysta sie ze wzoréw

Cr(0) = E(M), Cr/(0) = E(M') i wzoru (9).



26 Rachunek refutacyjny a rachunek dualny

Stad wynika, ze:
(15) C’aﬁaﬂ € CR’({ﬁ}) g CR’ ({Ca/@aﬁ})
Korzystajac z wlasnosci:

C'af, B € Cr(X)=>acCr(X), XCS

otrzymujemy a € Cr/({Caf,(}).
Tak wigc reguta ry,, jest regula wtérng w systemie (S,Cr).
Z powyzszego lematu wynika bezposrednio:

Twierdzenie 1. Dolaczajac do systemu dualnego (S5,Cg/) zbior A*
aksjomatow odrzuconych systemu refutacyjnego (S,Cgr+) otrzymamy ten
system refutacyjny.

Powyzsze rozwazania zilustrujemy na przyktadzie klasycznego rachunku
zdan (K RZ) w wersji inwariantnej. Matryce (1) dla rachunku implikacyjno-
negacyjnego o funktorach C'i N, maja postac:

(16) mKRZ = ({0’ 1}1 {1}1 {C, n}): m}{RZ - ({0’ 1}’ {0}1 {C$ n})a
gdzie: ¢(z,y) = min(l,1 -z +y),n(z) =1-=z, z,y € {0,1}.

Wiadomo, ze klasyczny implikacyjno-negacyjny rachunek zdan mozna
- zaksjomatyzowad [4] przyjmujac nastepujace schematy aksjomatéw:

(Al) CCaBCCByCay,
(A2) CaCNap
(A3) CCNaaa

oraz regule odrywania rp,y.
Zachodzi oczywiscie wzér:

(17) Cr=Cyn. .., 8gdzie R= {mp )
Rachunek dualny (S,Cg/) wzgledem K RZ mozna oprzeé na nastepu-
jacych uktadach regul i schematéw aksjomatow [3]:

(18) = {rfnp}, A'={A1,...,A'5}, gdzie:
A'l. C'C'afa
A2, C'C'C'afC'ayC'y 3
A’3. C'C'aBNpS
A'4. C'"NaC’'Naa
A’5. C'aC’aNa
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W pracy [3] wykazano, ze:
Twierdzenie 2.
(19) CR’ — Cm;"RZ
tym samym spelniony jest warunek:
(20)  Cr(0)=E (Mypz) -

Zbadamy z kolei rachunek refutacyjny (S, Cgr+) wzgledem KRZ,
(gdzie R* = {ry,,})-

Przez At oznaczmy zbidr wszystkich zmiennych zdaniowych jezyka
J = (5,{C,N}). Alternatywe A i alternatywe uogdlniong A(ay,...,a,)
okreslamy nastepujaco:

Aaf = CNaB,
Ala) = «,
CU A, 8) = AaB,

A(Oll, Wik O!n+1) e A(A(Oll, i .,Ofn), a'n.-}-l)-

Niech ponadto:
(22) NX ={o:dgex(a=NpB)},

(o) — 4 Dis(B)U Dis(y), gdy a = ABy,
(23) Dis(a) = { {a}, w przeciwnym przypadku.

Wyrazenie o nazywamy alternatywq elementarng wtedy i tylko wtedy,
gdy Dis(a) C AtUN At. Jako aksjomaty odrzucone rachunku refutacyjnego
przyjmujemy wszystkie wyrazenia bedace alternatywami elementarnymi, w
ktorych kazda zmienna zdaniowa wystepuje co najwyzej jeden raz.

Zbior aksjomatow odrzuconych A* ma wiec postaé:

(24) A* = {y € § : v jest alternatywa elementarna z jednokrotnym
wystepowaniem zmiennych zdaniowych }.
Wykazemy, ze (por. [1,2]):

Twierdzenie 3. Inwariantny system (S, Cr) klasycznego implikacyjkno-
negacyjnego rachunku zdan jest L-rozstrzygalny.

Dowéd. Warunek (6) dla K RZ jest oczywisty.
Dla dowodu warunku (7) wystarczy wykazaé, ze:

(25)  §-Cr(0) CCr(0).

Zalozmy wiec, ze @ = a(py,...pn) i @ € S — Cr(0). Wobec twierdzenia
o adekwatnosci Cr(0) = E(Mxrz) mamy: o ¢ E(Mkrz). Istnieje wiec
taki homomorfizm h, : S — {0, 1}, ze h,(a) = 0.
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Korzystamy z aksjomatu odrzuconego

A(v1y...7n) € A%,

gdzie:

Np;, gdy ho(pi)=1.

Dla dowolnego homomorfizmu A : § — {0,1} mamy wéwczas:
h(CaA(y1,...,v)) = 1, czyli CaA(y1,...,7n) € Cr(0).
Stosujac regule r  otrzymujemy o € Cre(0).
Rachunek (S, CRr) jest wiec L-rozstrzygalny. Dolaczajac do systemu (S, Cri)
zbiér aksjomatéw A*, okreslony wzorem (24), otrzymamy, zgodnie z twier-
dzeniem 1, system refutacyjny (S, Cgre+) dla klasycznego implikacyjno-nega-
cyjnego rachunku zdan w wersji inwariantne;j.

Rozwazmy jeszcze konsekwencje dualna wzgiedem konsekwencji Cg dla
KRZ.

Konsekwencje dualng wzgledem dowolnej konsekwencji C'n definiuje sie
nastepujaco [8]:

(26) ae€edCn(X)e
SI(YCXAcardY <R, /\ﬁﬂy Cn({B}) C Cn({a})),
€

o :{ pi, gdy ho(pi) =0

dla dowolnego X C S.
Z odpowiednich twierdzei podanych w pracy [6] i dotyczacych logik
wielowartosciowych Lukasiewicza wynika, ze:

Twierdzenie 4. Dla klasycznego rachunku zdan spelniony jest waru-
nek:

(27) dCpr=Chp.

Na podstawie wzoréw (17), (19) i (27) otrzymujemy ciag réwnosci (por.
[6]):
(28) Cr = C'm:KRz =dCr=dCop .
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