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Algorytmy zachlanne
Bozena Wozina

Algorytmy zachlanne sa stosowane do rozwiagzywania probleméw opty-
malizacyjnych, w ktérych osiagniecie optymalnego rozwiazania wymaga
podejmowania wielu decyzji. Algorytm zachlanny wykonuje zawsze dziatanie,
ktore wydaje sie w danej chwili najkorzystniejsze. Wybiera zatem lokalnie
optymalna mozliwos¢ w nadziei, ze doprowadzi ona do globalnie optymal-
nego rozwiazania.

Jest wiele probleméw, w ktorych metoda zachtanna prowadzi do opty-
malnego rozwigzania. Nie zawsze jest jednak latwo stwierdzié, czy zasto-
sowanie algorytmu zachlannego jest rozwiazaniem poprawnym, tzn. czy
otrzymane rozwiazanie jest zawsze optymalne.

Aby zilustrowaé dzialanie metody zachlannej, przedstawie ” problem
wyboru zajec”, czyli problem przydzielenia dostepu do zasobu wykorzy-
stywanego podczas wykonywania pewnych zaje¢. Pokaze, ze algorytm
zachtanny stanowi prosta a zarazem elegancka metode znajdowania naj-
wigkszego zbioru wzajemnie zgodnych czynnosci. Przedstawie réwniez za-
chlanne rozwiazanie dla nastepujacego problemu optymalizacyjnego:

Dany jest zbior zajeé, ktére majq sie odbywadé
w pewnej liczbie sal wyktadowych.

Nalezy wyznaczyé taki przydzial zajeé do sal,
aby liczba uzytych sal byla najmniejsza.

Pokaze, ze problem wydawania reszty za pomoca jak najmniejszej liczby
monet, przy odpowiednich zalozeniach o nominalach, mozna réwniez roz-
wigzac stosujac metode zachlanna,.

Nastepnie omo6wie podstawowe wlasnosci metody zachlannej: wlasnosé
wyboru zachlannego oraz wlasnos¢ optymalnej podstruktury i na
podstawie ciaglego problemu plecakowego wyjasnie na czym one polegaja,
po czym przedstawie podstawy teorii obiektéw kombinatorycznych zwanych
MATROIDAMI, dla ktérych algorytm zachlanny zawsze generuje optymalne
rozwiazanie.
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Udowodnig, zZe:

1. Uporzadkowana para (S, ®;), gdzie S jest dowolnym skoficzonym nie-
pustym zbiorem, a ®; jest zbiorem wszystkich podzbiorow S o roz-
miarze co najwyzej k, dla k < |S|, jest matroidem.

2. Uporzadkowana para (S, ®), gdzie S jest zbiorem kolumn danej ma-
cierzy T o wartosciach rzeczywistych i wymiarze nxn, a A € ® wtedy
i tylko wtedy, gdy kolumny nalezace do A s3 liniowo niezalezne, jest
matroidem.

3. Uporzadkowana para (S, ®), gdzie S jest skoficzonym niepustym zbio-
rem,a®={A:| ANS; |<1ldlai=1,2,...,k, gdzie 5;,S3,...,Sk
jest podzialem S na niepuste rozlaczne podzbiory }, jest matroidem.

Na koniec, zilustruje zastosowanie matroidow do problemu szeregowa-
nia zadan o jednostkowym czasie trwania z karami za przekroczenie terminu
wykonania.

Problem wyboru zajec

Niech bedzie dany zbiér S = {1,2,...,n} skladajacy sie z n propono-
wanych zaje¢, do ktérych maja by¢ przydzielone zasoby, takie jak np. sala
wykladowa, w ktorej moze sie odbywac¢ w danej chwili tylko jedno z tych
zajec.

Kazde zajecie ma swéj czas rozpoczecia s; oraz czas zakonczenia f;,
takie ze s; < f;. Jedli zajecie o numerze ¢ zostanie wytypowane, to zajmuje
zas6b przez prawostronnie otwarty przedzial czasu < s;, f;).

Zajecia o numerach ¢ oraz j sa zgodne (nie zaklécaja sie), jesli przedzialy
< si, fi) oraz < s;, f;) nie zachodza na siebie tzn. jesli s; > f;.

Problem wyboru zajeé polega na wyborze najwiekszego podzbioru pa-
rami zgodnych zajec.

Ponizej znajduje si¢ Algorytm zachlanny dla problemu wyboru za-
jec. Bez utraty ogolnosci zakladam, ze zajecia sa uporzadkowane ze wzgledu
na czas zakonczenia: fi < f; <...< f,. W przeciwnym razie mozna naj-
pierw uporzadkowac je w takiej kolejnosci, uzywajac do tego dowolnej me-
tody sortowania zbiéru n elementowego. W ponizszej procedurze zakladam,
ze s - wektor czaséw rozpoczecia oraz f - wektor czaséw zakoniczenia sa re-
prezentowane jako tablice.
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GREEDY — ACTIVITY — SELECTOR(s, f)
1. n:=length[s];
2roubic=nfi) ;

3. =MW

4. fori:=2tondo
5 if (s; > f;) then
6. A= AU{i};
7 =Y

8 endif;
9. endfor;
10. return A;

Dzialanie tego algorytmu jest nastepujace:

W zbiorze A s3 gromadzone wybrane zajecia. Zmienna j zawiera nu-
mer ostatnio dodanego do A zajecia. Poniewaz zajecia sa rozpatrywane
w porzadku rosnacego czasu zakonczenia, wiec f; jest zawsze najwigkszym
czasem zakonczenia zajecia nalezacego do A.

W wierszach 2-3 jest wybrane zajecie 1, jednoelementowy zbiér {1} staje sie
wartoscia zmiennej A, a zmiennej j zostaje przypisany numer tego zajecia.
W wierszach 4-9 sg kolejno rozpatrywane wszystkie zajecia ¢, kazde z nich
zostaje dotaczone, jezeli jest zgodne ze wszystkimi dotaczonymi dotychczas
zajeciami. Aby stwierdzi¢, czy zajecie 7 jest zgodne z kazdym zajeciem
ze zbiéru A, wystarczy sprawdzié czy jego czas rozpoczecia s; nie jest
wczesniejszy niz czas zakonczenia f; zajecia ostatnio dodanego do A. Jesli
zajecie ¢ jest zgodne, to w wierszach 6-7 zostaje ono dodane do zbioru A
oraz jest aktualizowana wartosc j.

Zajecie wybrane przez GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR ma zawsze
najwczesniejszy czas zakonczenia wsrdd zajec, ktore moga byc dolaczone
bez zakldcenia zgodnosci zbidru A.

Ten wybor jest ”zachlanny” w tym sensie, ze pozostawia mozliwie najwiecej
swobody przy wyborze pozostalych zajec.

Twierdzenie 1 Algorytm GREEDY - ACTIVITY - SELECTOR generuje
rozwiqzanie problemu wyboru zajeé o najwiekszym rozmiarze.

Dowdéd Niech S = {1,2,...,n} bedzie zbiérem zajeé. Poniewaz
zakladalam, ze zajecia sa uporzadkowane wedlug czasu zakonczenia, to
zajecie 1 ma najwczedniejszy czas zakonczenia. Wykaze, ze istnieje opty-
malne rozwiazanie, ktérego konstrukcje mozna rozpoczaé od wyboru za-
chltannego, tj. od wyboru zajecia 1.

Zalozmy, ze A C S jest optymalnym rozwigzaniem. Niech elementy w A
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beda uporzadkowane ze wzgledu na ich czas zakoficzenia. Przyjmijmy tez,
ze pierwszym zajeciem nalezacym do A jest zajecie o numerze k.

Jedli k = 1, to tworzenie rozwiagzania A mozna rozpoczac od podjecia decy-
zji zachlannej. Jezeli natomiast k # 1, to wykaze, ze istnieje inne optymalne
rozwiazanie B C S, ktérego konstrukcje mozna rozpoczaé od zachlannego
wyboru, tj. od wyboru zajecia nr 1.

Niech B = A — {k} U {1}. Poniewaz f; < fi, to zajecia w B sa zgodne.
Poniewaz B ma tyle samo zajeé co A, jest wiec takze rozwiazaniem opty-
malnym. Stad wnioskuje, ze zawsze istnieje optymalne rozwigzanie, ktérego
konstrukcje mozna rozpoczaé od wyboru zachtannego.

Gdy juz zostal dokonany zachlanny wybér zajecia nr 1, to problem spro-
wadza sie do znalezienia optymalnego rozwiazania problemu wyboru zajec
dla zbioru tych zaje¢ z S, ktére sa zgodne z zajeciem nr 1.

Jesdli wiec A jest optymalnym rozwiazaniem calego problemu S, to

A" = A — {1} jest optymalnym rozwiazaniem problemu optymalnego wy-
boru zajeé dla zbioru ' ={i€ S : s; > fi}.

Przypuéémy, ze tak nie jest. Istnieje wtedy rozwiazanie B’ problemu S’ o
wiekszej liczbie zajeé niz A'. Dodajac do B' zajecie 1 otrzymujemy rozwia-
zanie B problemu S o wigkszej liczbie niz A, co przeczy optymalnosci A.
Wida¢ stad, ze po kazdym wyborze zachlannym pozostaje do rozwiazania
problem optymalizacyjny tego samego typu co poczatkowo. Korzystajac
z indukcji wzgledem liczby podjetych decyzji i dokonujac zachlannego wy-
boru w kazdym kroku, otrzymamy optymalne rozwigzanie. m

Problem przydzialu zajeé do minimalnej liczby sal

Dany jest zbior zajeé, ktore majq sie odbywac
w pewnej liczbie sal wyktadowych.

Nalezy wyznaczyé taki przydzial zaje¢ do sal,
aby liczba uzytych sal byla najmniejsza.

Metoda zachlanna rozwijzujaca ten problem

Niech bedzie dany zbiér S = {1,2,...,n} skladajacy sie z n zajeé, do
ktérych maja by¢ przydzielone sale wykladowe. W okreslonej sali moze sie
odbywaé¢ w danej chwili tylko jedno zajecie.

Kazde zajecie ma swdj czas rozpoczecia s; oraz czas zakonczenia f;, taki ze
s; < fi. Zajecia o numerach : oraz j sa zgodne, jezeli s; > f;.

Niech zajecia w zbiorze S beda uporzadkowane niemalejaco ze wzgledu na
ich czas rozpoczecia. Jezeli znajda sie dwa zajecia ¢ oraz j, takie ze s; = s;,
to wowczas w uporzadkowaniu pierwsze bedzie to zajecie, ktére ma dluzszy
czas trwania.

W ponizszej procedurze zakladam, ze s - wektor czaséw rozpoczecia oraz
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f - wektor czaséw zakoinczenia s reprezentowane jako tablice.

Zadaniem procedury pomocniczej GREEDY - SELECTOR jest wybranie ze
zboru S podzbioru zawierajacego wszystkie parami zgodne zajecia, wéréd
ktorych jest zajecie nr 1.

Dzialanie tej procedury jest analogiczne jak dzialanie procedury GREEDY
- ACTIVITY - SELECTOR. Réznica polega jedynie na tym, ze GREEDY
- SELECTOR pobiera zajecia uporzadkowane w sposdb opisany wyzej,
a GREEDY -ACTIVITY - SELECTOR pobierala zajecia uporzadkowane
zgodnie z czasem ich zakonczenia.

GREEDY — SELECTOR(s, f)
1. n:=length[s];

Z A=21K

3. 321

4. fori:=2tondo
5 if (s; > f;) then
6. A= AU {i};
| g de= g

8 endif;
9. endfor;
10. return A;

GREEDY — ROOM — SELECTOR(s, f)
ik =l

2. A:={1,2,...,length[s]};

3. while (A #0) do
4 plk] == GREEDY — SELECTOR(s, f);
5. A= A — plk];
6. if (A # 0) then
7 k:=k+1;
8 endif;
9. endwhile;
10. return k;

Dzialanie algorytmu GREEDY - ROOM - SELECTOR jest nastepujace:
Zmienna k pamieta liczbe sal potrzebna do rozdzielenia wszystkich
zaje€ ze zbioru S. W drugim kroku do zbioru A zostaja dodane wszystkie
zajecia ze zbioru S. W wierszach 3-8 sa wybierane kolejno ze zbioru A,
za pomocy procedury GREEDY - SELECTOR, wszystkie zajecia zgodne,
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wéréd ktorych jest zajecie nr 1 i umieszczone zostaja w sali p[k].
Nastepnie zbiér A zostaje pomniejszony o zajecia wybrane oraz zwieksza
sie liczba sal. Czynnoséci w wierszach 4 - 8 wykonywane sa dopéty, dopdki
wszystkie zajecia nie zostana rozdzielone.

Liczba sal wyznaczona przez GREEDY-ROOM-SELECTOR jest zawsze
najmniejsza. Ten wybor jest zachlanny w tym sensie, ze pozostawia w da-
nej sali minimalng ilo$¢ niewykorzystanego czasu.

Twierdzenie 2 Algorytm GREEDY - ROOM - SELECTOR generuje
optymalne rozwigzante problemu przydziatu zajeé do jak najmniejszej liczby
sal.

Dowdd  Niech S bedzie zbiorem n zaje¢. Niech ponadto zajecia
w zbiorze S bedg uporzadkowane niemalejaco ze wzgledu na czas ich roz-
poczecia. Z dwoch réznych zajeé o tym samym czasie rozpoczecia, pierwsze
w uporzadkowaniu bedzie to zajecie, ktérego czas trwania jest dluzszy, tzn.
ma péZniejszy czas zakoriczenia.
Zalézmy, ze k jest minimalng liczba sal oraz Ay, Ag, ..., Ak jest dowolnym
optymalnym rozwigzaniem problemu przydzialu zaje¢ do minimalnej liczby
sal, takim ze A; N A; = (0 dla kazdego ¢ # j oraz ¢ < k, j < k.
Pokaze, ze istnieje optymalne rozwigzanie, ktére mozna wygenerowac przy
pomocy algorytmu GREEDY - ROOM - SELECTOR.
Uporzadkujmy zajecia w kazdym ze zbioréw A; dla ¢ < k niemalejaco
ze wzgledu na ich czas rozpoczecia. Nastepnie uporzadkujmy zbiory A;
w nastepujacy sposéb:

1. Sala A; bedzie w uporzadkowaniu przed salg A; (A; < A4;) tylko
wowczas, gdy pierwsze zajecie (i) nalezace do sali A; ma wezedniejszy
czas rozpoczecia niz zajecie pierwsze (j;) nalezace do sali A;.

2. Jezeli czas rozpoczecia zajecia iy (s;,) jest taki sam jak czas roz-
poczecia zajecia j; (Sj,), to sala A; bedzie w uporzadkowaniu przed
sala A; tylko wtedy, gdy czas trwania zajecia ¢; jest dtuzszy od czasu
trwania zajecia 7.

3. Jezeli zajecia ¢; oraz j; maja taki sam czas rozpoczecia i taki sam czas
zakonczenia, to bierzemy pod uwage kolejno zajecia iy oraz j,. Jezeli
12 oraz jp maja taki sam czas rozpoczecia i taki sam czas zakoriczenia,
to bierzemy pod uwage kolejno zajecia i3 oraz jj itd.

Niech 4; = {1,2,...,t}, A; ={1,2,...,r}i=2,...,k. WeZmy zajecie
nr 2 nalezace do zbiéru A; i popatrzmy na jego czas zakoficzenia fi,.
Nastepnie w salach od A; do Ay szukajmy zajecia o czasie rozpoczecia
81, i dluzszym czasie trwania tzn. f1, < fij -
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Jesli takie zajecie zostanie znalezione, to dokonujemy nastepujacej wymiany
pomiedzy zbiorami: wszystkie zajecia ze zbioru A; poczawszy od zajecia
nr 2, az do zajecia nr ¢ wymieniamy na zajecia ze zbioru A; poczawszy od
zajecia nr j az do zajecia nr r i na odwrot.

Po takiej wymianie zajecia w zbiorach A; i A; pozostaja nadal zgodne. Dla-
czego? Zajecia od numeru 2 do ¢ i od numeru j do r sa zgodne z zalozenia.
Poniewaz s;, = s;;, to f;, < Sijs f,-j_l &gl

Analogicznie jak z zajeciem nr 2 postepujemy z kazdym kolejnym zajeciem
nalezacym do zbioru A;. W ten sposéb w zbiorze (sali) A; znajda sie wszy-
stkie zajecia zgodne, wérdd ktérych bedzie zajecie nr 1 ze zbioru S.

W taki sam sposdb postepujemy z salami A,, ..., Ag, przy czym sala A,
w ten sposéb skonstruowana bedzie zawiera¢ wszystkie zajecia ze soba
zgodne, wérdd ktérych bedzie zajecie nr 1 ze zbioru

Sl=.S —{i€ Siwit€ A1}

Sala A3 bedzie zawieraé¢ wszystkie zajecia ze soba zgodne, wsréd ktérych
bedzie zajecie nr 1 ze zbioru

S?2=8'-{ie S :ic Ay}

Sala Aj bedzie zawiera¢ wszystkie zajecia ze sobg zgodne, wérdéd ktérych
bedzie zajecie nr 1 ze zbioru

8k-1 = gk-2 _ {i e §%2 : i e ASp)

Wszystkie te wymiany zaje¢ pomiedzy zbiorami (salami) nie spowoduja

zmniejszenia liczby sal. Gdyby bowiem tak sie stalo, to przeczyloby to
zalozeniu, ze k jest minimalna, liczbg sal.
Widaé z konstrukcji zbioréw A;, A,, ..., Ak, Ze s3 to kolejne sale genero-
wane przez algorytm GREEDY - ROOM - SELECTOR. Stad wnioskuje,
ze zawsze istnieje optymalne rozwiazanie problemu przydzialu zajeé do
minimalnej liczby sal, ktorego konstrukcje mozna rozpoczaé od wyboru
zachlannego, czyli wyboru, ktéry daje nam algorytm GREEDY - ROOM -
SELECTOR. =
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Problem wydawania reszty,
za pomoca jak najmniejsze] liczby monet

Przyymijmy zalozZenie, ze monety majq nominaty
@ ¢, ... c* dla pewnych liczb catkowitych ¢ > 1 oraz k > 1.
Pokaze, ze algorytm zachlanny dla takiego zestawu monet

daje zawsze optymalne rozwigzanie.

Ponizszy pseudokod jest zapisem algorytmu zachlannego dla proble-
mu wydawania reszty. Bez utraty ogodlnosci zakladam, ze nominaly sa
uporzadkowane malejaco ze wzgledu na ich wartosé, tzn. ® < el < ... < ¢k,
W ponizszej procedurze zakladam, ze c¢ jest uporzadkowana malejaco ta-
blica nominaléw, natomiast sum jest reszta, ktdra nalezy wydac.

GREEDY — GIVE - CHANGE((sum,c, k)
1. fori:=0to £k do

2 if (sum div ¢[i]) # 0 then
3 change[i] := sum div c[t];
4. sum := sum mod c[i];

9. else

6 changeli] := 0;

7 endif;

8. endfor;

9. return change;

Dzialanie tej procedury jest nastepujace:

W krokach od 1 do 8 kolejno do tablicy change wpisujemy najwie-
ksza mozliwa liczbe nominatu c*, c5=1, ... c°. Jezeli jakiego$ nominalu nie
mozna uzy¢ do wydania okreslonej reszty, tzn. nie jest spelniony warunek
(sum div c[i]) # 0, to do tablicy change wpisywana jest warto$é zero -
wiersz 6 algorytmu.

Procedura GREEDY - GIVE - CHANGE zwraca tablice change, zawiera-
jaca liczby poszczegdlnych nominaléw uzytych do wydania danej kwoty.
Jezeli zsumujemy te liczby, to otrzymamy minimalna liczbe monet, jaka
nalezy uzy¢, aby wydac¢ kwote sum.
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Wilasnosé

Niech sum = ng - c* +ng_y -c* 1+ ...4ny - + ng -, dla
pewnych catkowitych k > 1, ¢ > 1. ng - liczba monet nominalu
k

ot

Jezeli liczbe ny zmniejszymy o wartos¢ t (¢ > 0), to uzyskamy

ot - ¢ wiecej monet nominatu c*~!.

Dowéd wlasnosci
Niech k = 1. Wtedy sum = n; - ¢! + ng - °. WeZmy o ¢t monet nominatu ¢!
mniej. Woéwczas

sum = (n; —t)-c' + (no+t-c)-c°

Stad widaé, ze przybylo ¢ - ¢ monet nominatu c°.

Niech wiasno$¢ bedzie prawdziwa dla k = p — 1. Pokaze, ze jest prawdziwa
dla‘k = p.

Niech zatem k = p, t > 0 oraz

sum = ny - ¢’ + ny; WS hror s Hntyalel + ng - ¥
Poniewaz wlasnos¢ jest prawdziwa dla k =p — 1, to
sum=mnp-c?+ (np_1 —t) -1+ (np_a+t-c)- P 4+...4ny-cl+np-°
Wezmy o t monet nominalu ¢? mniej. Wowczas
sum = (np—t)-cP+t-cP+(np_1—t)-c? '+ (np_g+t-c)-c? 4. . +ny-cl4ng-c°

sum = (np—t)-cP+(np_1—t+t-c)-c? +(ny_o+t-c)-c? 2 +.. +ny-c'+ng-°
sum = (np—t)-cp+(np__1+t-c)-cp_l—t-c”‘1+(np_2+t-c)-cp_2+. . A4ny-c4ng-c®
sum = (np—t)-cP+(np_1+t-c)-c? —t-cP 1 4n,_g-cP 2 t-cP . 4nycl4ng-c®
sum = (np —t) - c? + (np—1 +t-¢) -c?"1+np_2 JePP L s SLRR0T0

Z ostatniej réwnosci wynika, ze po zabraniu ¢ nominaléw ¢P, uzyskali$my
o t - ¢ nominaléw cP~! wiecej.

Stad, na podstawie indukcji wnioskuje, ze wlasnoéé jest prawdziwa dla
dowolnego catkowitego £ > 0. =

Whniosek 1 Algorytm GREEDY - GIVE - CHANGE generuje optymalne
rozwigzanie dla problemu wydawania reszty za pomoca minimalnej liczby
monet o nominafach postaci: ¢ c*=1, ... ¢! c°, gdziec>1ik > 1.



B. Wozna 131

Dowéd Rozwazmy nominaly c*,cf=1, ..., ¢!, % dla pewnych liczb
catkowitych ¢ > 1 oraz k > 1. Niech te nominaly beda uporzadkowane
w kolejnosci malejacej wg wartosci.

Niech sum jest kwota jaka nalezy wydaé, a ny jest liczba nominaléw c*.
Pokaze, ze rozwiazanie rozwazanego problemu wydawania reszty, uzyskane
przy pomocy algorytmu GREEDY - GIVE - CHANGE jest optymalne.

WeZmy dowolne optymalne rozwiazanie problemu wydawania reszty.
Niech ma ono postac:

sumznk-ck+nk_1-ck_1+...+n1-cl+n0-c0

gdzie ng + ng_1 + ...+ ny + np jest minimalna.

Z wyzej udowodnionej wlasnosci wynika, ze jesli tylko zmniejszymy
ilo§¢ nominalu ¢*, gdzie 1 < s < k, o pewng liczbe t > 0, to ilo§é¢ uzytych
monet do wydania danej kwoty zwiekszy sie co najmniej o (¢ - ¢ —t).

Stad, aby wydac¢ okreslona kwote - sum przy pomocy wyzej ustalo-
nego zestawu nominaléw, to najpierw nalezy wydaé najwieksza mozliwg
ilo$¢ najwyzszego nominatu (c¥), mniejszego od danej kwoty (sum > c*),
dla. pewnego k > 0. Jesli tak nie uczynimy, to na podstawie powyzszej
wlasnosci uzyskamy o co najmniej (¢ - ¢ — t) monet wiecej i wéwczas ny +
Nk—1 + ...+ n1 + ng nie bédzie juz minimalna. Nastepnie nalezy wydaé
najwieksza mozliwa iloéé najwyzszego nominalu mniejszego od c* i od
kwoty, ktéra jeszcze zostata do wydania itd. Stad np = sum div c*,
Ng—s = (sum — ng - c*) div cF~2, dla pewnego s < k itd.

Taki wlasnie sposéb postepowania proponuje nam algorytm GREEDY
- GIVE - CHANGE.

Zatem rozwiazanie optymalne - to rozwiazanie zachlanne. m

Istnieja zbiory nominatéw dla ktérych algorytm zachlanny nie daje
optymalnego rozwiazania.
Rozwazmy np. zbiér nominaléw: {50,20,1} i kwote 66.
Algorytm zachtanny dla powyzszego zestawu monet dalby nastepujace roz-
wiazanie:
66=1-50+16-1,

czyli wydalby kwote 66 przy pomocy 17 monet. Tymczasem optymalne
rozwiazanie -(9 monet) jest postaci:

66=3-20+6-1

Wlasnosci Algorytméw zachlannych

Algorytm zachlanny dochodzi do optymalnego rozwiazania poprzez
podejmowanie ciagu decyzji. Za kazdym razem podejmowana jest de-
cyzja, ktora wydaje sie w danej chwili najlepsza. Stosujac taka stra-
tegie, nie zawsze otrzymuje sie optymalne rozwiazanie, lecz jak wida¢ bylo
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na przykladzie problemu wyboru czynnosci i problemu przydziatu sal, dla
niektorych probleméw stosowanie tej strategii jest w pelni uzasadnione.

Nie ma zadnej ogdlnej metody, aby przekonac si¢ czy dany algorytm
zachlanny rozwiazuje dany problem optymalizacyjny, lecz istnieja dwie ce-
chy charakterystyczne dla wigkszosci probleméw poddajacych sie strate-
gii zachlannej: wlasnosé wyboru zachlannego oraz optymalna pod-
struktura.

Pierwsza podstawowa wlasnos¢ to wlasnosé wyboru zachlannego.
W algorytmie zachlannym dokonujemy wyboru, ktéry wydaje sie by¢ naj-
lepszy w danej chwili, a nastepnie rozwiazujemy podproblemy, ktére wyni-
kaja z podjetej decyzji. Wybory podejmowane w algorytmie zachlannym
moga zaleze¢ od dotychczasowych decyzji, lecz nie moga by¢ uzaleznione od
przyszlych wyboréw lub od rozwigzan podprobleméw. Algorytmy zachtanne
znajduja rozwiazanie w sposob zstepujacy, podejmujac kolejno decyzje za-
chlanne, stopniowo redukujac podproblemy do coraz mniejszych.

Nalezy udowodnié, ze wybodr zachlanny w kazdym kroku prowadzi do
globalnie optymalnego rozwiazania.
Dowdd polega na sprawdzeniu pewnego globalnie optymalnego rozwiazania.
Wykazuje sig, ze mozna je sprowadzi¢ do rozwigzania, ktérego poczatkiem
jest podjecie decyzji zachlannej w pierwszym kroku, oraz wykazuje sie,
ze ten wybér redukuje problem do podobnego, ale o mniejszym rozmiarze.
Aby nastepnie uzasadnié, ze strategie zachlanna mozna stosowaé¢ w kazdym
nastepnym kroku, wystarczy uzy¢ indukcji. Problem wykazuje optymalna
podstrukture, jesli optymalne rozwiazanie jest funkcja optymalnych roz-
wigzan podprobleméw.
Jako przyklad optymalnej podstruktury przypomne twierdzenie 1. Wynika
z niego, ze jesli optymalne rozwigzanie A problemu wyboru zaje¢ rozpo-
czyna sie od zajecia 1, to A = A — {1} jest optymalnym rozwigzaniem
problemu wyboru zajeé dla zbioru S’ = {468 .82 Y

Ciagly problem plecakowy

Ztodziej rabujqcy sklep znalazt n substancyi (przedmiotow dajqcych
sie dzielic); i-ta substancja jest warta c; ztotych i wazy w; kilo-
graméw, gdzie ¢; oraz w; sq nieujemnymt liczbami catkowitymi.
Ztodziej dqzy do zabrania ze sobq jak najwartos$ciowszego tupu,
lecz nie moze wzigé do swego plecaka wiecej niz W kilograméw.
Jakie substancje powinien ze sobq zabraé zlodziej? (zlodziej
moze zabieraé utamkowe czesci substancyi).

Aby rozwiazac ciagly problem plecakowy, nalezy najpierw obliczyé war-
to$¢ masy jednostkowej (c;/w;) kazdej substancji. Kierujac sie strategia
zachlanng, zlodziej wybiera najpierw najwieksza mozliwa ilo$é najbardziej
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wartosciowej substancji. Jesli zapas tej substancji sie wyczerpal, a w ple-
caku jest ciagle jeszcze wolne miejsce, zlodziej wybiera nastepna pod wzgle-
dem ceny za jednostke masy substancje i wypelnia nig plecak, i postepuje
tak dopéty, dopdki plecak nie zostanie wypelniony catkowicie.

Podejscie to wymaga posortowania ”substancji” wedlug nierosnacej
wartosci jednostki masy.

Whiosek 2 Ciagly problem plecakowy wykazuje wlasno$é wyboru zachlan-
nego.

Dowéd  Niech bedzie dany zbiér S = {1,...,n}, w sklad ktérego

wchodzi n substancji. i-ta substancja jest warta ¢; zlotych i wazy w; ki-
lograméw. c¢;/w; jest wartoscia masy jednostkowej oraz W maksymalna
pojemnosc¢ plecaka.
Substancje w S sa uporzadkowane nierosnaco ze wzgledu na wartoéé jed-
nostkowa masy. Wykaze, ze istnieje optymalne rozwiazanie, ktérego kon-
strukcje mozna rozpocza¢ od wyboru zachlannego, tzn. od wyboru naj-
wartosciowszej substancji.

Zalézmy, ze A C S jest optymalnym rozwiazaniem ciagltego problemu
plecakowego (czyli laczna waga substancji nalezacych do A jest réwna W
oraz jest to zbiér najwartosciowszych substancji).

Niech substancje w A beda uporzadkowane ze wzgledu na wartoéé jed-
nostkowa masy nierosnaco. Niech ponadto pierwsza substancja nalezaca
do A jest w kilograméw substancji k£ o wartosci jednostkowej masy cg/wy.
Jedli k = 1, to tworzenie rozwiazania A mozna rozpoczac od podjecia de-
cyzji zachlannej. Jezeli natomiast k # 1, to wykaze, ze istnieje rozwiazanie
optymalne B C S, ktérego konstrukcje mozna rozpoczaé od wyboru za-
chlannego, czyli od wyboru substancji 1 o wartosci ¢;/w;, za jednostke
masy.

Niech B = A — {l;} U {l;}, gdzie lg, to w kilograméw substancji k, a l1, to
w kilograméw substancji 1. Poniewaz wymieniamy po w kilograméw po-
szczegolnych substancji, to waga plecaka nie zmienia sie. Teraz wystarczy
pokazac ze wartosc plecaka jest taka sama. Wiadomo, ze (cx/wi) < (c1/wy)
(substancje w zbiorze S sa uporzadkowane nierosnaco wg wartoéci za jed-
nostke masy), wiec wartosé plecaka spakowanego wedlug rozwiazania B nie
jest mniejsza od wartosci plecaka spakowanego wedlug rozwiazania A.
Przypusémy, ze rozwiazanie B jest bardziej wartosciowe. Poniewaz wymie-
niliSmy w kilograméw substancji k, na w kilograméw substancji 1, to stad
wynika, ze A nie jest optymalnym rozwiazaniem, co przeczy zalozeniu o
optymalnosci A. :

Zatem wartos¢ plecaka spakowanego wedlug rozwigzania B jest taka sama
jak wartos¢ plecaka spakowanego wedlug rozwiazania A. Czyli rozwiazanie
B jest réwniez optymalne. Stad wynika, ze zawsze istnieje rozwiazanie,
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ktérego konstrukcje mozna rozpoczaé od wyboru zachlannego.

Poza tym, gdy juz dokonali§my wyboru zachlannego substancji 1, to pro-
blem sprowadza si¢ do znalezienia optymalnego rozwigzania ciaglego pro-
blemu plecakowego dla n—1 oryginalnych substancji ze zbioru S oraz w; —w
kilogramoéw substancji 1.

Widag¢, ze po wyborze zachlannym pozostaje do rozwiazania problem opty-
malizacyjny tego samego typu, co na poczatku.

Korzystajac z indukcji wzgledem liczby podjetych decyzji zachtannych i do-
konujac zachlannego wyboru w kazdym kroku, otrzymujemy optymalne
rozwiazanie.

Whniosek 3 Ciagly problem plecakowy wykazuje wlasnosé optymalnej pod-
struktury.

Dowéd Rozwazmy najwartosciowszy tadunek o masie W. Jeéli usu-
niemy z optymalnego tadunku w kilograméw pewnej substancji j, to po-
zostajacy tadunek jest najwartosciowszym tadunkiem o wadze co najwyzej
W — w, ktéry zlodziej moze skompletowaé z n — 1 oryginalnych substancj,
plus w; — w kilograméw substancji 7.

A teraz rozwazmy problem plecakowy sformulowany podobnie jak ciagly
problem plecakowy, lecz z ta réznica, ze zlodziej musi podjaé dramatyczna
decyzje, albo zabiera dany przedmiot, albo nie. Zlodziej nie moze zabraé
utlamkowej czesci przedmiotu, ani wielokrotnodci zadnego z nich.

Problem ten nosi nazwe dyskretnego problemu plecakowego.

Obydwa problemy plecakowe wykazuja wlasno$é optymalnej podstruk-
tury, co tatwo wykazaé. Niestety dyskretny problem plecakowy nie wykazuje
wtasnosdci wyboru zachlannego i dlatego algorytm zachlanny nie rozwiazuje
tego problemu optymalnie.

Aby si¢ o tym przekonaé rozwazmy nastepujacy przyklad: Dany jest
plecak o pojemnosci 25kg i trzy przedmioty.

Przedmiot 1 wazy 5kg i wart jest 60zl

Przedmiot 2 wazy 10kg i wart jest 100z}

Przedmiot 3 wazy 15kg i wart jest 120zl

Cena jednostkowa przedmiotu 1 wynosi 12zt/kg, przedmiotu 2 - 10zt/kg,
przedmiotu 3 - 8zt/kg.

Strategia zachlanna doprowadzitaby do wyboru przedmiotu 1 na sa-
mym poczatku, jako najbardziej wartosciowego, a nastepnie przedmiotu 2.
W ten sposob spakowany plecak mialby warto§é 160zt.

Optymalnym jednak rozwiazaniem jest wybér przedmiotu 2 i 3. Przy
takim wyborze plecak spakowany jest maksymalnie - wazy 25kg i jego
wartos¢ wynosi 220zl.

W dyskretnym problemie plecakowym, zanim podejmiemy decyzje, czy
nalezy zabra¢ przedmiot, musimy poréwnaé rozwiazanie podproblemu,
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w ktérym nie jest on brany pod uwage.
Teoretyczne podstawy strategii zachlanne]j

W okresleniu sytuacji, w ktérych strategia zachlanna prowadzi do opty-
malnych rozwiazan uzyteczna jest teoria MATROIDOW.
Definicja 1 Matroid jest uporzqdkowang parg M = (S, ®) spelniajqcq
nastepujqce warunki:

1. S jest skoriczonym niepustym zbiorem.

2. ® jest niepustq rodzing podzbioréw zbioru S, zwang rodzing niezaleznych
podzbioréw S, takq ze jesli B€ ® AC B, to A€ ®. Méw: sig, ze @
jest dziedziczne, jesli ma te wltasnosé.

3. Jesli Ac ®, Be ®i|A|<|B|, to istnieje taki element z € B — A,
e AU{z} € ®. Mowi sie, ze M ma wlasnos¢é wymiany.

Uwaga 1 Zbidr pusty jest zawsze elementem ®

PRZYKLADY:

1) Uporzadkowana para (S, ®x), gdzie S jest dowolnym, niepustym skori-
czonym zbiorem, a ®j jest zbiorem wszystkich podzbioréw S o roz-
miarze co najwyzej k dla k <| S |, jest matroidem.

Dowdd Oczywiste

2) Przykladem matroidu jest réwniez matroid macierzowy, w ktérym
elementami zbioru S sa kolumny pewnej macierzy.

Twierdzenie 3 Uporzqdkowana para (S, ®), gdzie S jest zbiorem kolumn
danej macierzy T o warto$ciach rzeczywistych ¢ wymiarze n X n, a A € ®
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kolumny nalezqce do A sq liniowo niezaleine, jest
matroidem.

Dowdéd Aby wykazad, ze (S, ®) jest matroidem, wystarczy pokazac,
ze: S jest niepustm, skoriczonym zbiorem, ® jest dziedziczne oraz (S, ®)
ma wlasno$¢ wymiany.

aip --- Qin a1k
Niceh Bieil it b 5i. ] igdziesdgi= oL 2 jdld-A = §A7 0004k ],
anl ... Qnn ank
gdzie k <n,a;; € Rdlai<n, j<n
Warunki 11 2 definicji s3 oczywiste.
Wystarczy tylko pokazaé, ze (S, ®) ma wlasno$¢ wymiany.
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Niech A = {A;,...,A,} € ®, B = {By,...,B,} € ®, zatem A oraz B
sg zbiorami liniowo niezaleznych kolumn i niech | A |<| B |, tzn n < m.
Pokaze, ze istnieje B; € B — A, gdzie 1 < i < m, takie ze AU {B;} =
{Ay,...,A,, B;} jest zbiorem liniowo niezaleznych kolumn. Przypusémy,
ze dla kazdego 1 < ¢ < m uklad {Ay,...,A,, B;} jest liniowo zalezny.
Wtedy z defnicji liniowej zalezno$ci mamy:
3
a1-A1+a2-A2+...+an-An+an+1-Bgz(;) A . 053750
1<j<n+1
Zauwazmy, ze musi by¢ any; # 0. Gdyby bowiem apyy = 0 to wéréd
wspolczynnikéw ay, a9, ..., a,, ktorys musialby byé rézny od zera, a to
przeczyloby liniowej niezaleznosci ukladu {Ay,..., A, }.
Zatem mamy, ze

oy = (—ozl -a;'_fl_l) <A+ (—C\!g : o:;il) cAg+ ...+ (——ozﬂ '0‘;41-1) - Ap

co oznacza, ze B; jest kombinacja liniows ukladu {A,...,A,}. Stad wy-
nika, ze dla kazdego 1 < ¢ < m B; € L(A;,...,A,) (B; nalezy do prze-
strzeni R", ktoérej baza jest uklad {A;,...,A,}) oraz L(B;,...,B,) C
L(A1,...,A,). Stad dim(By, ..., By) < dim(Ay, ..., A,). Poniewaz
dim(By,...,Byn) = m, a dim(A;,...,A,) = n, wiec m < n, co prze-
czy zalozeniu, ze n < m. Zatem A U {B;} jest liniowo niezalezny, czyli
AU {B;} € .

3) Uporzadkowana para (S, ®), gdzie S jest skoficzonym niepustym zbio-
rem,a®={A:|ANS; |<1dlai=1,2,...,k, gdzie S1,S5,,...,5
jest podzialem S na niepuste rozlaczne podzbiory }, jest matroidem.

Dowdd Aby wykazaé, ze (S, ®) jest matroidem, wystarczy pokazad,
ze S jest niepustm, skoriczonym zbiorem, @ jest dziedziczne oraz (S, ®) ma
wlasno$c wymiany.

Warunek 1 definicji matroidu jest oczywisty.

Warunek 2: Niech B € & A C B. Pokaze, ze A € ®. Poniewaz A C B, to
B=AU(B\A).

Poniewaz B€ ®,to | BNS; |<1dlal<i<k.

Ale | BN S; |=|[AU(B\A)]NS;|=|AnS; |+ | (B\A)NS;|< 1. Stad
| AN S; |< 1. Zatem A € 9.

Warunek 3: Niech A € ®, B € ® oraz | A |<| B |. Pokaze, ze istnieje takie
z € B\ A, ze AU{z} € ®.

Niech ¢ € B\ A. Dla kazdego 1 <i <k

| (Au{z})NSi|=| ANSi|+|{z}NSi|
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Jesli S;Q{x},to|{m}ﬂ$’; |=| {:1:} = 1. A08;=0;b0 2 € O\A
Jesli S; 2 {z}, to|{z}NSi|=0ANS; <1, bo A€ d.
Zatem AU{z} € . m

Definicja 2 Dla danego matroidu M = (S, ®) element = ¢ A nazywamy
rozszerzeniem A € ®, jesli x mozna dodac do A, zachowujqc niezaleinosé;
mowigce inaczej ¥ jest rozszerzeniem A, jesli AU {z} € ®.

Definicja 3 Jesli A jest niezaleznym zbiorem matroidu M, to zbiér A jest
maksymalny, jesli nie ma rozszerzen.

Twierdzenie 4 Wszystkie maksymalnie niezalezne podzbiory matroidu majq
ten sam rozmiar.

Dowéd  Zalézmy niewprost, ze A jest maksymalnym niezaleznym

podzbiorem matroidu M oraz ze istnieje inny, wiekszy, maksymalny nie-
zalezny podzbiér B matroidu M. Wtedy z wlasnosci wymiany wynika, ze
A mozna rozszerzy¢ do wiekszego zbioru niezaleznego AU {z} dla pewnego
z € B\ A, co przeczy zalozeniu o maksymalnosci A.
Definicja 4 Matroid M = (S,®) jest wazony, jesli istnieje zwigzana
z nim funkcja wagi w, ktora przypisuje dodatniq wage w(z) kazdemu ele-
mentowi ¢ € S. Funkcja wagi rozszerza sie do podzbioréw S za pomocq
sumowania:

w(A) = ) w(z)

z€A
po dowolnym zbiorze A C S.

Algorytmy zachlanne na matroidzie wazonym

Wiele probleméw, dla ktérych strategia zachtanna daje optymalne roz-

wiazanie, mozna sformulowaé w kategoriach wyznaczania niezaleznego zbioru
o najwiekszej wadze w wazonym matroidzie.
Taki niezalezny podzbiér o maksymalnej wadze nazywamy optymalnym
podzbiorem matroidu. Waga w(z) kazdego elementu z € S jest do-
datnia, optymalny podzbiér jest wiec maksymalnym zbiorem nie-
zaleznym.

A oto algorytm zachlanny, ktéry dziala dla dowolnego matroidu wazo-
nego. Dane wejsciowe dla algorytmu stanowi matroid wazony M = (S, ®)
wraz z dodatnig funkcja wagi w. Za pomoca algorytmu jest znajdowany
optymalny podzbiér A. W ponizszej procedurze skladniki matroidu M
oznaczane sa przez S[M] oraz ®[M], a funkcja wagi przez w.
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GREEDY (M, w)
1. di=4;

2. uporzadkuj S[M] nierosnaco wg wagi w

3. forz € S[M],brane w porzadku nierosngcym wg wagi w(x) do
4 if (AU {z} € ®[M]) then

5. A= AU K2k

6. endif;

7. endfor;

8. return A;

Elementy zbioru S s rozpatrywane kolejno w porzadku malejacej wagi.
Jesli wladnie rozwazany element z moze zosta¢ dodany do A, nie wypro-
wadzajac A poza klase zbioréw niezaleznych, to zostaje dodany. W prze-
ciwnym razie z zostaje odrzucony. Zbior pusty jest niezalezny z definicji
matroidu. z jest dodawany do A tylko wtedy, kiedy AU{z} jest niezalezny.
Korzystajac z indukcji wnioskuje, Ze podzbior A jest zawsze niezalezny.

Twierdzenie 5 Jesli M = (S, ®) jest wazonym matroidem z funkcjq wagi
w, to w wyniku wywolania procedury GREEDY (M, w) jest wyznaczony opty-
malny podzbior.

Lemat 1. (Matroidy maja wlasnoéé¢ zachtannego wyboru) Zalézmy,
ze M = (S,®) jest matroidem wazonym z funkcja wagi w oraz 7e S jest
uporzadkowany nierosnaco wedlug wagi. Niech = bedzie pierwszym elemen-
tem S takim, ze {z} jest niezalezny. Jesli takie z istnieje, to wtedy istnieje
optymalny podzbiér A zbioru S zawierajacy z.

Dowdd lematu  Jesli nie istnieje takie z, to jedynym zbiorem nie-
zaleznym jest zbidr pusty i teza jest spelniona. W przeciwnym razie niech
B bedzie niepustym zbiorem optymalnym. Przypuéémy, ze z ¢ B (w prze-
ciwnym wypadku mamy A = B i teza jest spelnina). Zaden element zbioru
B nie ma wagi wiekszej niz w(z), bo wystarczy zauwazy¢é, ze jedli y € B,
to {y} jest niezalezny, poniewaz B € ®, a ® jest dziedziczne.

Wybér z gwarantuje to, ze w(z) > w(y) dla kazdego y € B.

Konstrukcja zbioru A przebiega nastepujaco. Zaczynamy A = {z}.
Dzigki wyborowi z zbiér A jest zbiorem niezaleznym. Korzystajac wielo-
krotnie z wlasnodci wymiany, dodajemy do A pewne elementy B, zacho-
wujac niezaleznos¢ A, az nie osiagniemy | A |=| B |. Wtedy
A= B\ {y}U{z} dla pewnego y € B, wiec

w(A) = w(B) — w(y) + w(z) > w(B)

Zbidr A jest zatem optymalny (bo B jest optymalny) oraz z € A. m
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Wykaze teraz, ze jesli element nie moze by¢ poczatkowo dolaczony, to
juz nigdy nie bedzie musial by¢ rozpatrywany.

Lemat 2. Niech M = (S, ®) bedzie dowolnym matroidem. Jesli
z € S nie jest rozszerzeniem zbioru pustego, to z nie jest rozszerzeniem
zadnego niezaleznego zbioru A.

Dowdd lematu Zalézmy, ze ¢ jest rozszerzeniem zbioru A, choé
nie jest rozszerzeniem zbioru pustego. Poniewaz z jest rozszerzeniem A,
to zbiér A U {z} jest niezalezny. Ale z definicji matroidu wiadomo, ze
® jest dziedziczny, zatem {z} jest zbiorem niezaleZnym, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze z nie jest rozszerzeniem zbioru pustego. m

Lemat 3. (Matroidy wykazuja wlasno$¢ optymalnej podstruktury)
Niech z bedzie pierwszym elementem wybranym, przez procedure GRE-
EDY w matroidzie wazonym M = ( S, ® ). Pozostajacy problem znale-
zienia niezaleznego podzbioru o maksymalnej wadze zawierajacego x spro-
wadza sie do problemu znalezienia niezaleznego podzbioru o maksymalnej
wadze w matroidzie wazonym M’ = (S, ®'), gdzie:

S'={yeS : {z,y} € ®}
® ={BCS-{z}: Bu{z} e d}
oraz funkcja wagi dla M’ jest funkeja wagi dla M ograniczona do S'. (Taki
matroid nazywamy kontrakcja M o element z).

Dowdd lematu Jesli A jest niezaleznym podzbiorem o maksymal-
nej wadze zawierajacym z, to A' = A\ {z} jest niezaleznym podzbiorem
w M'. Odwrotnie, kazdy niezalezny podzbiér A" matroidu M’ odpowiada
niezaleznemu podzbiorowi A = A' U {z} matroidu M. W obu przypadkach
w(A) = w(A') + w(z), zatem rozwiazanie o maksymalnej wadze w matro-
idzie M zawierajace z odpowiada optymalnemu rozwiazaniu w M i na
odwrét. m

Na podstawie wyzej udowodnionych lematéw twierdzenie o procedurze
GREEDY jest oczywiste.

Problem szeregowania zadan

Jednym z interesujacych probleméw, ktére mozna rozwiazac za pomoca
matroidéw, jest problem optymalnego szeregownia zadan o jednostkowym
czasie wykonania z karami za przekroczenie terminu.

Zadanie o jednostkowym czasie wykonania jest czynnodcia, taka
jak program dzialajacy na komputerze, ktorej wykonanie wymaga jedno-
stkowego czasu. Dla danego zbioru zadan S ich uszeregowanie jest per-
mutacja S odpowiadajaca kolejnosci ich wykonywania. Pierwsze zadanie
w uszeregowaniu zaczyna sie¢ w chwili 0 i konczy w chwili 1, drugie za-
czyna sie¢ w chwili 1 i koficzy w chwili 2 itd. Problem szeregowania zadan
o jednostkowym czasie wykonania ma nastepujace dane wejsciowe:
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1) Zbiér S = {1,2,...,n} zawierajacy n zadan o jednostkowym czasie
wykonania;

2) Zbiér n dopuszczalnych terminéw wykonania dy,ds, .. ., d,, takich
ze 1 < d; < n, gdzie wykonanie zadania i ma zostac¢ zakoniczone przed
chwilg d;;

3) Zbér nieujemnych wag lub kar wy, ws, ..., w,, takich ze kara w; zo-
staje naliczona tylko wtedy, kiedy zadanie ¢ nie jest zakonczone przed
chwily d;;

Zadanie polega na znalezieniu uszeregowania zadan ze zbioru S, dla
ktorego suma naliczonych kar za niedotrzymanie terminu wykonania jest
najmniejsza.

Aby rozwiazaé ten problem wystarczy udowodnié¢ nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 6 Jesli S jest zbiorem zadan o jednostkowym czasie wykona-
nia, a P jest rodzing wszystkich niezalezych zbioréw zadan, to (S, ®) jest
matroidem.

Zanim przejde do dowodu tego twierdzenia wyjasnie kilka termindw.
Rozwazmy pewne uszeregownie.
Powiemy, ze zadanie jest spéZnione w tym uszeregowaniu, jesli jego wy-
konanie konczy sie po terminie, w przeciwnym razie méwimy, ze zadanie
jest terminowe.
Dowolne uszeregownaie mozna zawsze doprowadzi¢ do terminowe) po-
staci normalnej, w ktorej zadania terminowe poprzedzaja zadania spé-
Znione, co wiecej, kazde uszeregowanie mozna doprowadzi¢ do postaci ka-
nonicznej, w ktorej terminowe zadania poprzedzaja zadania spdZnione
oraz wszystkie terminowe zadania s3 uporzakowane niemalejaco wedlug do-
puszczalnych terminéw wykonania.
Moéwimy, ze zbiér zadan A jest niezalezny, jesli istnieje uszeregowanie tych
zadan, w ktorym zadne z nich nie jest spéZnione.

Lemat 4. Dla dowolnego zbioru zadan A nastepujace warunki sa
rOwnowazne:

1) Zbiér A jest niezalezny;

2) Dla kazdego t = 1,2,...,n zachodzi nier6wnos¢ N;(A) < t, gdzie
N;(A) oznacza liczbe zadan w A, ktérych dopuszczalny termin wyko-
nania jest wczesniejszy lub réwny t.

3) Jesli zadania w A sa uporzadkowane niemalejaco wedlug dopuszczal-
nego terminu wykonania, to zadne zadanie nie jest spdznione.
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Dowdd lematu
(1) = (2): Niech A jest zbiorem niezaleznym. Przypuscmy, ze dla pewnego
t zachodzi warunek N;(A) > t. Wtedy nie jest mozliwe uszeregowanie
zadan w A bez zadan spdznionych, poniewaz jest wiecej niz t zadan, ktére
nalezy wykona¢ przed chwila t, co przeczy niezaleznosci A.
(2) = (3): Skoro kazdy i—ty w kolejnosci dopuszczalny termin wykona-
nia jest nie mniejszy od 7, to szeregujac zadania niemalejaco wedlug tego
terminu, Zadne zadanie nie jest spoznione.
(3) = (1) - oczywiste z def. niezaleznosci zbioru A. m

Dowéd  Zbidr S jest niepustym zbiorem skonczonym z definicji.
Kazdy podzbior niezaleznego zbioru zadan jest niezalezny - oczywiste.
Wystarczy pokazaé, ze zachodzi wlasnos¢ wymiany.

Niech A i B sa zbiorami niezaleznymi oraz A < B. Niech k bedzie naj-
wigkszym takim ¢, ze zachodzi N¢(B) < N¢(A). Wiadomo, ze N, (A) = A,
N,(B) = Bi A < B, wiec k < n oraz dla kazdego j z przedzialu £ + 1 <
j < n zachodzi N;(B) > N;(A). Stad B zawiera wiecej zadan niz A o
dopuszczalnym terminie wykonania nie wiekszym od k + 1.

Niech z bedzie zadaniem w B\ A o dopuszczalnym terminie nie wiekszym
od k+ 1. Niech A' = AU {z}. Korzystajac z wlasnosci 2 lematu 4, pokaze
#e zbidr zadait A' jest niezalezny. Dla 1 < ¢t < k mamy N;(4') < N, (A) < ¢,
poniewaz A niezalezny. Dla k < t < n mamy N;(A') < N;(A) < t, poniewaz
B jest niezalezny. Stad A’ jest niezalezny, co koficzy dowéd, ze (S, ®) jest
matroidem.

Przyklad 1

Rozwigzac problem szeregowania zadan z ponizszej tabeli:

sadarist- 1. Yy 2 3068 cenliali By ok
d; 4; 25 47 23 v b s4:aiah
w; 70 60 50 40 30 20 10

Aby rozwiazac ten problem, zgodnie z wyzej udowodnionym twierdze-
niem 5 i 6, nalezy zastosowac algorytm GREEDY.
Algorytm zachlanny GREEDY najpierw nakazuje uporzadkow¢ zadania
nierosnaco wedlug wag (kar). Poniewaz powyzsze zadania sa juz uporzad-
kowane, to przechodzimy do wybierania optymalnego, niezaleznego zbioru
zadan.
Niech tym zbiorem bedzie zbiér A. Na poczatku jest to zbior pusty. Na-
stepnie wybieramy zadanie 1 i sprawdzamy, czy A = {1} jest zbiorem
niezaleznym. Na podstawie lematu 4, wlasnosci drugiej mamy: jesli dla
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kazdego 1 < 7 zachodzi Ny(A) < t, to zbiér A jest niezalzny. Stad po-
niewaz :
NI(A) =0< 1, NZ(A) =0< 2 NB(A) =0 < 31 N4(A) =125 4
N5(A)=1<5,Ng(A)=1<6,N7(A) =1<7,to A= {1} jest niezalezny.
Wybieramy zadanie 2 i sprawdzamy, czy A = {1,2} jest zbiorem nie-
za,leinym. Nl(A) =0 S 1, Nz(A) =1 S 2, Na(A) =1 S 3, N4(A) 2= 2 S 4,
Ns(A) = 2 < 5, Ng(A) =2 < 6, N7(A) =2 < 7. Stad A = {1,2} jest
niezalezny.
Wybieramy zadanie 3 i sprawdzamy, czy A = {1,2,3} jest zbiorem nie-
zaleznym. Nyj(A) =0<1, No(A) =1<2, N3(A) =1<3, Ny(A) =3 < 4,
N5(A) =3 <5, Ng(A) =3 <6, N;,(A) =3 < 7. Stad A = {1,2,3} jest
niezalezny.
Wybieramy zadanie 4 i sprawdzamy, czy A = {1,2, 3,4} jest zbiorem nie-
zaleznym. Nj(A) =0 <1, Na(A) =1<2, N3(A) =2 <3, Ny(A) =4 < 4,
N5(A) =4 <5, Ng(A) =4<6, N7(A) =4 < 7. Stad A = {1,2,3,4} jest
niezalezny.
Wybieramy zadanie 5 i sprawdzamy, czy A = {1, 2, 3,4, 5} jest zbiorem nie-
zaleznym. Nj(A) =1< 1, Na(A) =1< 2, N3(A) =2< 3, Ny(A) =5 >4,
Stad A = {1,2,3,4,5} jest zalezny.
Wybieramy zadanie 6 i sprawdzamy, czy A = {1, 2, 3,4, 6} jest zbiorem nie-
zaleznym. N;j(A) =0<1, Ny(A) =1<2,N3(A)=2<3, Ny(A) =5 > 4,
Stad A = {1,2,3,4,6} jest zalezny.
Wybieramy zadanie 7 i sprawdzamy, czy A = {1,2,3,4,7} jest zbiorem
niezaleznym.
Stad A = {1,2,3,4,7} jest niezalezny.
Zatem w tym zadaniu algorytm zachtanny wybiera zadania 1,2,3,4, pomija
zadanie 5,6, po czym dobiera zadanie 7. W efekcie otrzymujemy opty-
malne uszeregowanie: < 2,4,1,3,7,5,6 >, dla ktérego suma kar wynosi
wy + wg = 50.

Przykilad 2

Rozwiazac problem szeregowania zadan z ponizszej tabeli:

Zadania | 1 2 3 4 o 6 r §
d; 4"y RN MR S
w; 10 20 30 40 50 60 70

Aby rozwiaza¢ ten problem, podobnie jak w przykladzie 1 nalezy za-
stosowac algorytm GREEDY.
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Algorytm zachlanny GREEDY najpierw nakazuje uporzadkow¢ zadania
niemalejaco wedlug wag (kar).
Zatem ten problem po uporzadkowaniu przyjmie ponizsza postac:

Zadania | 7 6 b 4 3 2 1
d; 6 g 1058 V4nu9s 4
w; 70 60 50 40 30 20 10

Stosujac algorym zachtanny GREEDY w taki sposéb jak w przykladzie 1,
wybierzemy kolejno nastepujace zadania: 7,6, 5,4, 3, a pominiemy zadanie
21 1. W efekcie otrzymamy optymalne uszeregowanie: < 5,4,3,6,7,1,2 >,
dla ktérego suma kar wynosi wy + wy = 30.

Wspomniany w tym artykule problem wydawania reszty, mozna for-
mulowaé na rézne sposby. W dalszej mojej pracy chcialabym opracowaé
zalozenia, przy jakich problem wydawania reszy bedzie optymalnie roz-
wiazywalny przez algorytm zachtanny. W przyszlosci zamierzam zajac sie
teoria greedoidéw, jako rozszerzeniem teorii matroidéw.
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