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1. Wstep

Wspélczesne zaawansowane systemy informatyczne stosowane w réznych
dziedzinach zwiazanych ze sztuczna inteligencja i weryfikacja poprawnosci
systemdéw oprogramowania musza by¢ wyposazone w srodki stuzace analizie
informacji i wyciaganiu praktycznych wnioskow. Wymagaja one bezposre-
dniego uzycia rozmaitych technik wnioskowania poddajacych si¢ automa-
tyzacji. Taka metoda, zdobywajaca dzisiaj coraz wieksza popularnosé, jest
metoda tabel (tableaux) zwigzana z klasyczna logika zdaniowa, stanowiaca
podstawe jej uogdlnien na logiki nieklasyczne.

2. Klasyczny rachunek zdan
2.1 Alfabet KRZ tworza wyrazenia:

® D,q,r,...
o ", A\,V,—

0,1

2.2 Zbiér formul to najmniejszy zbidr spelniajacy warunki:
— 0,11 zmienne s3 formutami (atomowymi).
— Jedli X jest formula, to =X jest formula.

— Jedli X i Y sa formulami, a ,,0” jest spéjnikiem binarnym, to X e Y
jest formula.

2.3 Zbiorem wartosci logicznych K RZ jest zbior:
I'r = {IF, P}

2.4 Wartoéciowaniem logicznym nazywamy funkcje V' ze zbioru formut
zdaniowych w zbiér T'r spelniajace warunki:
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1) V(Q)=1F;V(1)=1P

2) V(=X)=-V(X)

3) V(XeY) =V(X)eV(Y), gdzie ,,0” jest dowolnym spdjnikiem bi-
narnym.

2.5 Formule zdaniowa X nazywamy tautologia wtw gdy
Ry ="IPr,
dla kazdego wartoSciowania logicznego V.

2.6 Zbiér S formul zdaniowych nazywamy spelnialnym jesli istnieje
wartosciowanie logiczne V takie, ze:

WX TP,
dla kazdego X € S.
2.7 Whniosek:

Dla formuly zdaniowej X prawda jest: X jest tautologia < {=X} nie
jest spelnialny.

2.8 Aksjomaty KRZ

28.1. p—=(p—9q)

282. (p—=(g—=2)=(p=9 = (p=2)
283. -p—(p—9q)

284. (-p—>p)—0p
Spéjniki logiczne A iV sa definiowalne przy pomocy — i — w nastepujacy
sposdb:

PV q =4 Op—q;

PAg=dq ~(p—q).
2.9 Regula odrywania

2.10 Dowdéd klasyczny:

Dowodem formuly X nazywamy skonczony ciag formut, {X,..., X,},
ktérego ostatnim wyrazem jest X i w ktéorym dowolny wyraz
X; (1 <3< n) jest albo:
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1) aksjomatem, albo

2) formuly powstala z poprzedzajacych ja wyrazéw ciagu pr‘zez zastoso-
wanie reguly odrywania (RO).

3. System tabel

Pojecie tabeli (tableau) zostalo wprowadzone w latach pieédziesiatych
przez E. W. Betha [1], ktéry nazywal je tabelami (tablicami) semantycz-
nymi, pokazal, ze ich reguly sa odwrotno$ciami regul G. Gentzena [3], a
dla klasycznego rachunku zdan formalny system oparty na metodzie tablic
semantycznych jest rownowazny systemowi Gentzena. Elegancki wyklad na
temat tabel przedstawil R. M. Smullyan [2] w latach 60-tych, nazywajac je
analitycznymi. System tabel, szeroko opisany w pracy M. C. Fittinga [4],
jest metoda zaprzeczen, w ktdrej dowodzac tautologicznosci formuly X po-
szukujemy interpretacji spetiajacej {-X}. W dowodach tabela przyjmuje
forme drzewa, w ktérym wezly etykietowane sa formulami powstalymi w
wyniku zastosowania regut systemu tabel do formutly stojacej na wyzszym
poziomie. Drzewo jest reprezentacja alternatywy jego galezi, a galaz jest
koniunkcja wystepujacych na niej formut. W konstrukcji tabeli dazymy do
uzyskania sprzecznosci na kazdej gatezi.

3.1 Definicja tabeli zdaniowe;j:
Niech {A;, ..., A,} bedzie skoficzonym zbiorem formut zdaniowych:

1. Nastepujaca pojedyncza galaz drzewa jest tabelg dla {A4,...,4,}:

Ay
A,y
An
2. Jezeli T jest tabela dla {A,,...,A,} i T* powstata z T poprzez za-

stosowanie jednej z Regul Rozkladu Tabel, to T* jest tabela dla
{Asis00y An}-

3.2 Jednolita notacja:

W systemie tabel korzystamy z jednolitej notacji regul rozwijania drzew
dowodowych wprowadzonej przez R. M. Smullyana [2]. Grupujemy wszy-
stkie formuly zdaniowe postaci

(XeY)i(XeY),

dzie ,,0” jest podstawowym spdjnikiem binarnym: A,V,—, w dwie kate-
g
gorie:
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Koniunkcyjne Dysjunkcyjne

« 231 Qo B B B
XAY X Y (X AY) | X Y
ﬁ(X V Y) - X o & VY X ¥
(X-2Y)| X Y | X=Y | -X .

3.3 Reguly Rozkladu systemu tabel:

—l—IZ —1_Q "1l & ﬂ
Z 1 0 (o3} B | B2
Q2

Przypuscmy, ze mamy tabele T z wezlami etykietowanymi formutami
zdaniowymi. Wybieramy galaZ @ i formule X ( nie bedaca zmienna) wyste-
pujaca na tej galezi. Jezeli X jest postaci -—Z to do korica galezi dodajemy
wierzcholek etykietujac go Z. Jezeli X jest postaci =0 to do korica galezi
dodajemy wierzcholek etykietujac go 1. Jezeli X jest postaci =1 to do
konca galezi dodajemy wierzcholek etykietujac go 0. Jezeli X jest postaci «
to do konca galezi dodajemy wierzcholek etykietujac go odpowiednio ay, a
nastepnie do niego kolejny wierzcholek o etykiecie ay. Jezeli X jest postaci
B to do korica galezi dodajemy lewy i prawy wierzcholek etykietujac je
odpowiednio f; i f2. W wyniku zastosowania jednej z regut rozkladu tabel
do formuly wystepujacej na galezi € drzewa T otrzymujemy rozwiniecie T*
bedace drzewem.

Reguly Rozkladu Tabel nie s3 deterministyczne. Mdwia co mozemy,
nie co musimy zrobi¢. Pozwalaja wybraé, ktora formuta dziala z nastepna
i na ktorej galezi. Pozwalaja nam pomijaé¢ formuly lub uzyé ich wiecej niz
raz.

3.4 Pojecie dowodu w systemie tabel:

e Galaz @ tabeli T nazywamy zamknieta, jezeli X i =X wystepuja na 6,
gdzie X jest formula zdaniowga lub jezeli 0 wystepuje na 6.

e Tabele T nazywamy zamknieta, jezeli wszystkie jej galezie sa za-
mkniete.

e Dowodem tabelowym formuly zdaniowej X nazywamy zamknieta ta-

bele dla {- X}.

3.5 Przyklad
Tabela dla formuly

(P=(Q—R)—= ((PVS)—= ((Q = R)VS)).
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1-[(P = (Q = R)) = ((PVS) = (@ = R) VS))]
2.P— (Q » R)
3-((PVS) = (Q— R)VS))
4.(PVv S)

5-((Q = R) Vv S)

6.-(Q — R)
7.-8
S ()R
8.-P 9.Q — R
i
10.P 11.§

Jest to przyklad tabeli zamknigtej dla formuly (P — (@ — R)) —
(PVS)— ((Q— R)VS)), gdzie:

1 jest negacja dowodzonej formuly;
2, 3 powstaje przez a — regule z 1;
4, 5 powstaje przez o — regule z 3;
6, 7 powstaje przez a — regule z 5;
8, 9 powstaje przez § — regule z 2;
10, 11 powstaje przez § — regule z 4.

Czytajac od lewej do prawej galezie s3 zamknigte, gdyz zawieraja: 8
i10; 71 11; 61 9. Uwaga: zakonczenie jednej z galezi nie jest formula
atomowa ( 9 ).

3.6 Pojecie spelnialnosci w systemie tabel:

e Galaz 6 tabeli T nazywamy spelnialna, jesli zbiér formut zdaniowych
wystepujacych na # jest spelnialny.

e Tabele T nazywamy spelnialna, jesli co najmniej jedna jej galaz jest
spelnialna.
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Lemat 1 ( poprawnosc )
Jezeli istnieje tabela zamknieta dla zbioru S, to S nie jest spelnialny.

Dowéd:

Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze zbiér S jest spelnialny. Wykazemy
sprzecznos$¢ z zalozeniem istnienia tabeli zamknietej dla S.

Konstrukcja zamknietej tabeli T dla zbioru S rozpoczyna si¢ od po-
czatkowej tabeli skladajacej sie z pojedynczej galezi 6, ktérej wierzcholki
etykietowane sa elementami zbioru S. Poniewaz zbiér S jest spelnialny,
to poczatkowa tabela T tez jest spelnialna. Musimy pokazaé, ze T* jest
spelnialna tabela. Rozwazmy przypadki zaleznie od tego, ktéra z Regul
Rozkladu Tabel byla zastosowana do formuly X wystepujacej na galezi 6.

a A= aq

Wtedy galaz @ rozszerzona o a; i oy tworzy . Poniewaz o wystepuje
na 0, to V(a) = IP, ale V(a) = V(a1) A V(ag) stad V(ey) = IP i V(ay)
= IP. Konsekwentnie wartoscia logiczna kazdej formuly wystepujacej na
rozszerzonej galezi § w T* jest IP i stad T* jest spetnialne.

bioX e

Wtedy do liscia galezi @ dolaczamy lewy i prawy nastepnik, etykietujac
je odpowiednio By i Bq, tworzymy T*. Poniewaz 3 wystepuje na 6, to V()
= IP, ale V(B8) = V(61) V V(B2) stad V(B;1) = IP lub V(82) = IP.

Zatem jedno z rozszerzen galezi 6 jest spelnialne i stad T™* jest tabela
spelnialna, ale nie jest tabela zamknieta.

Wykazaliémy istnienie spetnialnej tabeli T* co jest sprzeczne z zaloZeniem
istnienia zamknietej tabeli dla zbioru S. c.k.d.

W dowodzie pelnoéci korzystaé bedziemy z pojec: zbioru Hintikki i Zda-
niowej Wlasnosci Niesprzecznosci, ktorych definicje zostana przytoczone
ponizej.

3.7 Definicja (zbioru Hintikki)

Zbiér H formut zdaniowych nazywamy zbiorem Hintikki , wtw gdy
spelnia nastepujace warunki:

1) Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, albo p € H albo —p € H;
2) 0 ¢ H, -1 ¢ H;

3) ~ZeH=Z¢e€H;

4) ae H= a3 € HA ap € H;

5) ﬂEH=>,61EHVﬂ2€H.
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3.8 Definicja ( Zdaniowej Wtasnosci Niesprzecznosci)

Niech ® bedzie rodzina zbioréw formul zdaniowych. Nazwiemy R
wiasnoscia zdaniowej niesprzecznosci, wtw gdy dla kazdego S € R spelnione
s3 nastepujace warunki:

1) Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, albo p € S albo -p € S;
2) 0¢S,-1¢5S;

3) mZeS=>SUZeR,

4) a € S=>SU{aj,az} € R;

5) f€ES=>SU{(}eRIubSU{B:} RN

Lemat 2

Rodzina wszystkich zbioréw formul zdaniowych nie majacych tabel za-
mknietych jest Zdaniowa Wlasnoscia Niesprzecznosci.

Dowdd:

Niech & bedzie rodzina wszystkich zbioréw formul zdaniowych nie
majacych tabel zamknietych. Dla kazdego zbioru S € & spelnione sg
nastepujace warunki:

1) Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, albo

2) p€ S albo -p € S;

)
)
) 0
4) ~Z€S=>SUZES
5 « € S= SU{a,az} €T
)

6 ,BES=>SU{,31}€ lubSU{ﬁz}e

Stad rodzina & na mocy definicji Zdaniowej Wlasnosci Niesprzecznosci
jest Zdaniowa Wlasnoscia Niesprzecznosci.

Lemat 3

Kazdy element S Zdaniowej Wtasnosci Niesprzecznosci jest zbiorem
Hintikki.

Dowéd:

Kazdy element s Zdaniowej Wlasnosci Niesprzecznosci spelnia nastepujace
warunki:
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1) Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, albo

2) p € Salbo— slp € S;

3) 0¢S,-1¢S;

5) a€S=>a; € SAag €S;

)
)
)
4) ~—ZeS=ZcS;
)
6) B

ES=p06,€SVEES.

Stad na mocy definicji zbioru Hintikki, zbiér S jest zbiorem Hintikki.

Lemat 4

Kazdy zdaniowy zbiér Hintikki jest spelnialny.

Dowad:

Dla zmiennej zdaniowej pi zbioru Hintikki H definiujemy wartosciowanie:

o B |
V(p): IF, -peH
IF, p¢Hi-p¢H

Twierdzenie ( o pelnosci)
X jest tautologia < X ma dowdd tabelowy.
Dowdéd:

w&" Z zalozenia X ma dowdd tabelowy, zatem zbiér {=X} ma tabele za-
mknieta. Na mocy Lematu 1 zbiér {—X} nie jest spetnialny, a to
pociaga za soba, ze formula zdaniowa X jest tautologia.

=" Zalézmy nie wprost, ze formula zdaniowa X jest tautologia i nie
ma dowodu tabelowego, stad zbiér {—=X} nie ma tabeli zamknietej i
nalezy do rodziny wszystkich zbioréw nie majacych tabel zamknietych.
Na mocy lematu 2 rodzina ta jest Zdaniowa Wlasnoscia Niesprzecz-
nosci. Na mocy lematéw 3 i 4 jest zbiorem spelnialnym. Stad X nie
jest tautologia, a to jest sprzeczne z zalozeniem.

4. Podsumowanie.

Weryfikacja spelnialnoéci i tautologicznoéci formut przedstawiona me-
toda tabel dla klasycznego rachunku zdan, jak i jej uogdlnienia na logiki
nieklasyczne, stwarza algorytm latwo poddajacy sie automatyzacji, wyko-
rzystywany w wielu dziedzinach zwiazanych ze sztuczng inteligencja, m.in.
do specyfikacji i weryfikacji programéw komputerowych, czy weryfikacji
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ukladéw elektronicznych. Istnieje maszynowa implementacja metody tabel
w jezyku PROLOG (skrét pochodzi od stéw programming in logic). Aby
doceni¢ zalety omowione) metody, a przede wszystkim jej uniwersalnosc,
warto dokonac jej implementacji w innym z jezykow programowania nie
zwigzanym tak scisle z dziedzina, logiki, moze to byc np. jezyk C++ po-
zwalajacy m.in. na projektowanie i definiowanie nowych typéw danych, od-
powiednich do wlasciwosci dziedziny, w ktorej jest okreslony rozwigzywany
problem.
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