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Topologia ultrafiltrowanych przekrojow jako przyktad
przestrzeni Priestley na P(A)

Dorota Strézik

Niech X bedzie zbiorem, T - topologia na zbiorze X oraz < relacja
czesciowego porzadku na X. Wtedy uklad [X, T, <] nazywamy przestrzenig
Priestley, gdy speilnione sa nastepujace warunki:

1) [X,T] jest zwarta przestrzenia Hausdorffa;

2) [X,T,<] jest porzadkowo niespdjna, tzn. dla dowolnych a,beX jezeli
af€b to istnieje wzrastajacy otwarto-domkniety G taki, ze a€G i bgG.
Rownowaznie ostatni warunek mozna sformulowaé nastepujaco: dla do-
wolnych a,beX, a<b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wzrastajacego
otwarto-domknigtego G to, ze a€G implikuje beG.

W niniejszej pracy przedstawimy pewien przyklad przestrzeni topolo-
gicznej na zbiorze potegowym P(A) pewnego niepustego zbioru A. Nazy-
wamy ja topologia ultrafiltrowanych przekrojow, w skrocie UIT. Nastepnie
pokazemy, ze ta przestrzen topologiczna jest przestrzenia Priestley oraz,
ze kazda domknieta podprzestrzen tej przestrzeni jest takze przestrzenia
Priestley.

Oproécz tego udowodnimy, ze P(A) z wprowadzona przez nas topo-
logia pokrywa sie z topologia Tichonowa na 24. Co wiecej pokazemy, ze
kazda przestrzen Priestley jest porzadkowo homeomorficzna z domknigta
podprzestrzenia przestrzeni [P(X),C,UIT] dla pewnego zbioru X.

Wiadomo, ze przestrzenie Priestley stanowia reprezentacje topologiczna
krat dystrybutywnych. Dokladniej (zobacz H.A. Priestley [1970]), katego-
ria krat dystrybutywnych z homomorfizmami jako morfizmami jest izo-
morficzna z kategoria przestrzeni Priestley z odwzorowaniami ciaglymi za-
chowujacymi porzadek jako morfizmami. Powyzszy wynik byl inspiracja do
stworzenia ogdlnej teorii dualnosci dla dowolnych krat (zobacz A. Urquhart
[1978], C. Hartonas [1997], J. M. Dunn [1997] i wielu innych).

Niech A# 0, P(A) oznacza zbiér potegowy utworzony ze zbioru A.
Podzbiory zbioru A oznaczamy literami i, j, itd. Niech I bedzie rodzina
podzbioréw zbioru A. Zatem jedli i€ I, to iCA. Niech U oznacza ultrafiltr
nad I (na P([)). Przez Ny I oznaczmy ultrafiltrowany przekrdj rodziny I
modulo U,ktory rozumiemy w nastepujacy sposob:
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Definicja 1 ac Ny I wtedy i tylko wtedy, gdy {i€l:aci}€ U.
Oczywiscie (y I € A oraz (NI C Ny I. Z definicji ponadto wynika, ze
Novl=MNUB:BeU}.

Oznaczmy przez I - domkniecie 1.

Definicja 2 T = {yI : U - ultrafiltr nad I}.

Lemat 1 Niech I, J C P(A). Wtedy

() ICT

Yy 1.¢J=TFaily

(3) 1CT;

(A TUdE Jud:

Zatem~ jest topologicznym operatorem domkniecia na P(A).

Dowéd: (1) Niech ig € I. Pokazemy, ze ig € I. Niech U;, bedzie
glownym ultrafiltrem nad I, tj. U;, = (o) := {X C I : 19 € X}. Wtedy
ﬂU‘_o I = ig. Rzeczywiscie a € ﬂU‘,O I wtedy i tylko wtedy, gdy {i€ I: a € i}
€ U;, wtedy i tylko wtedy, gdy {io} C {i€ I : a € i} wtedy i tylko wtedy,
gdy a € ip. To pokazuje, ze I C I.

(2) Niech I C J oraz i € I, istnieje ultrafiltr U; nad I taki, ze i =y, I.
Z tego, ze I C J wynika istnienie ultrafiltru Us nad J takiego, ze I € U,
oraz Uy = Uz|r, tj. {X CI: X € Uz} = U. Wynika stad, ze Ny, I =Ny, I
co daje 1 =y, J.

(3) Musimy pokazaé, ze jesli Uy jest ultrafiltrem nad I to Nw, Iel
Dla kazdego ¢ € [ istnieje ultrafiltr U; nad I taki, ze i = "y, I (na mocy
definicji I). Niech Up bedzie ultrafiltrem nad {y, I : i € I}. Definiujemy
U nad I nastepujaco:

U={XCI:{Nyl:XeU}eU}
Uwaga 1 U jest ultrafiltrem nad L

Dowéd: Pokazemy najpierw, ze U jest filtrem.

(i) Niech X e U, X CY CI. Wtedy Up 5 {Ny, I : X € U;} C{Np. I :
Y € U;} poniewaz X CY. Zatem Y € U.

(i) Niech X, Y € U. Wtedy {y, I : X € U;} € Ui {Ny, I : Y €
Ui} € Up. Zatem ich przekréj Up 3 {Ny, I : X € Us}N{Ny. I :Y € Ui} =
{Nu, I: XNY € U;}. Zatem X NY € U.
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(iii) Zalézmy, ze X UY € U. Zatem {(y, I : XUY € U;} € Up &
NI : X eUlwbY €U} e U & {Nyl:X €U} € U lub
{Nu,I:YeU}elpe XeUlubY eU.

(iv) U jest filtrem wlasciwym poniewaz () ¢ U. Zatem U jest ultrafil-
trem.

Uwaga 2 (y, I=Nyl

Dowéd: Niech a € Aoraz X :={j € I:a € j}. Mamy a € Ny, I &
{nU‘,I:aenUiI}EUQ@{nU‘,IZ{jEIIGEj}EUi}EU()(-:}{nUI,I:
XelUlehyeXeUo{jel:acjleUaceyl.

Uwagi 1 i 2 dowodzg, ze Ny, I € I. Zatem (3) zachodzi.

(4) Zaktadamy, ze X € TUJ. Zatem istnieje ultrafiltr U nad I U J
taki, ze X =y IUJ. Ale I € UlubJ € U,bo TUJ € U oraz U jest
ultrafiltrem i dlatego X = (y|, I lub X = Moy, J. Zatem X € Eud
Konczy to dowdd Lematu 1.

Podstawowym twierdzeniem tej czesci pracy jest nastepujacy wynik:
Twierdzenie 1 [P(A), C,UIT] jest przestrzenig Priestley.

Dowdd tego twierdzenia polega na pokazaniu serii lematéow. Zaczniemy od
opisu postaci zbioréw otwarto-domknietych powyzszej przestrzeni.
Dla kazdego a € A definiujemy

gr=1 LA e
Uwaga 3 a* = a* dla wszystkich a € A.

Dowéd: Kazde a* jest rodzina podzbiorow z A. Ustalmy a € A i niech
I = a*. Niech U bedzie ultrafiltrem nad I. Musimy pokaza¢, ze (y I € I,
tj. Nl € a*, tj. a € Ny I. Ale poniewaz a € 1 dla wszystkich i € a* =1
oraz I € U zatem mamy a € [y .

Uwaga 4 P(A) — a* = P(A) — a* dla wszystkich a € A.

Dowéd: Niech a € A oraz I = P(A)—a*. Niech U bedzie ultrafiltrem
nad I. Musimy pokazaé, ze (\yI € I, tj. Nyl € a*, tj. a & Ny I. Ale
mamy: a ¢ (\wl e {i€l:acl}¢gUs{icl:agi} €U. Ztego, zel
= P(A) —a* mamy a ¢ i dla wszystkich i € I. Zatem {i e U :a g i} € U
zachodzi. Dlatego a & Ny 1.

Na mocy Uwag 314 kazde a* (a € A) jest zbiorem otwarto-domknigtym
w topologii ultrafiltrowanych przekrojéw na P(A).
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Lemat 2 Rodzina
Bo={a*:a€ AJU{P(A)—a*:a € A}
tworzy podbaze dla UIT na P(A).

Dowéd: Niech B bedzie rodzina zlozona ze skonczonych przekrojow
zbioréw z By. Elementy z B sa postaci:

(+) (a;n...Nnak)N(P(A) — (bjU...Ub})),

gdzie ay,...,am,by1,...,b, € A. Kazdy element typu (+) jest takze otwar-
to-domkniety. Przekrdj skonczonej iloéci zbiorow domknietych jest do-
mkniety oraz przekrdj skonczonej ilosci zbioréw otwartych jest otwarty.

Musimy pokazaé, ze kazdy zbior otwarty w UIT jest suma pewnych
zbioréw typu (+). Skorzystamy z nastepujacego prostego faktu topologicz-
nego:

Fakt 1 Jezeli A jest podzbiorem przestrzeni topologicznej i a - elementem
tej przestrzeni, to a ¢ A < 3 2bidr otwarty G taki, 2e a € GiGNA=0.

Niech I bedzie ustalonym podzbiorem P(A) oraz X € P(A). Zatem, by
udowodni¢ Lemat 2 wystarczy pokazac:

Uwaga 5 Dla dowolnego zbioru postaci (+) nastepujgce warunki sg réw-
nowazne:

(a) X € (+) implikuge (+) N 1T # 0.
(b) X € 1.
Dowdd: Dla kazdego a € A kladziemy
a={i€l:a€i}.
(a) = (b). Zalézmy (a). Warunek ten méwi, ze rodzina
(1) {a:aeX}U{I-b:b¢ X}

ma wlasnoéé skonczonych przekrojow. Zatem istnieje ultrafiltr Uy nad I
zawierajacy rodzine (1). Pokazemy, ze

X:nUOI
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Rzeczywiscie jeéli a € X wtedy a € Up (na mocy definicji Up) co oznacza,
ze {i € I :a € i} € Up. Stad a € Ny, I. Zatem X C Ny, 1. Jedli b & X,
wtedy I — b € Up (na mocy definicji Up), co oznacza, ze {i € I : b € i} €
Uo, tj{t € I :be i} g Uy, tj. b & Ny, I. Zatem Ny, I C X co dowodzi, ze
X =y, I. Stad X € I (na mocy definicji 7).

(b) = (a). Zalézmy, ze X € I oraz niech X € (+) dla pewnego zbioru
(+). Zatem a;,...,am € X,b1,...,bp € X oraz X = (y I dla pewnego
ultrafiltru U nad I. Wynika stad, ze

&1,...,&m6Uorazal,...,i)nQU
co daje
BPOS . WES (P S E L0 &
a wiec
@1N...0auN I =b)N...0 I —by) #0

Niech i bedzie zatem dowolnym elementem powyzszego zbioru. Znaczy to,
ze 1 € I oraz

i€ain...Nay, N(P(A) - (bjU...Ub}))

Zatem 1 € (+) co pokazuje, ze (+) NI # 0.
Dowodzi to Uwagi 5 i stad Lematu 2.

Lemat 3 [P(A),UIT)] jest przestrzenig Hausdor[fa.

Dowéd: Niech 4,5 C A ¢ # j. Zatem istniejea € A:a €t —jluba €
j — 1. Zalézmy, ze a € 1 — j. Zatem i € a* j & a*, tj.t € a* j € P(A) —a*.
Zbiory a* oraz P(A) — a* sa otwarte i a* N (P(A) —a*) = 0.

Nastepna obserwacja lokalizuje [P(A), UIT] wéréd przestrzeni topolo-
gicznych.

Niech 2 = {0, 1} bedzie dwuelementowa przestrzenia topologiczna z
topologia dyskretng. Oczywiscie 2 jest zwarta przestrzenia Hausdorffa i
kazdy podzbiér z 2 jest otwarto-domknigty. Teraz niech A # () bedzie
zbiorem i rozpatrzmy zbiér odwzorowani 24 zaopatrzony w topologie pro-
duktowa (Tichonowa).

Jak wiemy zbiory postaci II;1({1}) i I71({0}),a € A tworza podbaze
topologii Tichonowa. Ale kazdy element f ze zbioru 24 jest funkcja charak-
terystyczna dla pewnego podzbioru zbioru A. Identyfikujemy kazda funkcje
charakterystyczna ze zbiorem zlozonym z elementéw x, dla ktérych
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f(x) = 1. Mamy 24 = P(A). Zatem II;({1}) = wszystkie funkcje charak-
terystyczne zbioréw, do ktérych nalezy a czyli wszystkie podzbiory zbioru
A, do ktérych a nalezy zatem a*. Tak samo mamy II;1({0}) = P(A)—a* =
{i € P(A) : a ¢ i} dla wszystkich a € A. Ale zbiory a*, P(A) — a* tworza
podbaze UIT na P(A). Zatem

Lemat 4 UIT na P(A) pokrywa si¢ z topologig Tichonowa na 24.
Zatem na mocy twierdzenia Tichonowa otrzymujemy, ze:

Lemat 5 [P(A),C,UIT] jest zwarta.

Lemat 6 Niech i,j C A. Jesli i € j wtedy istnieje otwarto-domkniety
wzrastajgcy zbior G taki, ze i € G, j € G.

Dowdéd: Niech a € 1 — j. Wtedy i € a* oraz j € a*. a* jest zbiorem
otwarto-domknigtym, wzrastajacym.

Na mocy powyzszych lematow otrzymujemy iz [P(A), C,UIT] jest
przestrzenia Priestley.

Twierdzenie 2 Kazda domknieta podprzestrzen przestrzeni [P(A), C, UIT]
jest przestrzenig Priestley.

Dowéd: Niech B C P(A), (B ,C, UIT|g] bedzie domknieta podprze-
strzenia przestrzeni [P(A),C, UIT]. B jest zatem domknigty ze wzgledu
na ultrafiltrowane przekroje. Wiemy, ze podprzestrzen ta jest zwarta prze-
strzenia Hausdorffa, poniewaz wlasnosci te sa wlasnoéciami dziedzicznymi
dla podprzestrzeni domknietych. Wystarczy pokazaé, ze podprzestrzen ta
jest porzadkowo niespdjna. Innymi stowy musimy pokazac, ze jezeli a,b € B
oraz a ¢ b wtedy istnieje otwarto-domkniety wzrastajacy zbiér G (w prze-
trzeni B) taki,ze a € Gib ¢ G.

Niech a,b € B oraz a ¢ b. Wtedy wiemy, ze a,b € P(A) oraz a Z b
wiec istnieje ' C P(A) takie, ze @ € F ib ¢ F. Zatem wystarczy wziac
G = F N B. Latwy dowdd, ze jest on otwarto-domknietym wzrastajacym
zbiorem pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 3 (O reprezentacji dla przestrzeni Priestley) Kazda
przestrzen Priestley [A, <, T] jest porzgdkowo-homeomorficzna z domknietg
podprzestrzenig przestrzeni [P(X), C, UIT] dla pewnego zbioru X.



104 Topologia ultrafiltrowanych przekrojow ...

Dowdd: Niech [A, <,T] bedzie przestrzenia Priestley. Stad [A,T] jest
przestrzenia Stone’a. Niech rodzina O bedzie rodzina wszystkich otwarto-
-domknietych podzbioréw z A. O 1 oznacza rodzine wszystkich wzrastajacych
otwarto-domknietych podzbioréw A.

Niech i, := {G € O 1: a € G} dla kazdego a € A. Latwo widaé, ze
odwzorowanie

h(a) =i,

jest roznowartosciowe i ,,na” oraz zachowuje porzadek, to znaczy a < b &
o C 1 dla wszystkich a,b € A Oczywiscie ¢, C O T, tzn. i, € P(O 1) dla
wszyskich a € A. Niech

I:={i,:a€ A}.

Lemat 7 [I,C,UIT|[] jest domknietg podprzestrzeniq przestrzeni
[P(O 1), C,UIT) i dlatego jest ona przestrzenig Priestley.

Dowdéd: Niech U bedzie ultrafiltrem nad I. Pokazemy, ze (I € I, tj.
Nu I = tq,, dla pewnego ag € A. Mamy, ze dla dowolnego G € O 1:

GeNvIe©{ia€l:Gei}elU (x) ©{i,€l:aeG}eU

Zdefiniujmy rodzine U’ podzbioréw P(A) nastgpujaco. Niech X C A.
Wtedy X € U’ wtedy i tylko wtedy, gdy{¢, : ¢ € X} € U. Widaé,
ze U’ jest ultrafiltrem w P(A). Zatem obciecie U’|p jest tez ultrafiltrem
w algebrze Boole’a O. Wiadomo, ze kazdy ultrafiltr w algebrze Boole’a
zbiorow otwarto-domknigtych przestrzeni zwartej jest wyznaczony przez
punkt. W przypadku ultrafiltru U’|p znaczy to, iz 3 ag € A takie, ze
U'lo ={G € O : ap € G}. Niech G € O 1. Mamy: G € Ny [wtedy i tylko
wtedy, gdy (na mocy (*)) {i; € [ : a € G} € U wtedy i tylko wtedy, gdy
(z definicji U’) G € U’ wtedy i tylko wtedy, gdy (poniewaz G € O 1C O)
ag € G wtedy i tylko wtedy, gdy G € i4,. Zatem (g I = i4,, co koniczy
dowdd.

Lemat 8 (A, <,T) jest porzgdkowo-homeomorficzna z [I, C, UIT|;].

Dowdd: Niech h(a) :=1, (a € A). Wiemy, ze h jest jedno-jednoznaczne
i zachowuje porzadek (w obu kierunkach). Pokazemy, ze h jest homeomor-
fizmem pomiedzy dwoma przestrzeniami Priestley. Skorzystamy z faktu:

Fakt 2 Niech [X, T] bedzie zwartg przestrzenig Hausdorffa i f : X — X'
bedzie odwzorowaniem ciggltym, gdzie [X', T'] jest przestrzenig topologiczng.
Jezeli [X', T'] jest przestrzenig Hausdorffa i f jest bijekcjg wtedy f jest
homeomorfizmem.



D. Strézik 105

Wystarczy zatem pokazac, ze h jest odwzorowaniem ciaglym. W tym
celu wykorzystamy jeszcze jeden prosty fakt topologiczny:

Fakt 3 Niech [X, T}, [X', T'] bedg przestrzeniami topologicznymi, f : X —
X' odwzorowaniem. QOdwzorowanie f jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy
f~YHQG) jest zbiorem otwartym w X dla kazdego G € B, gdzie B jest dowolng
lecz ustalong podbazg dla T'.

Niech G* = {X C O 1: G € X} dla G € O 1. Wiemy, ze zbiory
postaci

G* lub P(O1)-G*,

po G przebiegajacym O 1, tworza podbaze topologii UIT na P(O 1).

Niech GeOt. Wtedy: h7}(G)={a€A: i,€eG}={ac A:
Gei}={a€ A:a€G}=G. Zatem h~!(G) jest otwarto-domkniety
w [A, <,T]. Podobnie h"}(P(O1) —G*)={a€ A:i, € (P(O1) - G*)} =
{a€cA:i, dG}={a€eA:Ggi,}={a€cA:ag¢G}=A-G
Zatem h~1(P(O 1) — G*) jest otwarto-domkniety w [A, <, T]. Pokazuje to,
ze h jest odwzorowaniem ciaglym z A do P(O 1), a zatem ciaglym jako
odwzorowanie z A do I w topologii UIT|;.

Aby uzupelni¢ dowéd twierdzenia, wystarczy wzia¢ X = O 1. Na mocy
powyzszych lematéw [A, <,T] jest porzadkowo-homeomorficzna z domknieta
podprzestrzenia [P(X), C,UIT].

Prostym spostrzezeniem z powyzszych rozwazan jest nastepujacy
wniosek:

Whniosek 1 Kazdej przestrzeni Priestley odpowiada domknieta podprze-
strzen uporzgdkowanej przestrzeni Tichonowa
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